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AVKUTISSKMKNT 


Ce  livre  ronlieiil  le  résiiiiir  des  Icrons  (|iio  j'ai  prolessées 
à  la  Sorhonnc  on  1888,  en  iSyo  eî  on  i8()9.  Mos  ooiirs  do 
1888  cl  de  i8i)(>  on!  déjà  élé  publiés,  mais  Tédition  élan! 
épuisée,  je  ne  erois  pas  inutile  de  les  l'aire  réimprimer  avec 
c|uelc|ues  remaniements  et  modiliealions.  J'en  ai  seulement 
supprimé  ee  qui  se  rapportait  aux  expériences  do  Hertz  : 
car  j'ai  eu  Toecasion  de  revenir  avec*  beaucoup  de  détails 
sur  ces  expériences  dans  une  série  de  leçons  reproduites 
dans  mon  ouvrage  intitulé  les  Oscillaf ions  Electriques,  Le 
reste  de  ces  leçons  rem|)lit  la  première  partie  du  volume 
où  se  trouvent  exposées  les  théories  de  Maxwell  et  de  llelm- 
hollz  el  j'y  rappelle  en  outre  les  principes  essentiels  de 
<*ellos  d'Ampère  o!  de  Weber.  Celle  première  partie  con- 
tient donc  lout  ce  (|ui  se  rapporte  à  l'éleelrodynamique  des 
(*orps  en  repos. 

La  seconde  partie  contient  mes  leçons  de  i8c)()(pii  n'avaient 
pas  encore  été  publiées,  et  (|ui  ont  été  rédigées  par 
M.  Nécîulcéa,  à  cpii  je  suis  très  heureux  d'adresser  i<'i  lous 
nif^s  remerciein(»nts.  J'y  (compare  les  diirérenlos  théories 
relatives  à  réloclrodynami([ue  des  c»orj)s  en  mouvement  (*l 
dont  les  principales  son!  celles  de  Hertz,  de  Lorenlz  el  do 
Larmor. 

Bien  (praucuac  de  c;»s  tlié;)ries  ne  mesiMublt»  (^nlièr(;menl 
salisfaisanlo.  chacune  (Telhvs  contient  sans  doule  une  pari 
de  vérité  el  la  C()m]);irais()]i  p(Mil  olre  inslruclivc». 
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II  A  VERTISSEMEST 

De  toutes,  celle  de  Lorentz  me  parait  relie  qui  rend  le 
mieux  compte  des  faits. 

Depuis  que  Timpression  est  commencée,  sont  venues  les 
expériences  de  M.  Crémieu  qui  peut-être  modifieront  com- 
plètement nos  idées  sur  Télectrodynamique  des  corps  en 
mouv^ment.  Mais  elles  sont  encore  trop  récentes  pour  qu'une 
théorie  nouvelle  en  ait  pu  sortir.  Elles  seront  d'ailleurs  pro- 
bablement très  discutées  et  toute  tentative  pour  en  tirer 
wne  conclusion  quelconque  serait  prématurée. 


I  • 


IMRODrCTION 


I-.a  première  fois  qu'un  lecteur  français  ouvre  le  livre  de 
Maxwell,  un  sentiment  de  malaise,  et  souvent  même  de  défiance 
se  mêle  d'abord  à  son  admiration.  Ce  n*est  qu'après  un  commerce 
prolonge  et  au  prix  de  beaucoup  d'efforts,  que  ce  sentiment  se 
dissipe.  Quelques  esprits  éminents  le  conservent  même  toujours 

Pourquoi  les  idées  du  savant  anglais  ont-elles  tant  de  peine  à 
s'acclimater  chez  nous  ?  C'est  sans  doute  que  l'éducation  reçue 
par  la  plupart  des  Français  éclairés  les  dispose  à  goûter  la  pré- 
cision et  la  logique  avant  toute  autre  qualité. 

Les  anciennes  théories  de  la  physique  mathématique  nous 
donnaient  à  cet  égard  une  satisfaction  complète.  Tous  nos 
maîtres,  depuis  Laplace  jusqu'à  Cauchy  ont  procédé  de  la  même 
manière.  Partant  d'hypothèses  nettement  énoncées,  ils  en  ont 
déduit  toutes  les  conséquences  avec  une  rigueur  mathématique, 
et  les  ont  comparées  ensuite  avec  l'expérience.  Ils  semblent 
vouloir  donner  à  chacune  des  branches  de  lu  Physique  la  même 
précision  qu'à  la  Mécanique  Céleste. 

Pour  un  esprit  accoutumé  h  admirer  de  tels  modèles,  une 
théorie  est  diiKcilenient  satisfaisante.  Non  seulement  il  n'y 
tolérera  pas  la  moindre  apparence  de  contradiction,  mais  il 
exigera  que  les  diverses  parties  en  soient  logiquement  reliées 
les  unes  aux  autres  et  que  le  nombre  des  hypothèses  distinctes 
soit  réduit  au  minimum. 

Ce  n'est  pas  tout,  il  aura  encore  d'autres  exigences  qui  me 
paraissent  moins  raisonnables.  Derrière  la  matière  qu'atteignent 
nos  sens  et  ([ue  rexpéricnce  nous  fait  connaître,  il  voudra  voir 
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Ce  livre  contient  le  résumé  des  lerons  que  j'ai  ])rofessées 
i\  la  Sorl)onne  en  1888,  en  1890  el  en  1899.  Jles  cours  de 
1888  et  de  1890  ont  déjà  été  publiés,  mais  Tédilion  étan! 
épuisée,  je  ne  crois  pas  inutile  de  les  l'aire  réimprinieravec 
([uelques  remaniements  et  modifications.  J'en  ai  seulement 
supprimé  ce  qui  se  rapportait  aux  expériences  de  Hertz  ; 
car  j'ai  eu  l'occasion  de  revenir  avetî  beaucoup  de  détails 
sur  <*es  expériences  dans  une  série  de  leçons  reproduites 
dans  mon  ouvrage  intitulé  les  Oscillations  Èlevlriques,  Le 
reste  de  <*es  leçons  remplit  la  promière  partie  du  volume 
où  se  trouvent  exposées  les  théories  de  ilaxNvell  et  de  Ilelm- 
holtz  el  j'y  rappelle  en  outre  les  principes  essentiels  de 
<*elles  d'Ampère  el  de  Weber.  Celle  i)remière  partie  con- 
tient donc  tout  ce  (jui  se  rapporte  à  l'éleclrodynamique  des 
<*orps  en  repos. 

La  seconde  partie  contient  mes  leçons  de  1899  qui  n'avaient 
pas  encore  été  publiées,  et  (jui  ont  été  rédigées  par 
M.  Néculcéa,  à  (|ui  je  suis  très  heureux  d'adresser  ici  tous 
mes  remerciements.  J'y  compare  les  dillerenles  théories 
relatives  à  réleclrodynami(|ue  des  (!orps  en  mouvement  et 
dont  les  principales  sont  celles  de  Hertz,  de  liorentz  el  de 
Larmor. 

lîien  ([u'aucune  de  c:\^  tliéories  ne  me  semble  entièrement 
salislaisante.  chacune  d'cdlcs  contient  sans  doute  une  part 
de  vérité  el  la  cojnparaisoii  peut  être  Instruclivt». 
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CHAPITRE  PREMIER 


FORMULES   DE    L  ELECTROSTATIQUE 


1.  —  Avant  d'entreprendre  Texposé  des  idées  de  Clerk  Maxwell 
sur  rélectrîcîté,  nous  commencerons  par  résumer  rapidement 
les  hypothèses  fondamentales  des  théories  actuellement  en  usage 
et  nous  rappellerons  les  théorèmes  généraux  de  Télectricité 
statique,  en  introduisant  dans  les  formules  les  notations  de 
Maxwell. 

2.  Théorie  des  deux  fluides.  —  Dans  la  théorie  des  deux 
fluides  y  les  corps  qui  ne  sont  pas  électrîsés,  en  d'autres  termes, 
qui  sont  à  Tétai  neutre,  sont  supposés  chargés  de  quantités 
égales  d'électricité  positive  et  d'électricité  négative.  On  admet 
en  outre  que  ces  (|uantités  sont  assez  grandes  pour  qu'aucun  pro- 
cédé d'électrisation  ne  permette  d'enlever  à  un  corps  tonte  son 
électricité  de  l'une  ou  l'autre  espèce. 

3.  —  Des  expériences  de  Coulomb  et  de  la  définition  des 
quantités  d'électricité,  il  résulte  que  deux  corps  placés  dans  l'air 
et  chargés  de  quantités  m  et  m'  d'électricité,  exercent  enti^  eux 
une  force  donnée  par  l'expression 

(0  .    V  -=—f j-, 

où  /•  désigne  la  distance  des  deux  corps  éleclrisés,  supposée 
très  grande  par  rapport  aux  dimensions  de  ces  corps.  Une  valeur 
négative  de  F  indique  une  répulsion  entre  les  corps  ;  à  une  va- 
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pour  les  attractions  entre  réieetncitê  et  lu  niutière» 


.-Ti-  "  r-  — r 


pour  la  répulsion  entre  les  charges  électriques. 


La  résultante  de  ces  forces  sera 


F  ^  -^  i—  5^«'  +  ?  v^:-»'  +  ^':-*)  —  t:-*:-*'!> 


ou 


«    F=-;^[r(.-f)(.-fKw(,-|)J. 

Telle  est  Texpressîon  générale  de  la  force  qui  s*exerce  entre 
deux  corps  électrisés.  dette  force  doit  se  réduire  à  TattHiction 
newtonienne,  quand  les  corps  considérés  sont  à  Tétat  neutre» 
C'est  ce  qui  aura  lieu  si  la  charge  normale  d*un  corps  à  Télat 

neutre  a  pour  valeur  — ^  et  si,  puisque  la  force  doit  être  ullrac- 


V 

tive,  on  a  a  <-î— • 

V 


6.  —  Si  nous  désignons  par  m  Texcès  de  charge  d'un  conduc- 
teur électrisé  sur  sa  charge  normale  ii  Télat  neutre,  la  formule  [w) 
devient 


ifun'        /3*  \W 


Klle  se  réduit  à  la  formule  (i)  quand  on  laisse  de  coté  Tatlrac- 
tion  newtonienne.  La  théorie  du  lluide  unique  conduit  donc 
pour  tes  attractions  et  les  répulsions  électri(|ue8  ii  la  mémo 
expression  que  la  théorie  des  deux  lluides.  Toutes  les  consé- 
quences de  la  formule  (i)  subsistent  par  conséquent  dans  la  théorie 
du  fluide  uni({ue. 


6  FOnMVLES  DE  L'ÉLECTROSTATIQUE 

7.  Unité  électrostatique  de  quantité.  —  Par  le  choix  d*une 
unité  convenable  de  quantité  d'électricité,  on  peut  faire  en  sorte 
que  le  coefficient  numérique  f  de  hv formule  (i)  devienne  égal 
il  I.  L\niité  de  quantité  ainsi  choisie  est  V unité  électrostatùjue 
de  (juantité  d* électricité  ;  c'est  la  quantité  d'électricité  qui,  agis- 
sant sur  une  quantité  égale  placée  dans  l'air  \\  l'unité  de  distance, 
exerce  sur  elle  une  force  égale  à  l'unité  de  force. 

On  a  alors  pour  la  valeur  de  la  force  qui  s'exerce  entre  deux 
niasses  électriques  m  et  m'  placées  dans  l'air  à  une  distance  /•, 


mm' 


Gi)  i'  =  — -r 


8.  Potentiel.  Composantes  de  la  force  électrique.  —  On 
appelle  potentiel  en  un  point,  le  tras^ail  de  la  force  électrique 
agissant  sur  l'unité  d'électricité  positive  (juand  celle-ci  va  du  point 
considéré  à  l'infini. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  masses  électriques  sont  distri- 

l)uées  dans  l'air,  le  potentiel  a  pour  valeur  \  — '-     /-étant  la  dis- 

tance  du  point  considéré  à  la  niasse  //i,  et  la  sommation  s'étendant 
à  toutes  les  masses  électriques  du  champ. 

Nous  désignerons  par  i  le  potentiel  en  un  point  P,  pour  nous 
conformer  aux  notations  de  Maxwell. 

Si  en  P  se  trouve  une  masse  électrique  égale  à  ni\  les  compo- 
santes suivant  trois  axes  de  coordonnées  de  la  résultante  des 
actions  électrostatiques  qui  s'exercent  sur  P,  sont, 

,  d'I  ,  d^l  ,  d'I 

—  m  —r—  — m  —7^,  — ni       ' 


Lv  ,  dij  ^  dz 


aj 


9.  —  Si  on  suppose  le  point  P  à  l'intérieur  d'un  conducteur 
homogène  et  en  équilibre  électrique  la  résultante  des  actions 
électrostatiques  qui  s'exercent  sur  ce  point  doit  être  nulle,  car 
autrement  l'équilibre  serait  détruit.    Les  dérivées  partielles  du 

di        d'I       d'I 
potentiel,  ——f  —r-  >  — r^    sont  donc  nulles  ;  par  suite  le  poten- 
dx       dy       dz 

tiel  est  constant  à  l'intérieur  du  conducteur. 
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10.  Flux  de  force,  —  Considérons  un  élément  de  surface 
dio  et  par  un  point  G  (fig.  i)  de  cet  élément  menons  la  demî- 
normale  GX  dans  un  sens  quelconque  que  nous  prendrons  comme 
sens  positif.  Une  masse  d'électricité  égale  h 
l'unité  située  en  ce  point  sera  soumise  à  une 
force  GF  dont  la  projection  sur  GN  a  pour 
expression 

\    d,v  dij  dz  )  Fig.  I. 

»i  étant  le  potentiel  en  G,  et  a,  j3,  v  l^s  cosinus  directeurs  de  la 
demi-normale  GN.  Cette  expression  peut  encore  s'écrire 

d'I 


~  dn' 

dn   désignant  une   longueur  infiniment  petite  GG'  portée  dans 
le  sens  positif  de  la  normale  et  rf'i  la  variation  du  potentiel  quand 
on  passe  du  point  G  au  point  G'. 
Le  produit 

di    , 
dn 

de  cette  force  par  l'élément  de  surface  d^ù  est  ce  que  nous 
appellerons  le  flux  de  force  à  tra{>ers  rélémenl  rfw.  Le  ftitx  de 
force  à  tra^»ers  une   surface  finie  sera  la  valeur  de  l'intégrale 

dn 

étendue  à  tous  les  éléments  de  la  surface. 

H.  Théorème  de  Oauss. —  Lorsque  la  surface  est  fermée  la 
valeur  absolue  de  cette  intégrale  est  47:M,  M  désignant  la  quantité 
totale  d'électricité  lihre  contenue  à  l'intérieur  de  la  surface  ; 
quant  au  signe  il  dépend  du  choix  de  la  direction  positive  de  la 
normale.  Si  l'on  convient  de  prendre  pour  direction  positive  de 
la  normale  en  un  point  de  la  surface  celle  qui  est  extérieure  à  la 
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ATlqVE 


•arfac^,  !■•  flux  »  pimr  valrur  4nM  ;  on  (iil  ulom  que  le  ilux  sort  de 
U  Mirfiirc,  On  pput  donc  ônoncer  le  théorème  suivant  : 

Le  pur  de  force  f/iii  sort  d'une  surface  fermée  à  l'intérieur 
lie  Im/uplle  ne   Iniiivi-  une   '/iianlilé  iftlevlricité  libre  M  e»t  égal 

12.  Relation  de  Poisson.—  Il  existe  entre  lu  densité  élec- 
friqii'-  eiibifjiii'  p  in  un  jiuînt  d'un  corps  élcctrisé  et  les  dérivées 
■cnindes  du  piiteritifl  en  ei^  puint  une  rehitiuii  importante  due 
il  l'dÎKMin.  Klle  ji'idilii'iil  tn-s  simplement  en  ccrivantque,  d'après 
11-  tlt(''iri'nie  piéeédcnl,  le  (lux  de  l'urce  i[uî  entre  à  travers  un 
|iurnlli'<lipipi!de  rectniij^le  inlîniment  petit,  de  eûtes  t/a',  dt/,  d:, 
eiinli'UiHil  le  point  «■(Uisidéré  est  égiil  ii  —  4~?  <'■''  'ly  'l^-  On  a 
«l<>r)> 

d.t'        dif        d:' 

Miixwcll  désigne  le  premier  membre  de  cette  relation  par 
—  A*'{>,  notation  (|ui  si*  riittiiehe  iï  la  théorie  des  quateniious  dont 
Miixwidl  luit  d'iiillrurs  un  usiige  eonstnnt.  Nous  continuerons  ti 
di'Hi^iier  celte  somnie  de  dérivées  secondes  par  lu  notation  hubi- 
tnrlh'   1|. 

I,e  potentiel  étant  ciinstant  îi  l'intérieur  d'un  conducteur,  on 
a  i'[i— o  vl  pur  Mlite,  d'après  la  relation  de  Poisson,  a=;o.  A 
l'intérieur  d'un  eoiiduclenr,  il  n'y  a  donc  pus  d'électricité  libre. 

Une  antre  conséquence  de  la  relution  de  Poisson  est  qu'eu 
loul  point  du  diélectrique  où  il  n'y  u  pas  d'électricité  libre  on 
Il  i'i  -  o.  l'iir  conséquent,  le  poleulîel  est  une  Tonetion  eons- 
liiiili'  il  rinirrii'iM*  d'un  conducteur,  tendant  vers  zéro  à  l'infini 
el  lilli'  ijnr  l'un  ii  Al  =;=  o  en  tout  point  non  électrisé  d'un  dié- 
loclri,,,,.'. 


13.  Flux  d'induction  —  Lorscpu 
le«  conducteurs  est  un  corps  autre 
électriques    mesurables    chungcnt   de 
conduit  il  introduire  dans  les  formules  i 
fiiiufoir  inducteur  :ifièci/li/iie  du  diclecti 
par  K. 


le  diélectrique  qui  sépart: 
i[uc  l'air,  les  phénomènes 
valeur.  Aussi  a-t-on  été 
lin  facteur  que  l'on  appelle 
[ue.  Jla.v«ell  le  désigne 
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Le  produit  du  flux  de  force  élémentaire  par  ce  facteur  est 
nommé  flux  d'induction. 

Le  flux  d'induction  à  trai>ers  une  surface  finie  est  la  valeur  de 
l'intégrale 

K^dio, 
an 


étendue  à  tous  les  éléments  de  la  surface.  Quand  la  surface  est 
fermée  nous  admettrons  (ce  que  Texpérience  confirme)  que  la 
valeur  de  cette  intégrale  est  4-4?^  M,  la  direction  positive  de  la 
normale  étant  extérieure  à  la  surface.  Dans  le  cas  où  le  pouvoir 
inducteur  spécifique  est  constant  on  a 


d'I 

dîù  =  4^  M. 


14.  Potentiel  d'une  sphère  èlectrisée  en  un  point  extérieur.— 
La  considération  du  flux  de  force  permet  de  trouver  facilement  la 
valeur  en  un  point  P  (fig.  2)  du  poten- 
tiel résultant  d'une  sphère  conductrice  \^ 
èlectrisée  S  placée  dans  Tair.  On  trouve  \ 

M  .  s  ' 

pour  cette  valeur  —  ,  M  désignant  la  ^^^ 


charge  de   la  sphère  et   /•  la  distance     ^  » 


^-- ■ ■  " 

du  point  au  centre   de   la   sphère.  De  / 

même  la  considération  du  flux  d'indue-  / 

tion  donne  la  valeur  du  potentiel  en  P  '' 

quand    la  sphère    est  placée    dans   un 

diélectrique    homogène    dont    le    pouvoir    inducteur   spécifique 
est  K. 

Du  centre  O  de  la  sphère  et  avec  un  rayon  égal  à  OP  décrivons 
une  sphère  S'.  Par  raison  de  symétrie,  le  potentiel  a  la  même  va- 
leur en  tout  point  de  S^  ;  par  suite, 

d^  _d^ 
dn  dr 
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est  constant  sur  cette  surface.  On  a  donc  pour  le  flux  d'induction 
à  travers  S' 


_K-:^r/(o  =  — K-^    /   dio  =  —  K-^^Ty'. 


La  surface  étant  fermée  le  flux  d'induction  est  égal  à  ^tzS\.  Par 
conséquent  nous  avons 

d'I 
dr 


ou 


di  i     M 


.i 


et  par  suite 


dr  K    / 


I    M 

Y  =  T ' 


? 


la  constante  d'intégration  étant  nulle  puisque  le  potentiel  a  pour 
valeur  zéro  quand  /•  est  infini. 

Le  potentiel  en  un  point  d'un  diélectrique  de  pouvoir  induc- 
teur spécifique  K  est  donc,  dans  le  cas  d'une  sphère,  égal  au 
quotient  par  K  de  la  valeur  qu'aurait  eue  le  potentiel  en  ce  point 
si  le  diélectrique  eut  été  l'air.  Il  en  est  encore  ainsi  si,  au  lieu 
d'une  sphère  conductrice  électrisée,  le  champ  électrique  est 
constitué  par  des  masses  électriques  quelconques. 

15.  Remauques.  —  Cette  conséquence  nous  permet  de  trouver 
l'expression  de  la  force  qui  s'exerce  entre  deux  molécules  élec- 
triques A  et  A'  de  masses  m  et  m'  situées  dans  un  diélectrique 
homogène.  En  eflet,  soit  à  la  valeur  du  potentiel  au  point  où  se 
trouve  placée  la  masse  m'.  La  force  électrique  qui  s'exerce  sur 

cette  masse  est  — //î'  -t-î-,  /•  désignant  la  distance  des  deux  molé- 
cules supposées  seules  dans  le  champ.  Or  si  le  diélectrique  était 
l'air,  le  potentiel  au  point  A'  serait  —  ;  sa  valeur  dans  un  diélec- 
trique de  pouvoir  inducteur  spécifique  K  est  donc,  d'après  ce  qui 


EXTEKSIOK  DE  LA    HfLATIuy   DE    l'OISaoy 

I.    m 


pn^eéde,  -^ et  la  ilêrivée  tic  celli'  (juiinlil 

suilo,  nous  (ihtonoiis  pour  lu  IVircp  ('lerlrique 


elle  est  la  K"  piirlie  de  1»  forée  qui  sVxeict'iiiîl  cnln-  les  nii^mes 
masses  êleetriijiK's  situées  dans  l'iiii'. 

Lu  relntion  qui  existe  enlre  les  videurs  (jue  preud  le  potenliel 
■'Il  un  même  point  suivant  que  le  diélectrique  est  l'air,  ou  tout 
autre  corps,  permet  de  savoir  comment  doivent  varier  les  charges 
avtic  le  diélectrique  pour  que  lo  potentiel  en  un  point  conserve 
la  même  viilcur  quel  que  soit  le  dtêlectriquc.  Il  est  en  t'IIVl 
évident  que,  puisque  pour  des  churges  Identiques  le  potentiel  se 
trouve  divisé  pur  K,  il  faut,  pour  avoir  le  même  potentiel  en  un 
point,  que  les  charges  situées  dans  le  diélectri(|ue  de  pouvoir 
inducteur  K  soient  K  l'ois  plus  grandes  que  dans  l'air. 

Si  doue  nous  considérons  deux  petites  sphères  êleetrisées  et 
qoe  nous  maintenions  constante  la  difl'érenec  de  potentiel  entre 
ces  deux  sphères,  l'attraction  qui  s'exercern  entre  elles  sera  pro- 
portionnelle au  pouvoir  iuducteur  du  diélectrique  (lui  les  sépare. 
En  elle t,  les  potentiels  étant  constants  les  cliiirges  m  et  m'  des  deux 
sphères  seront  en   raison   directe  de  K  et   rattraclioti   doit   être 

,,     ,    mtii' 
proporlionuclle  a  — .^— ■ 

Ainsi  l'alliaciion  cleclrostnlit/iie  varie  en  raison  ittrerte  de  K 
ai  vc  sont  les  pofentiels  tjit'on  niaiiUienl  i-onslonls,  et  en  raison 
inverse  de  K  si  le  sont  les  chnrges  qui  demenient   vonstantes. 

16.  Extension  de  la  relation  de  Poisson. —  (Uniinie  nous 
l'avons  dit,  la  relatîou  de  Poissoji  s'obtientcnécviviint  que  le  lUix 
de  force  qui  entre  11  travers  les  faces  d'on  parallélipipêde  rectangle 
est  égal  il  — ^-K-^d-rdyilz.  Le  ilux  d'induction  ii  travers  une  surface 
fermée  étant  égal  ii  +  ^tCS\,  comme  le  Ilux  de  force  ii  travers 
cette  surface,  nous  trooverons  uue  relation  analogue  ii  celle  de 
Poisson  en  écrivant  ([ue  le  flux  d'induction  qui  entre  ii  travers  les 
faces  d'un  parallélipipède  élémentaire  est  égal  ii  —  ^■a^d.fihidz. 

Nous  pouvons  d'ailleurs  arriver  très  simplement  îi  cette  rela- 
tion en    nous  servant   du   lemme   qui    sert  ot'dinuirement   ii  la 
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démonstration   du  théorème  de  Green,  lemme  exprimé  analyti- 
que ment  par  Tégalité 


/*'"  =/•§  "-■■ 


dans  laquelle  la  première  intégrale  est  étendue  à  une  surface 
fermée  et  la  seconde  au  volume  limité  par  cette  surface,  a  dési- 
gnant le  cosinus  de  l'angle  formé  par  Taxe  des  x  et  la  normale 
il  l'élément  dtù  de  la  surface  et  F  une  fonction  quelconque,  mais 
continue,  des  coordonnées. 

Appliquons  ce  lemme  à  l'intégrale  du  flux  d'induction  à  travers 
une  surface  fermée, 


Nous  avons 


J  dx  f     dx       dx 


et  en  ajoutant 


îîj:  ,/^=_4^M 


J     \ax        dx         dy        dij         dz        dz  J 

Si    nous  désignons  par  p  la  densité  cubique  en  cha([ue  point, 
nous  avons 
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et  par  suite, 

/     \  dx        dx         dy        dy         dz       dz  )    *  J^ 


Cette  égîiHté  ayant  lieu  quel  que  soit  le  volume  considéré,  elle 
sera  vraie  pour  un  volume  infiniment  petit  ;  nous  obtenons 
donc 


2 


Dans  le  cas  particulier  où  le  diélectrique  est  homogène,  c'est- 
i)-dire  dans  le  cas  où  K  ne  dépend  pas  des  coordonnées,  cette 
relation  se  réduit  à 


s 


dx    dx  *  ^  ' 


CHAPITRE    II 


TlIKoniK  DU  J)KPLAC1:MKNT  électrique  de  MAXWELL 


17.  Fluide  inducteur,  —  La  caractéristique  de  la  théorie  de 
Maxwell  est  le  rôle  prépondérant  qu'y  jouent  les  diélectriques. 
Maxwell  suppose  toute  la  matière  des  diélectriques  occupée  par 
un  lluide  élastique  hypothétique,  analogue  à  Véther  qui,  en 
()pti(|ue,  est  supposé  remplir  les  corps  transparents  ;  il  Tappelle 
vivriricitè.  Nous  verrons  par  la  suite  la  raison  de  cette  dénomi- 
nation ;  mais  comme  elle  peut  introduire  dans  Tesprit  une 
conliision  regrettable  pour  la  clarté  de  l'exposition,  nous  donne- 
rons le  nom  de  fluide  inducteur  \\  ce  fluide  hypothétique,  con- 
servant au  mot  électricité  sa  signification  habituelle. 

Quand  tous  les  conducteurs  situés  dans  le  diélectrique  sont  à 
Tétat  neutre  le  lluide  inducteur  est  en  érjuiliffre  normal.  Quand, 
au  contraire,  ces  conducteurs  sont  électrisés  et  que  leur  système 
est  dans  Tétat  que  Ton  définit  dans  la  théorie  ordinaire  en  disant 
«|ue  le  système  est  en  équilibre  électrique,  le  fluide  inducteur 
prend  un  nouvel  état  d'équilibre  (jue  Maxwell  appelle  équilibre 
contraint, 

18.  DépIacemeDt  électrique. —  Lorsqu'une  molécule  du  fluide 
inducteur  est  dérangée  de  sa  position  d'équilibre  normal, 
Maxwell  dit  t|u'il  y  a  déplacement  électrifjue.  Les  composantes 
du  déplacement  sont  les  accroissements  des  coordonnées  de  la 
molécule  ;  il  les  désigne  par  les  lettres/*,  i^,  /*,  et  il  admet  qu'elles 
ont  respectivement  pour  valeurs  : 

,.    d'I  ,.    d*l  ,.    d'I 


.  .  dw  dif        .  dz 
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Il  résulte  de  cette  hypothèse,  dont  nous  verrons  Torigine,  des 
relations  entre  les  composantes  du  déplacement  et  la  quantité 
d'électricité  libre  contenue  a  Tintérieur  d'une  surface  fermée  et, 
d'autre  part,  entre  les  dérivées  de  ces  composantes  et  la  densité 
électrique  en  un  point. 

En  effet,  si  nous  portons  les  valeurs  des  dérivées  partielles 
de»]/,  tirées  des  relations  (i),  dans  l'expression  du  flux  d'induction 
à  travers  une  surface  fermée, 

nous  obtenons 

(2)  J'(«/--f-flé'+YA)rf<o  =  M, 

a,  p,  y  désignant  toujours  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
extérieure. 

En  second  lieu,  si  nous  portons  ces  valeurs  dans  la  relation 
de  Poisson  étendue  au  cas  d'un  diélectrique  quelconque,  nous 
avons 

(3)  #"  +  ?    '    ''''  -  - 


(i.c         dy         dz         * 

19.  Incompressibilité  du  fluide  inducteur  et  de  l'électricité. 
—  L'étude  des  conséquences  de  ces  relations  conduit  à  regarder 
le  fluide  inducteur  et  l'électricité  comme  deux  fluides  incom- 
pressibles. 

D'abord,  de  l'hypothèse  de  Maxwell  sur  la  valeur  des  compo- 
santes du  déplacement  en  un  point,  il  résulte  immédiatement  que 
si  l'électricité  est  en  mouvement  le  fluide  inducteur  v  est  aussi. 
En  effet,  si  nous  modifions  les  charges  électriques  des  conduc- 
teurs placés  à  l'intérieur  d'un  diélectrique,  nous  faisons  varier 
en  môme  temps  la  valeur  du  potentiel  6  en  un  point  quelconque 
du  diélectrique,  et,  par  conséquent  les  valeurs  /",  ^^  h  des  com- 
posantes du  déplacement  électrique  qui  sont  données  par  les 
relations  (1). 
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20-  —  Cela  posé,  coosidérons  «ne  5«HEmy  ferait  «JkMit  lî^tè^ 
rîeor  t»l  occopé  par  an  diélectrique  boHN^r^e  et  par  des  c^^n^ 
docteors  en  éqoaibre  électrique  possédant  «ne  char^  totale  M» 
Donnons  à  cette  charge  on  accroissement  /M  et  snppœMMis  q«e 
le  svstème  des  condoctenrs  soit  encore  en  éqnilibre  électrique^ 
Le  fluide  inducteur  passe  d*nn  état  d^éqoilibre  contraint  à  «n 
second  état  d'équilibre  contraint  et  pendant  ce  passage  il  v  a 
déplacement  de  chacune  de  ses  molécules  puisqu^il  y  a  mouve- 
ment de  l'électricité.  Cherchons  la  quantité  de  ce  fluide  qui  a 
traversé  la  srurface  fermée.  Si  Ji  est  le  temps  infiniment  petit 
pendant  lequel  sVsl  effectué  le  passage  de  Tétai  initial  du  sv^- 
tème  à  Tétai  final,  la  quantité  de  fluide  inducteur  qui  est  sortit 
par  un  élément  r/co  de  la  surface  esl 

V.  étant  la  projection  de  la  vilesse  du  déplacement  sur  la  normale 
extérieure  à  la  surface  fermée.  La  quantité  de  lluide  inducteur 
qui  sort  de  la  surface  est  donc,  pendant  le  m^me  temps. 

Mais  puisque  /*,  ^,  A   désignent    les  composantes  du    déplace* 

df     c/i'     d/t  ,  ,11-. 

ment,  -j-,  -j-y  -j-  sont    les  composantes  de  la  vitesse,  et  par 

suite  la  composante  normale  V„  a  pour  valeur 

df        Q  rf^'     ,        dh 

•  dt  ^  '    d(    ^  •    *// 

Portons  celte  expression  dans  celle  de  </Q,  nous  obtenons 


.     r  [      ^f        o    di!  dlf\ 


L'intégrale  du  second  membre  de  cette  égalité  n'est  autre  chose 
que  la  dérivée  par  rapport  au  temps  du  premier  membre  de  lu 
relation  (ssy.  Nous  avons  donc 

d(l  =  dt^=dyi, 
al 
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c'est-à-dire  que  la  quantité  de  fluide  inducteur  qui  sort  de  la 
surface  est  égale  à  la  quantité  d'électricité  qui  y  entre.  Tout  ^e 
passe  donc  comme  si  l'électricité  chassait  le  fluide  inducteur,  ou 
en  d'autres  termes,  comme  si  le  fluide  inducteur  et  l'électricité 
étaient  deux  fluides  incompressibles. 

21.  —  Remarquons  d'ailleurs  que  l'incompressibilité  du  fluide 
inducteur  pouvait  se  déduire  immédiatement  de  la  relation  (3). 
Cette  relation  devient,  quand  on  considère  un  point  du  fluide 
inducteur  contenu  dans  un  diélectrique  à  l'état  neutre, 


d.c         dij 


dh 
dz 


o. 


Son  premier  membre  n'est  autre  que  la  quantité  que  nous  avons 
désignée  par  B  dans  un  autre  ouvrage  (')  et  nous  avons  démontré 
que  la  condition  B  =  o  exprimait  l'incompressibilité  du  fluide. 

22.  Image  de  Veffet  de  l'élasticité  du  fluide  inducteui\  — 
Considérons  d'une  part  deux  conducteurs  A  etB  (fig.3)  réunis  entre 


Fig.  3. 

eux  par  un  fil  métallique  portant  un  commutateur  C  et  par  un 
second  fil  sur  le  trajet  duquel  se  trouvent  une  pile  P  et  un  com- 
mutateur D.  Prenons  d'autre  part  deux  récipients  fermés  A'  et  B' 
renfermant  de  l'eau  et  de  l'air  et  réunis  entre  eux  par  un  canal 
de  communication  portant  un  robinet  C  et  par  un  autre  canal 
sur  le  trajet  duquel  se  trouvent  une  pompe  P'  et  un  robinet  D'. 
Supposons  maintenant  que  les  conducteurs  A  et  B  étant  à 
l'état  neutre  on  ouvre  le  commutateur  C  et  qu'on  ferme  le  com- 
mutateur D  ;    il   s'établit  un   courant  de    courte   durée    dans   le 


C)  Voir  Théorie  mathématique  de  la  Lumière^  p.  aj  cl  2(3, 
PoiNCARK.  Élccliicitc  et  Optique. 
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fil  AUD  t-t  liiciilùt  iHiiis  Dvoiis  iiii  élut  d'équilibre  i'l.'i'li'Ii|iti: 
diiiis  Ipqiii'l  les  iDinhicliiiis  fiiiiit  chargés  d'éleclneili-s  di-  minis 
(;niiLriiii'<>s,  A  positivi>niPiil  pur  exemple,  cl  B  nêgiilivpineiit.  Si 
ulors  nous  nuvi'oiis  le  cummiitiitetir  D  et  fermons  le  commu- 
lutour  C.  les  deux  é  1  oc  I  ri  ci  tés  des  condnrleuis  se  lecombinent 
j.    liMvers    11'    lil    ACn    .-t    e<-s    condiictenfs    rcvifuni-nl    i.    l'élut 


23.— l'wurcomproiuliT  le  riMe  iiuejoue  l.'  Ihiide  imlui-teui- dans 
celle  cspcrienee,  exîiniinons  ce  qui  se  pusse  diiiis  lt>  sysli-me  des 
deux  vases  A'  cl  H'  (juiind  on  (nît  joiici-  la  pumpe  et  qu'cni  él.ddit 
avec  les  lubiiiets  C  et  D'  les  eommunicalioua  que  nous  élablis- 
sîons  précédemnienl  avec  les  commutateurs  C  et  I),  Supposons 
que  les  nivenux  <I<t  l'eiiu  diin»  les  vnscs  soienl  diins  un  m^nie 
[>lun  liurixunlul,  l'ennons  le  robinet  V.',  ouvrons  le  robinet  D'  et 
luisons  marcher  lu  pompe  ;  l'eau  pat<Be  d'un  vase  ii  l'autre,  du 
vase  U'  îiu  vase  A'  pur  exenqile.  11  en  lésulle  une  dijninulion  ibi 
lu  force  éluslique  de  l'air  de  B'  et  une  iiugmentiilion  de  celle  de 
l'air  de  A'.  Sî  nous  fermons  le  robinet  IJ'  et  si  nous  ouvrons  eu 
ni^mo  temps  C,  la  difTérence  des  forces  élastîtjues  de  l'air  dans 
les  deux  récipients  fait  repasser  l'eau  de  A'  dans  B'  jusqu'il  ce  que 
les  nivenux  soient  revenus  dans  le  nu^me  plan  horizontal.  I,e 
Bystèinc  est  donc  revenu  dans  son  état  initial  cuinnie  dans  l'cx- 
pcrivuec  électrique  et  nous  pouvons  regarder  l'eau  comme  repré- 
setitunt  inatériellemcnt  le  fluide  éleclrique  ;  raccroissenieul  du 
volume  de  l'ean  dans  A'  et  lu  dimiunlion  dans  B'  qui  résullent  de 
lu  pt'cmiêre  phase  de  l'expérionce  livdroslalique  re|)résenleront 
les  cliargcs  positive  et  négative  des  conducteurs  A  et  B  dans  lu 
phase  correspondante  de  l'expérience  éleelrîqne.  Quant  îi  l'air, 
le  rôle  qu'il  remplit  par  suite  de  sa  force  élastique  peut  i^tre 
nssiniil^  au  rtîle  que  joue  le  fluide  inducteur  élastique  dans 
l'expérience  étectriunc.  (Vest  donc  l'élasticilé  du  (luiile  inducteur 
contenu  dans  l'air  qui  sépare  les  conducteurs  et  déplacé  par  tes 
charges  de  ces  conducteurs  qui  est  ht  cause  de  la  combinaison  de 
ces  cliurges. 

Ajoutons  immédialenicnt  que,  bien  que  cette  image  hydrosta- 
tique nous  fusse  concevoir  la  manière  dont  se  comporte  le  iluide 
inducteur   dans  la   théorie  de   Maxwell,   elle  ne  peut   pas   i^lre 


Toir  roni.iyr  kst  r.v  rora.iyr  rKiniE  ig 

poussif  trop  loin  ciir  le  fluide  iiiducteiir  est  incoinpicssible, 
])i-(ipi'iété  dont  ne  jouit  pns  l'iiir  iiuquel  nous)  l'avons  comp.in''. 
Cotte  imuge  n'est  d:ino  utile  que  pour  fiiire  conipi'eiulre  l'i'II'.'!  ilr 
l'une  des  iiroprir-l 


!  Iluide  :  son  êlnsticité. 


24.  Tout  courant  est  un  courant  fermé, —  Le  mlc  pi-êpondé- 
mut  iittiihué  par  Miixwell  aux  diélrctri.iues,  (pli  duns  lu  ihéoric 
ordiniiire  jouent  un  rôle  piissil',  n'est  j>ii9  hi  seule  diiïéience  qui 
existe  enti-e  cette  dernière  tliêoric  et  celle  de  Maxwell.  Une 
iiutre  dill'éreiice  provient  de  lu  nature  des  courants. 

Dans  la  théorie  ordinaire  on  admet  l'existence  de  deux  sortes 
de  courants  :  les  counints  fermés,  en  goncral  permanents,  et  les 
courants  ouveris,  en  général  instantanés,  (jui  cessent  quand  par 
l'ell'et  de  la  charge  il  se  produit  une,  diflércnce  de  potentiel  égale 
il  la  force  électrnmolrîce  de  la  source  électrique.  Ces  courants 
ouverts   se  produisent  lorsque,  pur  exemple,  on   met  les   pôles 

I  -d'une  pile  en  comninnicalion  avec  deux  eonchicleurs  ou  avec  les 

,  deux  armulurcs  d'un  condensateur. 

Dans  la  nouvelle  théorie  il  ne  peut  y  avoir  que  de^  co.irauts 
fermés.  En  elFet,  considérons  le  courant  ouvert  qui  prend  nais- 
sance quand  nous  mettons  les  piilcs  d'une  pile  en  l'onimuni- 
calion  avec  deux  conducteurs  isolés  A  et  D.  I.e  conducteur  (jui, 
en  adoptant  le  langage  de  la  théorie  ordinaire,  se  charge  positi- 
vement, doit  prendre,  d'après  la  théorie  de  Maxwell,  une  quan- 
tité de  fluide  électrique  plus  grande  que  celle  qu'il  possède  ii 
l'clul  neutre.  Dans  l'antre  conducteur,  jiu  contraire,  la  quantité 
do  lluide  électrique  doit  diminuer.  Mais  le  fluide  électrique  étant 
incompressible,  sa  densité  demeure  constante  et  on  ne  peut  con- 
cevoir qu'il  y  ait  condensation  de  ce  fluide  en  un  point  et  rare- 
fuctiui)  en  un  autre.  Pour  concilier  celte  consé(]uenee  de  l'inconi- 
pressihilitê  du  lluide  électrique  avec  le  fait  expérimental  de 
l'existence  du  courant,  Maxwell  fait  intervenir  le  fluide  inducteur 
i[ui  remplit  le  diélectrique  isolant  les  deux  conducteurs;  le  lluide 
électrique  sort  de  l'un  des  conducteurs,  déplace  le  fluide  induc- 
teur du  diélectrique  et  fuit  rentrer  dans  l'autre  conducteur  une 
quantité  de  lluide  inducteur  égale  !i  la  (juantité  de  fluide  élec- 
trique sortie  du  premier.  Il  y  a  donc  feinirturi'  du  eiiuraiil  li 
travers  le  diélectrique  cl  connue  les  moléeiili's  ,lii  lluldr  indue- 
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teur  s(i  dêpliiceiit  suivant  les  lijriiea  de  force,  ainsi  qu'il  résultt- 
inimédiiilenieiit  Avt>  ^ijUiitions  (i)  qui  définissent  les  compu- 
sanles  du  dêpliicement,  nous  pouvous  dire  que  les  eoiiriints 
ouverts  de  lu  théorie  ardinnire  se  ferment,  dans  la  théorie  de 
Maxwell,  suivant  les  lignes  de  furce  du  diéleclriquc. 

Les  courants  iustautanés  qui  prennent  naissance  dans  la 
charge  ou  la  décharge  d'un  condensateur  peuvent  être  également 
«.■onsidêrês  comme  si-  fermant  ii  travers  le  diélectrique  qui  sépare 
les  armatures.  Dans  ta  théorie  d<-  Maxwell  nous  n'avons  donc  que 
des  courants  fermés. 


25.  —  Ces  déplacemcnis  du  iluide  électrique  et  du  lluide 
inducteur  dans  le  cas  d'un  courant  instantané  peuvent  élre  maté- 
rialisés par  une  image  hydrostatique.  Il  suffit  de  remplacer  l'air 
<'t  l'eau  que  nous  avons  pris  précédemment  par  de  l'eau  et  du 
mercure.  Dans  ces  conditions  si  après  avoir  fermé  le  robinet  {.'.' 
(fig.  ^1)  cl  ouvert  le  robinet  D',  nous  faisons  jouer  la  pompe,  nous 
ne  pouvons  faire  passer  le  mercure  d'un  vase  dans  l'autre,  ces 
vases  étant  remplis  par  deux  Huiiles  incompressibles.  Le  passage 
du  mercure  ne  peut  avoir  lieu  que  si  nous  supposons  les  parties 
supérieures  des  deux  vases  reliées  par  un  canal  permettant  it 
l'eau  de  passer  en  sens  contrnire,  Le  mercure  est  alors  l'image 
du  lluide  électrique,  l'eau  celle  du  fluide  inducteur  et  le  canal  de 
communication  peut  être  assimilé  ii  un  tube  de  force  du  diélec 
L.i,l.ic. 

26.  Coarants  de  conduction  et  courants  de  déplacement. — 
Les  courants  fermés  qui  ont  lieu  a  travers  un  circuit  conducteur 
sont  appelés  roriiaiils  de  vontliiclion  ;  les  courants  résultant  du 
déplacement  du  lluide  inducteur,  sont  nommés  viiuianls  de  ilèpla- 
ceinenl.  Lorsque  dans  un  niAme  circuit  fermé  nous  aurons  ii  la 
fois  des  courants  de  conduction  et  des  courants  de  déplacement, 
ce  circuit  ne  sera  autre  qu'un  circuit  ouvert  de  la  théorie  ordi- 
naire. Mais  outre  ces  circuits  et  ceux  qui  ne  comprennent  que 
des  courants  de  conduction,  les  seuls  que  l'on  considère  dans  la 
théorie  ordinaire,  nous  rencontrerons  dans  la  théorie  de  Maxwell 
des  circuits  fermés  cuniprenmit  uni([uemcnt  des  courants  de 
déplacement;  ces  derniers  circuits  joueront  un  rôle  considérable 
dans  l'explication  des  phénomi^nes  lumineux. 


ÉyEHGIE   l'OTENTIHLLE  UVS  sysTÉME   KLfCTniSÉ  ai 

l.ca  coiii'iinls  tle  conduction  ëtiiiit  ceux  qui  se  produisent  diiiis 
li!s  circuits  bons  conducteurs,  ils  doivent  ncecssni renient  obéir, 
pour  être  d" accord  avec  l'expi^rîencc,  aux  lois  de  Ohm,  de  Joule, 
il  celle  d'Ampère  sur  les  actions  mutuelles  de  deux  élémcnls  de 
courants  et  aux  lois  de  l'induction.  Quant  aux  courants  de  dépla- 
cement nous  ne  savons  rien  sur  les  lois  auxtjnelles  ils  obéissent; 
le  champ  est  donc  ouvert  aux  hypothèses.  Maxwell  adniot  qu'ils 
obéissent  ii  la  loi  d'Ampère  et  aux  lois  de  l'induction  mais  que 
les  lois  de  Ohm  et  de  Joule  ne  leur  sont  pas  applicables,  ces 
couninls  ne  rencontrant  ii  leur  établissement  d'autre  résistance 
que  colle  qui  résulte  de  rêlasticité  du  lluîde  inducteur,  résis- 
tance de  nature  tout  ii  l'ail  dillerenle  de  c-llc  <le  la  résistance  des 
conducteurs. 

27.  Énergie  potentielle  d'un  système  électrisé.  —  Considé- 
rons un  système  de  conduclcurs  chargés  d'électricité  positive  et 
d'électricité  négative.  Ces  charges  représentent  une  certaine  éner- 
gie potentielle.  Dans  la  théorie  ordinaire  cette  énergie  potentielle 
est  due  aux  travaux  des  attractions  et  des  répulsions  qui  s'exercent 
entre  les  did'érentes  masses  électriques  du  système  ;  dans  lu 
théorie  de  Maxwell,  elle  est  due  il  l'élastieité  du  fluide  inducteur 
qui  est  dérange  de  sa  position  d'équilibre  normal.  Cette  énergie, 
qui  est  susceptible  d'être  niosurêe,  doit  iivoir  dans  les  deux 
théories  la  même  valeur,  et  par  conséquent  les  expressions  qui 
permettent  d'en  calcnler  la  valenr  doivent  être  identiques,  (l'est 
en  faisant  cette  identilication  que  nous  trouverons  de  nonvelles 
propriétés  du  fluide  inducteur, 

8.  —  Cherchons  d'abord  l'expression  de  l'énergie  potentielle 
I   considérée  comme  résultant  des  travaux  des  ("orces  attractives  et 
des  forces  répulsives, 

Soient  d-z  un  élément  quelconque  de  volume  de  l'espace  ,i-,  y 

et  =  ses  coordonnées  et  p  la  densité  de  l'électricité  libre  dans  cet 

clément  ;    la  quantité   d'électricité    contenue  dans   cel   élément 

sera  prf-:  et  les  composantes  de  la  force  électrique  qui  s'exerce 

I  sur  celle  quantité  d'électricité  seront  : 

_„^!'t,        _=,,,4i.        _„H&. 
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Supposons  ((ue  la  niasse  clectri([ue  contenue  dans  rêlénient  d'z 
se  déplace  de  façon  que  ses  trois  coordonnées  subissent  des 
accroissements  o.r,o//,or. 

f.e  travail  de  la  force  électrique  appli([uée  à  cette  niasse  élec- 
tri((ue  sera  donc 

Le  travail  total  des  forces  appliquées  aux  différentes  niasses 
éN»ctri(pics  répandues  dans    tout    Tespace    sera    représenté  par 


rinté^rrale 


étendue  à  l'espace  tout  entier. 

Si  donc  nous  appelons  W  Ténergie  potentielle  cherchée , 
raccroissement  de  cette  énergie  sera  donnée  par  la  formule  : 

^,,»  1       j    /  d'I  ^  d'I  ^  d'I  ^   \ 

29.  —  ^fettons  cette  expression  sous  une  autre  forme  et  pour 
cela  évaluons  l'accroissement  oz  de  la  densité  électri(iue  p  à 
l'intérieur  de  l'élément  d'z  dans  ce  déplacement. 

Considérons  cet  élément  comme  un  parallélipipède  rectangle 
dont  les  trois  arêtes  de  longueur  a,  |j,  v  soient  respectivement 
parallèles  aux  trois  axes  de  coordonnées  de  sorte  que  dz  =  aSy. 

La  quantité  d'électricité  cjui  entrera  dans  ce  parallélipipède  en 
passant  à  travers  Tune  des  faces  perpendiculaires  à  Taxe  dos  .r 
sera  égale  à  p,  densité  du  fluide,  multiplié  par  o.r,  déplacement 
du  fluide  projeté  sur  Taxe  des  ./-,  et  par  ^Sy  aire  de  la  face  du 
parallélipipède. 

Nous  aurons  donc  pour  l'expression  de  cette  quantité  d'élec- 
tricité : 

l^a  quantité  d'électricité  ([ui  entrera  dans  le  parallélipipède  en 
passant  par  la  face  opposée  aura  une  expression  analogue.  Seu- 
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lenient  ^o.v  n'aura  plus  la  même  valeur,  en  efTet  p  et  o.r  sout  des 
fonctions  de.r,  1/  et  z ;  or  quand  on  passe  d'une  face  à  la  face  oppo- 
sée, X  a  augmenté  d'une  quanti  te  très  petite  a  et  po.r  est  deveuu  : 

,     diolx) 

La  quantité  d'électricité  qui  passe  h  travers  cette  seconde  face 
aura  donc  pour  expression 


Nous    prenous   le    signe  —   parce   que   la  normale  intérieure  à 
cette  seconde  face  est  dirigée  vers  les  x  négatifs. 

Ainsi  la  somme  algébrique  des  masses  électriques  qui  entre- 
ront dans  le  parallélipipède  en  passant  \\  travers  les  deux  faces 
perpendiculaires  à  l'axe  des  .r  sera 

(ix         ^  •  (ix 

De  môme  les  masses  électriques  qui  entreront  en  traversant 
d'une  part  les  deux  laces  perpendiculaires  ii  l'axe  des  1/,  d'autre 
part  les  deux  faces  perpendiculaires  à  l'axe  des  z  seront  respecti- 
vement : 

-7^^  d-z  et  V— ^  rf-- 

dji  dz 

Or  é/TOp  n'est  autre  chose  que  la  somme  des  masses  électriques 
qui  entrent  dans  le  parallélipipède  en  passant  à  travers  ses 
six  faces,  on  a  donc  : 

^'^  ''"  dx  dfi  dz 

Olle  équation  n'est  autre  que  celle  qui  est  connue  en  hydro- 
dynamique sous  le  nom  d'équation  de  continuité. 

'  30.  —  Rappelons  que  d'après  un  lemme  dont  nous  avons  déjà 
fait  usage,  on  a 

oîPdti)  =   I    ^ —  dzy 
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F  étant  une  fonction  de  .r,  y,  z  et  les  intégrales  étant  étendues, 
la  première  a  tous  les  éléments  rfco  d'une  surface  fermée,  la 
seconde  à  tous  les  éléments  du  volume  limité  par  cette  surface. 

Lorsque  la  fonction  F  est  nulle  a  Tinfini,  la  première  intégrale 
étendue  h  la  surface  d'une  sphère  de  rayon  infini  est  nulle,  chacun 
de  ses  éléments  étant  égal  à  zéro. 

On  a  donc  pour  une  telle  fonction 


(h  =  o. 


Dans  le  cas  où  F  est  un  produit  de  deux  fonctions  n  et  r,  Tégalité 
précédente  devient 


i"^"^/ 


d-:=o. 


et  nous  eu  tirons 


(îti 

(iX 


nouvelle  égalité  qui  va  nous  servir  à  transformer  d\\ . 

31.  —  Il  vient  en  appliquant  celte  règle  à  la  fonction  'ipo.r  qui 
s'annule  à  Tinfini  puisque  le  potentiel  i  s'annule  lui-nu^me  à 
rinfini  : 


,h=— 


dz  ''^'•■^^'' 


?: 
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OU  en  additionnant  et  tenant  compte  des  équations  (4)  et  (5)  : 

;\V=  I  ào^d-:, 

ou,  en  vertu  de  Téquation  de  Poisson  généralisée  : 


o\V= r—    I    'io 


En  appliquant  le  même  lemnie  que  tout  ii  Theure,  il  vient  : 

ou  encore,  en  remarquant  que  le  pouvoir  inducteur  K  n'est  pas 
altéré  par  les  déplacements  des  masses  électriques  et  par  consé- 
quent que  oK  =  o  : 


-f^mn 


On  obtiendrait  par  symétrie  deux  autres  équations  analogues,  et 
en  les  additionnant  et  divisant  par  —  4^>  ^^^  trouverait  : 


o\V  =  0 


&S(S'- 


L'énergie  potentielle  du  système  a  donc  pour  valeur 


(6) 


-=/^S(5)*- 
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lu  oonstante  (rintôgration  «'laiit  nulle,  |)ins<|iir  rénergîo  poten- 
tielle doit  ùlre  nulle  <{uand  tout  Tespaee  est  à  Télat  neutre,  et 
(|ue  dans  ce  cas  le  potentiel  en  cha<|ue  point  a  la  nu^nie  valeur^ 
zéro. 

32.  —  I/intégrale  du  second  membre  de  rex[H'ession  .(>)  doit 
<^tre  étendue  à  tout  l'espace,  mais  il  revient  au  même  de  ne 
l'étendre  ([u'à  l'espace  occupé  par  le  diélectri(|ue,  car  les  élé- 
ments de  l'intégrale  <[ui  correspondent  à  des  points  situés  à 
rintérieurde  sconducteurs  sont  nuls.  Kn  ellet,  en  tout  point  d'un 

conducteur  le  potentiel  a  même  valeur  et  par  suite,  ses  dérivées 

d'il       (i'I        (Il 
partielles   -H-.  -7— >  — r"  »  sont  érrulement  nulles. 
*  (ix        dy       dz 

('et te  remarque  permet  de  transformer  l'expression  ;(>'.  Kn 
tout  point  d'un  diélectri(iue,  nous  avons  d'après  les  hypothèses 
de  Maxwell, 

K    d'I  .,__    '^    /t'  I  -  _^     '^V 

/ 7  r  ~  >  fi i  y    ■  >  ''  — '  >         'l'y 

'  47:    d,v  ^t:    dij  47:    dz 

et  en  portant  les  valeurs  des  dérivées  partielles  du  potentiel  y, 
déduites  de  ces  relations  dans  le  s<,'cond  membre  de  '(>\  il  vient 


-V.V 


(:)  w-  /  -•^-(/•^+^'^+/r;M/T. 


Telle  est  l'énergie  potentielle  d'un  système  éleclrisé  exprimée 
à  l'aide  des  notations  de  Maxwell. 

33.  —  Cherchons  maintenant  l'expression  de  c<'tle  éner<;ie 
considérée  comme  résultant  de  la  déformation  du  iluide  induc- 
teur. 

Soient  Xr/T,  Y^/t,  Z^/t  les  trois  composantes  df  la  foret»  (jui 
at^it  sur  un  élément  d'z  du  iluide  inducteur  lorscpu*  ce  lluid<*  se 
trouve  en  écjuilibre  contraint  par  suite  de  la  charge  des  conduc- 
teurs placés  dans  le  diélectritpie.  Si  les  molécules  électri([ues 
(pii  composent  le  système  subissent  un  déplacement  infiniment 
petit,  les  composantes  /',  i,^  //,  du  déplacement  de  l'élément  d-z 
du   iluide  inducteur  prennent  des  accroissements  0/*  fjg,  o//.    Le 
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travail  élémentaire  de  la  force  qui  s'exerce  sur  cet  élément  a 
pour  valeur 

et  le  travail  total  sur  tous  les  éléments  du  fluide  inducteur  est 

.    J\Xo/-+  Yo^  4-  -LU)  d-, 

l'intégrale  étant  étendue  à  tout  Tespace  occupé  par  le  diélec- 
trique. La  variation  de  l'énergie  potentielle  du  système,  qui  ne 
diflère  que  par  le  signe  de  la  variation  du  travail,  est  donc 

oW  =  —  J(Xo/*+  Y%+  Zo//)  (k. 

34.  Élasticité  du  fluide   inducteur.   —   L'identification    de 
cette  expression  avec  la  suivante 

déduite  de  l'égalité  (^),  nous  donne  pour  les  valeurs  des  compo- 
santes X,  Y,  X, 

Ces  relations  nous  montrent  que  les  composantes  de  la  force 
qui  s'exerce  sur  un  élément  di  du  fluide  inducteur  sont  propor- 
tionnelles aux  composantes  du  déplacement  électrique.  La  force 
élastique  du  fluide  inducteur  est  donc  dirigée  suivant  le  déplace- 
ment et  le  rapport  de  sa  grandeur  à  celle  du  déplacement  est  égal 

il  -p-  .  Nous  verrons  plus  tard  que  dans  le  cas  où  le  diélectrique 

est  un  milieu  cristallisé  la  force  élasti([ue  n'est  plus  dirigée  sui- 
vant le  déplacement  ;  les  conclusions  précédentes  ne  s'appli- 
quent qu'aux  milieux  diélectriques  isotropes. 

35.  —  Il  est  à  peine  besoin  de  faire  remarquer  combien  l'élas- 
ticité du  fluide  inducteur  est  différente  de  l'élasticité  des   gaz  ou 


iiityinit:  ur 


■  Kl.fi: IRHilE   JIE   .V.IXHtLL 


Oc  l'êther  luniineux.  Dons  les  guz  et  dans  l'èther,  rciiergîe  poten- 
tielle dépend  seulement  des  positions  relutives  des  molêeules  i^t 
non  de  leur  position  iibsolue  dans  l'espuce  ;  par  suite  il  n'y  a 
pus  réaction  élastique  quand  un  de  ces  lluides  se  dêphice  sans 
se  défoimei-.  Il  en  est  tout  autrement  pour  le  fluide  inducteur. 
Tout  se  passe  comme  si  chiicune  des  molécules  de  ce  lluîde  était 
attirée  prupui-tionnellement  a  la  distance  por  su  position  d'équi- 
libre normal.  Il  résulterait  de  lii  que  si  l'on  donnait  ii  toutes  ces 
molécules  un  même  mouvement  de  trausliition  sans  que  leur 
situation  rcliitivc  variât,  l'élasticité  n'en  devrait  pas  moins  entrer 
en  jeu.  Cette  élasticité  toute  pjirticuliêre  que  doit  posséder  le 
Iliiidc  inducteur  parait  difficile  à  admettre.  On  ne  conçoit  pas 
comment  le  point  mathématique  on  se  trouve  une  molécule  de 
fluide  inducteur  en  équilibre  normal,  pourru  itgir  sur  cette 
molécule  pour  In  rumener  ;i  sa  position  d'équilibre  quand  une 
ciiiise  électrique  l'en  aura  déplacée.  On  concevrait  plus  facile- 
ment que  ce  sont  les  molécules  matérielles  du  diélcctriipie  qui 
agissent  sur  les  molécules  du  iluîde  inducteur  pénétrant  le  milieu 
pondérable.  Mais  celte  hypothèse  ue  lèverait  pas  toutes  les 
difficultés,  car  elle  n'expliquerait  pus  l'élasticité  du  fluide  Induc- 
teur répandu  dans  le  vide.  En  outre,  l'action  de  la  matière  sur  le 
fluide  inducteur  entraînerait  l'existence  d'une  réaction  de  ce  fluide 
sur  la  matii're  ;  or.  on  n'a  constaté  ancnne  mauirnslalion  de  cette 
réaction. 


36-  —  On  pourrait  encore  supposer  rexisleucc  de  deux  lluides 
indncleurs  se  pénétrant  et  dont  les  molécules  de  l'un  agiraient 
sur  les  molécules  de  l'autre  dès  qu'elles  seraient  dérangées  de 
leurs  positions  d'équilibre  normal.  Mais  si  cette  hypothèse  a 
l'avantage  de  ramener  l'élasticité  spéciale  au  fluide  inducteur  ii 
l'élasticité  telle  qu'on  la  conçoit  ordinairement,  elle  a  l'inconvé- 
nient d'être  plus  compliquée  que  celle  de  l'existence  d'un  seul 
llnide.  Aussi  croyons-nous  que  l'hypothèse  du  fluide  inducteur  de 
Ma\^s  ell  n'est  ({ue  transitoire  et  qu'elle  sera  remplacée  par  une 
autre  plus  logique  dès  que  les  progrès  de  la  Science  le  permel- 
Ironl.  On  peut  nous  objecter  que  Maxwell  n'a  pas  introduit  celte 
hypothèse  du  lluide  inducteur  ;  mais,  comme  nous  l'avons  dit 
an  comnieiicenicnl  de  ce  chapitre,  si  le  mot  n'est  pas  dans  l'on- 
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vroge  de  ce  physicien,  lu  chose  s'v  trouve  ;  seulement  ce  que 
nous  sivons  appelé  Eluicle  iiiilucteur  est  désigné  par  le  mot  éleclri- 
cité;  dans  le  lungnge  de  MiiKwell  t  électricité  des  diclectriijiics 
cai  supposée  éliisticiue,  tandis  que  rclectn'cilé  des  conducteurs  est 
supposée  inerte.  Ces  propriétés  différentes  attribuées  à  deux 
fluides  désignés  pur  le  même   nom  sont  la  cause  du   manque  de 


clarté  que  pré 

entent  certains  passages  de  V 

ouvrage 

C'est  uniquen 

enl    pour  éviter  cette  «bscu 

ité  <|ne 

introduit  le  m 

>t  de  n.iide  inducteur  dans  1 

exposé 

Maxwell. 

37.  Diatribation  électrique.  —  l'our  achever  de  justilier  les 
hypothèses  de  Mii\\vcll,  il  nous  faut  maintenant  montrer  que  les 
lois  expérimcnlales  de  la  dislrihulion  électrique  eu  sont  une  con- 
sé([ueiK'e  nécessaire. 

Commençons  par  rapjielcr  tes  lois.  On  siiit  que  cette  dislrjhu- 
tio»  ne  dépend  que  d'une  certuiuc  loncliou  i,  le  potentiel,  assu- 
jettie il  diverses  conditions.  Dans  toute  l'étendue  du  diélectrique 
cette  fanction  i  est  continue  ainsi  que  ses  dérivées  et  satisCait  ii 
la  relation 

(/.!■         tl.i  ilij         dij  liz         </z 

eu  tout  point  d'un  conducteur  elle  a  une  valeur  constante,  mais 
en  un  point  de  lu  surfiice  ses  dérivées  ne  sont  pas  continues. 
Eulin  cette  Tonctiou  s'annule  pour  les  points  situés  ii  l'infini. 
L'étude  de  la  distribution  électrique  sur  un  conducteur  conduit 
à  introduire  une  nouvelle  quantité,  la  densité  électrique  superiî- 
cielte.  Si  nous  désignons  par  i/  la  quantité  d'électricité  répandue 
Bur  un  clément  de  surface  «/(n,  la  relation  de  Poisson,  étendue  au 
I  cas  oit  le  diélectrique  est  autre  que  l'air,  donne 


I.!«  densité  superfieielle  - 
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Mais  on  peut  supposer  que  la  couche  de  fluide  électrique  répan- 
due à  la  surface  a  une  densité  constante  et  que  son  épaisseur  est 
proportionnelle  à  t  ;  c'est  à  cette  dernière  interprétation  que 
nous  nous  attacherons. 

38.  —  Revenons  à  la  théorie  de  Maxwell.  Dans  celte  théorie 
nous  avons  deux  fluides  incompressibles,  le  fluide  inducteur 
et  le  fluide  électrique  auxquels  nous  admettrons  que  Ton  puisse 
appliquer  les  lois  de  l'hydrostatique.  On  sait  que  si  p  est  la 
pression  en  un  point  .r,  y,  z,  d'un  tel  fluide,  les  trois  compo- 
santes X,  Y,  Z,  de  la  force  élastique  résultant  du  déplacement 
de  ce  point,  ont  pour  valeurs 


X=7-,        Y  =  -^,        'A  = 


d.v  ({y  dz 

Si  nous  désifçnons  par  «i  la  pression  en  un  point  du  fluide  in- 
ducteur, nous  avons 

d'I  (hl  d'I 

V  •  V *  7 > 

^\  — y-  ^  1    — 7^'  '*  — ï —  • 

dx  dy  dz 

Mais  nous  avons  vu  dans  le  paragraphe  34  <[ue  les  composantes 
de  la  force  élastique  sont  égales  aux  produits  des  composantes 

du  déplacement  par ^  .  Xous  avons  donc 

^^'         d.v  ~        K''        dy  K  ^"'        dz  ~~         K 

De  ces  relations  on  déduit 

K     d'I  K     d'I  ,  K     d'I 

'  4^     "•^*  '^  4^    dy  f\T,     dz 

<^es  nouvelles  relations  sont  précisément  celles  qui  définissent 
les  composantes  du  déplacement,  i  désignant  alors  le  potentiel. 
Pour  justifier  la  manière  dont  nous  avons  défini,  d'après  Maxwell, 
les  composantes  du  déplacement  électricjue,  il  nous  faut  montrer 
que  la  pression  «^  en  un  point  du  fluide  inducteur  n'est  autre 
chose  que  le  potentiel. 
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39.  —  Le  fluide  îiulncteur  étant  incompressible,  nous  avons  la 
relation 

(If  dir  fJh 


dx  dy         dz 

qui  devient,  en  ten.ant  compte  des  relations  (8), 

d    „  d^\  d         d*\     .     d    ,.  r/i 


K-y^H — f-K-y-  +  -7-  K~^=o; 


dx        dx         dy        dy         dz        dz 

la  fonction  4  satisfait  donc  îi  l'une  des  conditions  imposées  au 
potentiel.  Elle  est  aussi,  comme  le  potentiel,  constante  à  Tintc- 
ricur  d'un  conducteur,  car  Télectricité  qui  remplit  les  conduc- 
teurs n'est  pas  élastique,  par  conséquent  X,  Y,  Z  sont  nuls  et  il 
doit  en  être  de  même  des  dérivées  de  A. 

Quand  on  passe  duu  point  du  diélectrique  h  un  point  intérieur 
d'un  conducteur  les  dérivées  de  la  fonction  A,  ne  sont  pas  continues 
puisqu'elles  passent  d'une  valeur  finie  h  zéro.  Mais  la  fonction 
elle-même  reste  continue.  Kn  cllet,  si  la  pression  n'était  pas  la 
même  des  deux  côtés  de  la  surface  qui  limite  le  conducteur 
l'équilibre  n'existerait  pas,  pnis<[uc  le  (luide  électrique  étant 
inerte,  toute  différence  de  pression  aurait  pour  elTet  de  faire 
mouvoir  ce  iluide. 

La  fonction  'i  jouit  donc  de  toutes  les  propriétés  du  potentiel  ; 
par  suite  la  pression  du  fUiide  inducteur  en  un  point  est  précisé- 
ment le  potentiel  en  ce  point. 

40*  —  Montrons  enfin  que  la  théorie  de  Maxwell  conduit  à  la 
même  expression  que  la  théorie  ordinaire  pour  l'épaisseur  de  la 
<*ouche  électrique  située  à  la  surface 
d'un  conducteur. 

Soient  S   (fig.   4)    1**  surface  qui 
sépare  l'électricité  du  fluide  indue-    If  s\^s' 

teur  dans  l'état  d'équilibre  normal, 
et  S'  la  surface  de  séparation  dans 
l'état  d'équilibre  contraint.  L'élec- 
tricité    libre     étant    l'excès    de    la 

quantité  de  fluide  électrique  contenue  dans  le  conducteur  dans 
l'état    d'équilibre    contraint     sur     la    quantité     qui    s'y    trouve 
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riorriiîiWriiHrrit,  lu  charge  du  conducteur  ost  la  quantité  de  fluide 
roniprlse  entre  les  deux  surfaces  Set  S'.  Ce  fluide  étant  iuconi- 
prensilile,  la  charge  en  cha(|uc  point  est  donc  proportion- 
nelle a  la  distance  normale  qui  sépare  les  deux  surfaces.  Consi- 
dérons une  molécule  du  fluide  inducteur  située,  dans  Tétatd'équi- 
lilire  normal,  en  un  point  m  de  la  surface  S  ;  dans  Tétat  d'équi- 
libre  contraint  cette  molécule  viendra  en  /;/'  sur  la  surface  S\ 
l,e  triangle  ninin\  dont  le  côté  mn  est  la  distance  normale  qui 
hépare  les  deux  surfaces,  peut  être  considéré  comme  un  triangle 
rectangle  en  //.  I/épaisseur  de  la  couche  électrique  est  donc  égale 
il  la  projection  du  déplacement  sur  la  normale  à  la  surface  (en 
réalité  le  déplacement  est  normal  à  la  surface,  mais  nous  n'avons 
pa»  besoin  de  faire  intervenir  ici  cette  propriété  du  fluide  induc- 
teur^, (^'tte  projection  a  pour  valeur 

~  '  '^  ^  •  4-  \    (Lv  ^  •     dy         '    dz  I  4::    dn 

C^'est  bien  la  valeur  (pie  donne  la  théorie  ordinaire  pour  l'épais- 
seur de  la  couche  électrique. 

41.  —  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  été  amenés  \\  sup- 
poser que  la  pression  dans  le  fluide  inducteur  est  égale  à  'i.  Nous 
nous  trouvons  donc  en  contradiction  avec  une  autre  théorie  de 
Maxwell,  où  Ton  trouve  (pi<'  la  pression  en  un  point  du  dîélec- 
Iricpie,    au    lieu   d'être   égale    au    potentiel,    est   proportionnelle 

à    ^    (  — ~-  j   .  Nous  reviendrons  plus  loin  sur  cette  contradiction. 

42.  —  La  méthode  précédente  n'est  pas  la  seule  (juc  Ton 
puisse  employer  pour  déduire  de  la  théorie  de  Maxwell  les  lois 
de  la  distribution  électri<[n(».  Klle  a  (railleurs  Tinconvénient  de 
n(»  plus  subsister  si  le  fluide  inducteur  n'existe  pas  ou  si  dans 
ce  fluide  il  n'y  a  pas  de  pression.  Ayant  fait  remanpier  «pie 
riiy|)oth('se  du  fluide  inducteur  ne  devait  (^tre  considérée  «pie 
comme  un<'  hypothèse  transitoire,  il  n'est  pas  inutile  d'indi- 
quer une  autre  méthode  donnant  les  lois  de  la  distribution  élec- 
tri(|ue  sans  su|>poser  l'existence  de  ce  fluide.  Kxposons  cette 
méthode. 
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Pour  qu'un  système  soit  en  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  son 
énergie  potentielle  soit  minimum.  Nous  obtiendrons  donc  les 
conditions  de  l'équilibre  électrique,  en  exprimant  que  l'éner- 
gie potentielle  W  est  minimum,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
que  la  variation  de  W  est  nulle  quand  on  donne  à  /*,  g,  /r,  des 
accroissements  quelconques  compatibles  avec  les  liaisons.  Or, 
quelle  que  soit  la  théorie  adoptée,  /,  gy  A,  doivent  satisfaire  a  la 
relation 

dx        dy         dz  ' 

qui  exprime  l'incompressibilité  du  milieu. 

D'autre  part,  considérons  un  quelconque  des  conducteurs  du 
système.  La  charge  M  de  ce  conducteur  sera  une  des  données  de 
la  question.  On  devra  donc  avoir 


/(«/■+ Po"  +  ï/')<'"  =  M 


l'intégrale  étant  étendue  h  tous  les  éléments  diù  de  la  surface  du 
conducteur  ;  a,  ^,y  désignant  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
à  cet  élément  et  M  une  constante  donnée. 

Ecrivons  que  la  variation  de  l'énergie  potentielle  est  nulle  ; 
nous  avons 


aw=/^,/, 


f+S^g+l^^f^)  ^^  =  o- 


Mais  à  cause  des  liaisons  nous  avons  aussi 

I  (aS/H-  ?3«^  +  T^'O  û?w  =  o, 

l'intégrale  étant  étendue  à  tous  les  éléments  de  volume  rfr  du 
diélectrique. 

Le  calcul  des  variations  nous  apprend  qu'il  existe  une  fonction 
•i  telle  que  l'on  ait  identiquement 


rS^V-*S^'^]'"=»- 


PoiN'CARÉ.  Electricité  et  Optique. 
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En  intégrant  par  parties  Tintôgralc  correspondant  au  second 
terme  de  la  parenthèse,  nous  obtenons 


Cette  équation  devant  être  satisfaite  identiquement,  tous  les 
éléments  de  la  première  intégrale  doivent  être  nuls  ;  on  a  donc 

K  '^  dx  ' 

ce  (jui  est  précisément  la  relation  donnée  par  Maxwell. 
Il  reste 


J"'i  (ao/*+  »So^'4-  vo/<)  diù=zo. 


L'intégrale  étant  étendue  à  tous  les  éléments  de  surface  de  tous 
les  conducteurs. 

Cette  é(jiiation  devra  être  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs 
de  o/*,  og^  Kth  satisfaisant  aux  équations  de  liaison,  c'est-à-dire 
telles  ([ue  l'on  ait  pour  chacun  des  conducteurs 


I  (y.of-\-  [liOg  +  voh)  dti}  =  o . 


Les  règles  du  calcul  des  variations  nous  apprennent  que  cela 
ne  peut  avoir  lieu  que  si  i  est  constant  à  la  surface  de  cliacun  des 
conducteurs. 

Ainsi  le  potentiel  'l  a  une  valeur  constante  en  tous  les  points 
de  la  surface  de  chacun  des  conducteurs,  celte  valeur  pouvant 
varier  d'ailleurs  d'un  conducteur  à  Tautre. 


CHAPITRE    III 


TUKOniE   DES  DIELECTRIQUES  DE  POISSON 
COMMENT  ELLE  PEUT  SE  RATTACHER  A  CELLE   DE  MAXWELL 


43.  Hypothèses  de  Poisson  sur  la  constitution  des  diélec- 
'  triques.  —  Dnns  Iii  lliéorie  de  Piiissoii  le  rùle  des  tliéleclrîques 
est  bien  moins  imporinnt  que  dans  celle  de  Maxwell.  Fotir 
Poisson,  le  diéleetrique  n'a  d'outre  but  que  d'empfcUer  le  mou- 
lent de  rélectrîcitc.  Muis  pour  explii|uer  riiugmentiitiuii  de 
I  capacité  d'un  condensateur  quand  on  y  remplace  la  Inme  d'air 
rpar  une  autre  substance  non  conductrice,  une  hypothèse  est 
essaire.  Une  dîlTicultc  analogue  rencontrée  dans  la  théorie  du 
Imngnétisnie  avait  été  résolue  de  la  manière  suivante  par  Poisson. 
I  s'agissait  d'expliquer  le  magnétisme  induit.  Poisson  regarde 
[■on  morceau  de  fer  doux  aimanté  par  iniluence  comme  un  assem- 
rbluge  d'éléments  magnétiques  séparés  les  uns  des  autres  par  des 
■■intervalles  inaccessibles  nit  magnétisme  et  de  dimensions  très 
[petites.  Dans  chacun  de  ces  éléments,  auxquels  Poisson  attribue 
Cpour  plus  de  simplicité  la  forme  sphérique,  les  deux  fluides 
I  magnétiques  peuvent  se  séparer  et  circuler  librement. 

lossotti  n'a  eu  qu'il  transporter  cette  théorie  en  électrosla- 
l'tîquc  pour  expliquer  les  phénomènes  observés  dans  les  diélec- 
l-triques.  Dans  cette  hypothèse,  l'air  est  le  seul  diélectrique  homo- 
Kgène  ;  quant  aux  autres  diélectriques,  il  se  les  représente  comme 
Iconstitués  par  de  petites  sphères  conductrices  disséminées  dans 
EtUne  substance  non  conductrice  jouissant  des  marnes  propriétés 
l^ue  l'air.  Les  phénomènes  attribués  au  pouvoir  inducteur  spéci- 
'  fiquc  s'expliquent  alors  par  les  eflets  répulsifs  et  attractifs  de 
I  l'électricité  induite  par  influence  dans  les  sphères  conductrices. 
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44-  —  Dans  cette  ihéoiie  comme  dims  celle  de  Maxwell  ïl  existe 
(les  cwui'iints  de  déplacement.  En  effet,  supposons  un  diélcctri<iue 
autre  que  l'air  en  présence  de  conducteurs  éleetriséa;  l'êlectrî- 
citc  neulrc  des  sphères  conductrices  du  diéleelrique  est  décom- 
posée :  un  hémisphère  se  trouve  chargé  positivement,  l'aulrp 
négativement.  Si  alors  on  met  les  conducteurs  en  communica- 
tion avec  le  sol,  l'influence  sur  les  sphères  du  diélectrique  cesse 
et  ces  sphères  reviennent  ii  l'état  neutre;  l'électricité  se  déplace 
donc  d'un  hémisphère  h  l'autre,  par  suite,  îl  _v  a  des  courants  de 
déplacement. 

Il  est  prohahle  que  c'est  la  conception  de  l'oîsson  et  Mossottï 
sur  la  nature  dos  diélectriques  qui  a  conduit  Maxwell  ii  sa  théorie. 
Il  dit  l'avoir  déduite  des  travaux  de  Faraday  et  n'avoir  l'ait  que 
traduire  sous  une  l'orme  niathêmaliquc  les  vues  de  ce  célèbre 
physicien  ;  or,  Faraday  avait  adopté  les  idées  de  Mussutti  (Cf. 
Expérimental  Researches,  Faraday,  série  XIV,  S  'Sjtj).  Ajoutons 
que,  ainsi  que  nous  le  verrons  bientôt,  l'intensité  des  courants 
de  déplacement  n'a  pus  la  même  valeur  dans  la  théorie  de  Pois- 
son et  dans  celle  de  Maxwell.  Nous  montrerons  cependant  com- 
ment on  peut  faire  concorder  les  deux  théories. 

45.  —  Un  a  fait  malheureusement  ii  la  théorie  du  magnétisme 
de  Poisson  de  graves  objectious  et  il  est  certain  que  les  calculs 
du  savant  géomètre  ne  sont  nullement  rigoureux.  Ces  objections 
s'appliquent  naturellement  ii  la  théorie  de  Mossottiqui  n'en  dif- 
fère pas  uu  point  de  vue  mathématique. 

C'est  ce  qui  me  décide  à  ne  pas  reproduire  ici  ces  calculs,  je 
me  bornerai  à  renvoyer  le  lecteur  qui  désirerait  en  faire  une 
étude  approfondie,  aux  sources  suivantes.  Le  mémoire  original 
de  Poisson,  sur  la  théorie  du  magnétisme  a  paru  dans  le  tome  V 
des  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  (iSai-iSaa),  Une  théo- 
rie plus  élémentaire,  mais  passible  des  mêmes  objections,  est 
exposée  dans  le  tome  I"'  des  Leçons  sur  l'Lleetricilé  et  le  Magné- 
tisme de  MM.  Mascurt  et  Joubert  (p.  i6a  à  177).  C'est  celle 
que  j'avais  développée  dans  mes  leçons. 

Je  renverrai  également  à  l'article  3i4  de  la  seconde  édition  de 
Maxwell,  où  le  savant  anglais  présente  d'une  façon  très  originale 
une  théorie  identique  au  point  de  vue  mathématique  a  celle  de 
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Poisson  et  (le  Mossotti,  mais  s'uppliquatit  h  un  probli^me  phy- 
sique Irés  différent,  celui  d'un  courant  électrique  à  travers  un 
conducteur  hétérogène. 

Mais  je  reçu  m  manderai  surtout  la  lecture  du  mémoire  de 
M.  Duliem  sur  l'aimantation  par  influence  (Paris,  Gaulhier-Vil- 
hirs,  1888  ;  et  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse), 
où  les  calculs  de  Poisson  et  les  objections  qu'on  y  peut  Caire  sont 
exposés  avec  la  plus  grande  clarté. 

Je  vais  maintenant  développer  la  théorie  en  cherchant  à  me 
mettre  à  l'abri  de  ces  objections  ;  pour  cela,  j'ai  besoin  de  con- 
naître la  distribution  de  l'électricité  induite  par  une  sphère  pla- 
cée dans  un  champ  uniloriiio. 

46.  Sphère  placée  dans  un  champ  uniforme.  —  Prenons  une 
sphère  conductrice  placée  dans  un  champ  électrique  uniforme 
et  ilésiguons  par  ^  la  valeur  du  potentiel  dû  aux  masses  élec- 
triques exlérieurea  en  un  point  de  ce  champ.  La  l'orce  électrique 
s'exerçant  sur  l'unité  de  masse  électrique  sitnée  en  un  point 
quelconque  a  pour  composantes 

^3-     ^!!ï'  _i(i 

<h-  '  (l'f  '  ih  ' 

Si  l'on  prend  l'axe  des  .j  parallèle  aux  lignes  de  force  du 
champ,  cette  force  électrostatique,  que  nous  désignerons  par  sp, 
n  pour  valeur 

''  ~      ,ù  ' 

.  La  sphère  conductrice  placée  dans  le  champ  s'électrise  par 
I  influence  et  l'équilibre  électrique  est  atteint  quand  la  force  élcc- 
I  trostatique  due  ii  la  distribution  sur  la  surface  de  celte  sphère 
I  est  égale  et  directement  opposée  ii  '^  en  tout  point  intérieur. 
I  Cherchons  l'expression  de  cette  l'orce- 

47.  —  Lorsque  la  sphère  conductrice  est  à  l'état  neutre,  nous 
pouvons  la  considérer  comme   formée  de  deux  sphères  égales, 

I  ayant  même  centre,  chargées,  l'une  d'électricité  positive,  l'autre 
I  d'une  quantité  égale  d'électricité  négative  ;  chacuJie  de  ces  deux 


iS 
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Fig.  5. 


charges,  au  lieu  d'être  seulement  superficielle,  étant  uniformé- 
ment répandue  dans  tout  le  volume  de  la  sphère  ;  la  résultante 
des  actions  exercées  par  ces  sphères  sur  un  point  extérieur  est 

évidemment  nulle,  comme  cela 
doit  être.  Si  nous  déplaçons  la 
sphère  négative  de  manière  que 
son  centre  vienne  en  O'  (fig.  3) 
le  centre  de  la  sphère  positive 
restant  en  O,  les  actions  de  ces 
sphères  ne  se  neutralisent  plus. 
Nous  pouvons  donc  regarder  la 
sphère  conductrice  soumise  à 
rinfluence  comme  formée  de 
deux  sphères  égales,  électrî- 
sées  en  sens  contraire  et  dont  les   centres   ne  coïncident  plus. 

48.  —  On  sait  (jue  l'action  d'une  sphère  homogène  sur  un  point 
intérieur  situé  h  une  distance  r  de  son  centre  est  la  même  que  si 
la  masse  électrique  contenue  dans  la  sphère  de  rayon  /•  était  con- 
centrée au  centre  de  la  sphère.  En  appelant  p  la  densité  élec- 
trique en  chaque  point  de  la  sphère,  on  a  pour  la  force  électro- 
statique s'exerçant  sur  le  point  considéré 

Si  donc  on  appelle  .r,,,  ?/,,,  z^  les  coordonnées  du  centre  de  la 
sphère,  .r,  y  y  z  les  coordonnées  du  point  considéré,  les  compo- 
santes de  l'action  exercée  par  la  sphère  sur  l'unité  de  masse  élec- 
trique placée  en  un  point  intérieur  ont  pour  valeurs 


49.  —  Appliquons  ces  formules  aux  deux  sphères  qui  rempla- 
cent la  sphère  conductrice  électrisée  par  influence.  Prenons  pour 
origine  des  axes  de  coordonnées  le  centre  O  de  la  sphère  posi- 
tive et  pour  axe  des  .r  la  droite  qui  joint  les  centre  O  et  O'  des 
deux  sphères.  Nous  aurons  pour  la  composante  suivant  O.v  de  la 
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résultante  des  actions  qu'exercent  les  deux  sphères  sur  Tunité 
de  masse  électrique  située  en  un  point  intérieur  .r,  y,  z, 

4  4     ,         s        4 

jc^  désignant  Tabscisse  de  0'.  Quant  aux  composantes  suivant  les 
axes  des  y  et  des  z^  on  voit  facilement  qu'elles  sont  nulles.  Il  faut 
donc,  pour  qu'une  molécule  électrique  intérieure  a  la  sphère  soit 
en  équilibre  sous  l'action  du  champ  uniforme  o  et  de  l'électricité 
développée  sur  la  sphère  par  influence,  que  la  ligne  des  centres 
des  sphères  positive  et  négative  soit  parallèle  au  champ  et  que  la 
distance  de  ces  centres  satisfasse  à  l'égalité 


4 


D'ailleurs,  comme  les  densités  des  sphères  ne  sont  assujetties 
qu'à  la  condition  d'être  égales  en  valeurs  absolues,  nous  pouvons 
supposer  que  ces  densités  sont  +  i  et  —  i.  Il  vient  alors 


(0  ?  =  — 3-^-^0. 


égalité  qui  nous  donne  la  distance  des  centres  des  deux  sphères. 

50.  —  Nous  pouvons  trouver  facilement  la  valeur  du  potentiel 
résultant  de  la  sphère  influencée  en  un  point  M  extérieur  h  cette 
sphère.  L'action  d'une  sphère  homogène  sur  un  point  extérieur 
étant  la  même  que  si  toute  la  masse  électrique  était  concentrée 
au  centre  de  cette  sphère,  le  potentiel  en  M  a  pour  expression 


4"'<'(t-7)=4'=«'- 


rî' 


R  désignant  le  rayon  de  chacune  des  sphères,  r  et  i-'  les  distances 
du  point  M  aux  centres  O  et  O'.  Nous  appellerons  w  l'angle  de 
la  direction  OM  avec  l'axe  des  x  et  nous  négligerons  les  quantités 
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potentiel  en  un  point  situé  à  une  distance  rdu  centre  de  la  sphère, 
les  termes  qui  dépendent  de  ces  irrégularités  contiendront  une 

puissance  supérieure  de  — et  seront  négligeables,  si  /•  est  très 

grand  par  rapport  au  rayon  de  la  sphère. 

Nous  dirons  alors  qu'un  diélectrique  dont  toutes  les  sphères 
sont  polarisées  est  lui-même  polarisé. 

52.  —  Nous  avons  maintenant  à  définir  les  composantes  de  la 
polarisation  électrique  qui  correspondent  à  ce  qu'on  appelle  dans 
la  théorie  du  magnétisme,  composantes  de  la  magnétisation. 

Nous  avons  vu  plus  haut  que  le  potentiel  de  notre  sphère  par 
rapport  à  un  point  extérieur  était  égal  a  : 

^,  COStt) 

ou  a 

6  r 

en  appelant  u  le  volume  de  la  sphère. 

Si  Ton  avait  pris  des  axes  de  coordonnées  quelconques,  nous 
aurions  trouvé  pour  le  potentiel  de  la  sphère  polarisée,  en  appe- 
lant Xy  1/y  z  les  coordonnées  de  son  centre, 


3w    /(Il         r         dit         r         rf-^ 


r) 


^7Z    \  dx      dx  dij      dy  dz     d 


Imaginons  maintenant  un  élément  de  volume  d'z  du  diélec- 
trique, contenant  un  nombre  très  grand  n  de  sphères,  et  cepen- 
dant assez  petit  pour  que  le  champ  puisse  y  être  regardé  comme 
uniforme.  Le  potentiel  des  n  sphères  contenues  dans  cet  élément 
sera  : 

d  —  , .    rf  —         , .    d  — 


inu  I  dit         r         d'I        r     ,    d'I 


4~    \  dx    dx  dy     dy      '     dz     d 


dz     dz  ) 
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Posons 

nit  =  hd'Zy 

de  sorte  que  h  soit  le  rapport  du  volume  des  sphères  nu  volume 
total  du  diélectrique. 
Posons  en  outre 

k__}!léï.       B— —  — -^       (— ^^. 

4^  ^^^  4^   dy  4^  d^ 

il  viendra  pour  le  potentiel  dii  à  rélêment  polarisé  (h 

rf-'-        d±        rf-L 

Les  trois  quantités  A,  B  et  (I  sont  les  composantes  de  la  pola- 
risation^ et  le  potentiel  dû  au  diélectrique  entier  s'écrira 

/d—  d—  d  — 

rintégrale  étant  étendue  au  diélectrique  entier;  ou,  en  intégrant 
par  parties, 

.o— ir  I    d^   /iJL    .       1^    .      -r-N         1     ^'"^  /  dX         dB        dC\ 

J   —  (/A+;„B+«C)-j  _(_  +  _-  +  _). 

La  première  intégrale  est  étendue  à  tous  les  éléments  rfto  de 
la  surface  qui  limite  le  diélectrique,  /,  m,  et  n  désignant  les 
cosinus  directeurs  de  la  normale  à  celte  surface  ;  la  seconde 
intégrale  est  étendue  au  volume  entier  du  diélectrique. 

63.  —  Soit  maintenant  V,  le  potentiel  dû  aux  corps  électrisés 
extérieurs.  Soit  s  une  quelconque  des  petites  sphères  conduc- 
trices ayant  pour  centre  un  certain  point  O  et  exprimons  les 
conditions  de  réqulllbre  électrique  sur  cette  sphère. 

Décomposons  le  volume  du  diélectrique  en  deux  volumes  par- 
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tiels  c'  et  {f" ;  le  second  de  ces  volumes  sera  très  petit  et  con- 
tiendra la  sphère  s. 

Considérons  une  molécule  électrique  située  en  0  ;  cette  molé- 
cule devra  être  en  équilibre  sous  l'action  : 

1°  Des  corps  électrisés  extérieurs  ; 

2*  Du  volume  i^'  du  diélectrique  ; 

y  Des  sphères  autres  que  s  situées  à  l'intérieur  de  v^'  ; 

4®  De  la  sphère  s. 

Nous  supposerons  que  le  volume  i'",  quoique  contenant  un 
très  grand  nombre  de  sphères,  est  assez  petit  pour  que  les  com- 
posantes A,  B,  C,  puissent  y  être  regardées  comme  constantes 
et  nous  choisirons  les  axes  de  façon  que  B  et  C  et  par  consé- 

.   d^       ^       . 
quent  -;— ,  —7 —  soient  nuls. 

*  dy       dz 

54.  —  Écrivons  que  les  composantes  de  toutes  ces  actions 
suivant  Taxe  des  x  se  détruisent. 

Pour  éviter  toute  confusion  nous  appellerons  pour  un  instant 
.r,  y,  z  les  coordonnées  du  point  attirant,  Ç,  v),  1^  celles  du  point 
attiré,  de  sorte  que  : 

Nous  rappelons  en  outre  que  A  désigne  le  potentiel  du  champ 
uniforme  qui  produirait  sur  chaque  sphère  conductrice  leur 
polarisation  actuelle,  et  que  le  potentiel  actuel  est  égal  a 
V  -j-  V,  =  U.  Nous  continuerons  à  désigner  les  composantes  du 

,  .^  dij  d^  di^ 

champ  unilorme  par ~,  —  —^-^  —  -~. 

dx  dtj  dz 

La  composante  due  aux  corps  extérieurs  sera -rp^- 

La  composante   due   à  la  sphère  s  sera  -) ^  puisque,  par 

hypothèse,    la  sphère   est  polarisée   comme    elle  le  serait  sous 

l'action  d'un  champ  uniforme  d'intensité j-^« 

dx 

55.  —  Je  dis  que  si  la  surface  o*  qui  sépare  les  deux  volumes 
partiels  f^'  et  v^'  est  convenablement  choisie,  l'action  des  sphères 
autres  que  s  et  intérieures  à  i''  sera  nulle. 
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En  efTet  soient  a,  i,  c  les  coordonnées  du  centre  d'une  de  ces 
sphères,  le  point  0  étant  pris  pour  l'origine.  La  force  électrosta- 
tique exercée  par  cette  sphère  au  point  O  aura  pour  composante 
suivant  Taxe  des  .r  ; 

in    d'I^  r         in    d'^   «^  +  6^+^-  — 3fl« 


Il  résulte  de  là  que  les  actions  des  trois  sphères  qui  ont  res- 
pectivement pour  centres  les  points 

(a,6,f),   {by  c,a)y   (c,  Uyh) 

se  détruisent. 

Si  donc  la  surface  t  possède  la  symétrie  cubique  et  ne 
change  pas  quand  on  permute  les  trois  axes  de  coordonnées,  les 
actions  des  diiFérentes  sphères  contenues  à  l'intérieur  de  cette 
surface  se  neutraliseront.  C*est  faute  d'a^'oir  fait  cette  hypothèse 
que  Poisson  na  pas  été  rigoureux . 

Nous  supposerons,  pour  ilxer  les  idées,  que  la  surface  c  est 
une  sphère  ayant  son  centre  en  O. 

56.  —  11  reste  à  évaluer  l'action  du  volume  f^'. 
Cette  action  est  égale  à 


t 


A'' 


en  appelant  V  l'intégrale 

d±     d±     d± 

r  r 

étendue  au  volume  /;  et  on  aura 

V  =  V  —  V" 

V"  désignant  la  même  intégrale  étendue  au  volume  r",  d'où 

dV  _  dW         dV 
dl    ~    dl  dl 
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Nous  avons  d'ailleurs,  comme  on  Ta  vu  plus  haut 


V"=    I   i^(/A4-/,iB  +  «C)-    /  ilf-^+iË.o-S'i 


"^'-/- 


\  dx         dy  dz  I 


la  première  intégrale  étant  étendue  à  la  surface  a*  et  la  seconde 
au  volume  v^' , 
On  en  déduit  : 

d\"  C  diù     ,,,  r.   .      n^  i  dl       /  dk         r/B         rfC  \ 

Si  le  rayon  de  la  sphère  t  est  infiniment  petit,  il  en  sera  de 
même  de  la  seconde  des  intégrales  du  second  membre  de  Tégalité 
précédente,  mais  non  de  la  première. 

D'ailleurs  si  ce  rayon  est  très  petit,  A,  B  et  C  sont  des 
constantes  et  nous  avons  supposé  que  B  et  C  sont  nuls.  Il  vient 
donc  : 


Or  /  est  le  cosinus  directeur  de  la  normale  à  la  sphère  ;  c'est 


X 

donc  —  et  Ton  a  : 


57.  —  L'équation  d'équilibre  s'écrit  donc  : 

W  ^ 'd^  ~ 'dT '^  1  ' 


ou 


dl      -  dk~  i    V     h)^ 
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Si  au  lieu  de  prendre  pour  axe  la  direction  de  la  polarisation 
au  point  considéré,  nous  avions  pris  des  axes  quelconques,  nous 
aurions  trouvé,  au  lieu  de  Téquatiou  unique  que  nous  venons  de 
démontrer,  les  équations  suivantes  : 

...  cIV  . 

u-K)— =  ^,.A, 

(i  —  K) -j^  =  ^T.C  ; 

en  posant  pour  abréger  : 

3/» 


K— 1  = 


OU 

K-. 


K  + 


2 


Nous  écrivons  d^ailleurs  -7—  au  lieu  de  -—^  en  revenant  aux 

(f.v  r/; 

notations   habituelles,   ce   qui    n'a   plus    d'inconvénient  puisque 

aucune  confusion  n*cst  plus  à  craindre. 


58.  —  On  déduit  de  là  en  dillerentiant  la  première  de  ces 
é(|uations  par  rapport  à  .r,  la  seconde  par  rapport  à  y,  la  troi- 
sième par  rapport  à  -  et  ajoutant  : 

tl\        dli        (IC 


(  d\        dW         dk.  \ 

'^  ^'^■[17  ~^ -dif  ^  ~dï } 


Or  V,  est  le  potentiel  des  corps  extérieurs,  on  a  donc 

AV,  =  o. 
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D'autre  part  Téquatlon   (3)   montre  que  V  peut  être   regardé 
comme  le  potentiel  dû  à  une  couche  de  densité 

/A  -h  niQ  4-  nC 

répandue  à  la  surface  du  diélectrique,  moins  le  potentiel  d'une 
([uantité  d'électricité  répandue  dans  tout  ce  volume  et  ayant  pour 
densité 

rfA         r/B         dC 


K-:^   =o, 


dy  dy  dz 

Il  en  résulte  que  : 

et  par  conséquent 

dx  \      dx  I        dy  \      dy  /        dz  \      dz 

Or,  U  =  V  +  V,  désignant  le  potentiel,  la  comparaison  de 
l'équation  à  laquelle  nous  venons  de  parvenir  avec  les  équations 
fondamentales  de  l'électrostatique  montre  que  K  n'est  autre 
chose  que  le  pouvoir  inducteur. 

59.  —  Ainsi,  dans  un  diélectrique  constitué  comme  se  l'ima- 
gine Mossotti,  et  de  pouvoir  inducteur  K,  le  rapport  du  volume 
occupé  par  les  sphères  au  volume  total  est  égal  à  : 


K 
On  trouve  d'ailleurs 

(.-K)4^=4^A  =  -3a4^. 

^  dx  dx 

Le   déplacement  électrique  de   la  théorie  de  Maxwell  s'écrit 
alors  : 

K    d\]  _       3h      K       d^ 3        K       d^ 

^n    dx  4^   K — i    dx  4^   K  +  a   dx 
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Les  deux  autres  composantes  du  déplacement  électrique  sont 
nulles  si,  comme  nous  le  supposons,  nous  prenons  pour  axe 
des  .r  la  direction  de  la  polarisation  au  point  considéré.  Si  en 
même  temps,  revenant  h  nos  notations  du  n°  4^,  nous  appelons 
'^  l'intensité  du  champ  uniforme  qui  polariserait  nos  petites 
sphères  comme  elles  le  sont  réellement,  nous  aurons  : 

^  d.v 

ci 


(4i  f= 


4~    K  +  2 


60.  —  Nous  avons  vu  que  dans  la  théorie  de  Poisson  et  Mos- 
sotti  la  polarisation  des  petites  sphères  conductrices  varie  quand 
on  fait  varier  le  champ  électrique  dans  lequel  elles  se  trouvent 
placées,  et  que  les  courants  qui  se  produisent  dans  ces  petites 
sphères  et  résultant  de  cette  variation  peuvent  être  comparés 
aux  courants  de  déplacement  «le  Maxwell.  Il  importe  de  com- 
parer rinlensité  de  ces  courants  de  déplacement  dans  les  deux 
théories. 

Pour  cela  je  vais  calculer  la  valeur  de  f  du  déplacement  élec- 
trique dans  la  théorie  de  Mossotti  et  la  comparer  à  la  valeur  de  f 
que  nous  venons  de  trouver. 

(Ihacune  de  nos  sphères  est  polarisée  comme  si  elle  était  sou- 
mise à  l'action  d'un  champ  uniforme  d'intensité  cp. 

Donc  d'après  ce  que  nous  avons  vu  au  n*^  49  *out  se  passe 
comme  s'il  existait  deux  sphères  de  môme  rayon  que  la  sphère 
conductrice.  Tune  remplie  de  fluide  positif  de  densité  i,  l'autre 
de  fluide  négatif  de  densité  i,  et  si  la  sphère  négative,  coïncidant 
dans  l'état  d'équilihre  normal  avec  la  sphère  positive,  suhissait 
sous  l'influence  d'un  champ  uniforme  d'intensité  '^  un  déplace- 
mont  .1^  donné  par  la  formule 

4 


7 '\  "-^0* 


3 

Tout  se  passera  donc  comme  s'il  y  avait  déplacement  en  bloc 
des  fluides  électriques  de  chacune  des  petites  sphères.  Mais,  les 
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p^ihëres  coDiluctrices  n'ucciipent  pas  le  vulurac  entier  du  diélei:- 
i  Irifjue  ;   elles  sont    séparées   entre   elles  par  un  milieu   isnhint 
I  jouissant  ilca  môniea  propriétés  que  l'iiir,  et  la  somme  do  leurs 
[  volumes  est  au  volume  total  du  diélectrique  dans  le  rapport  de  A 
à  I-   La  somme  des  charges  positives   qui  se  Iroiivenl   sur   ces 
sphères  est  donc  /(  fois  plus  petite  que  la  somme  de  ces  mêmes 
^  charges  dans  l'hypothèse  oti  tout  le  volume  de  diélectrique  serait 
[  occupé  par  des  sphères  conductrices.  Comme  il  en  est  de  même 
I    des  charges  négatives,  il  revient  au  même  d'admettre  que  chacun 
I  des  fluides  est  répandu  dans  tout  le  diélectrique  avec  une  den- 
sité A,  ou  que  chacun  d'eux  n'occupe  qu'une  Traction  h  du  volume 
du  diélectrique   avec  une  densité    1.    La  valeur  du  déplacement 
videmment  la  même  dans   les  deux  cas.    Si  nous 
,  aduploDS  la  première  hypothèse   nous  pourrons  appliquer  ii  lu 
sphère  diélectrique  les  formules  du    n*  49   c"   y  remplaçant  j„ 
par  A.c,,  puisque  dans  ces  formules  la  densité  est  supposée  égale 
i  I  et  que  niuintenuiit  elle  est  A.   Cette  quantité  A.i„  est  donc  le 
déplacement    moyen  que    suhit   le  lluide   négatif  dans  le  diélec- 
trique soumis  il  l'inHuence  du  champ.  Si  nous  rcmplaçuns  j^,  par 
[  sa  valeur   tirée   de  l'cqualion  (i)  nous  avons  pour   ce  déplace- 
et  par  suite   pour  le  déplacement  du  (luide  positif 
lègatif,  qui  ne  diffère  que  par  le  signe  du 


ir. 


par  rapport  au  fluide 
précédenl, 


/■■=''  : 


(î: 


K  +  . 


Mais  si  par  suite  do  cette  relation  les  actions  eslericures  des 
I  diélectriques  sont  les  mêmes  dans  les  deux  théories,  les  intensités 
j  des  courants  do  déplacement  n'ont  pas  lu  même  valeur  dans  l'une 
y  et  dans  l'autre.  En  ellet.  si  nous  portons  cette  valeur  de  /,  dans 
I  l'expression  de  ^  nous  obtenons  pour  la  valeur  du  déplacenienl 
[  dans  la  théorie  de  Poisson 


(6) 
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<[ui  dilïcre  do  celle  dn  dOplaceniont  dans  la  théorie  de  Maxwell, 
donnée  par  la  formule  (^i).  Le  rapport  de  ces  quantités  est 


f        K— I 


/■  K 


c'est  aussi  le  rapport  des  intensités  des  courants  de  déplace- 
ment dans  les  deux  théories.  Dans  Tair  Tintensilé  du  courant  de 
déplacement  est  nulle  quand  on  adopte  les  idées  de  Poisson 
puis<[ue  la  formule  '(>)  donne  /"'  =  o  p(mr  K  r=:  1  et  que  le  pou- 
voir inchieteur  spécifi(|U(»  de  Tair  est  l'unité.  Dans  la  théorie  de 
Maxwell,  le  déplaciMnent  dans  Tair  a,  d'après  la  formule  (4),  la 

vah'ur  /-—  -f—^    et  par  suite,  contrairement  à  ce  qui  a  lieu  dans 

la  théorie  de  Poisson,  rintensilé  du  courant  de  déplacement 
n'est  pas  nulle  dans  ce  milieu.  C/est  là  la  diilerence  la  plus 
importante  (pii  existe  entrt»  les  deux  théories  dont  nous  venons 
de  comparer  1rs  consé<juences. 

61.  Modification  de  la  théorie  de  Poisson.  Cellules.  —  Mais, 
ainsi  (|ue  nous  l'avons  annoncé  au  commencement  de  ce  chapitre, 
il  est  possible  en  introduisant  dans  la  théorie  de  Poisson  quelques 
modifications  secondaires  de  faire  <*oncorder  ses  résultats  avec 
ceux  de  la  théorie  de  Maxwell.  C/est  ce  <jue  nous  allons  montrer. 

Hemaripntns  <[ue  si  les  formuh^s  j;  et  i7\  qui  donnent  //  et 
le  rappoi't  des  déplacements,  ne  sont  pas  homo<^éiu»s,  cela  tient 
à  ce  qm'  nous  avons  pris  Tunilé  pour  le  pouvoir  inducteur  spé- 
cili(|ue  (le  la  suhstanc**  isolante  cjui  sépare  les  sphères  conduc- 
trices dans  ceUe  de  Poisson. 

Il  serait  facile  de  vérifier  <jue  si  nous  désignons  par  K^  le  pou- 
voir inducteur  de  cette  substance,  les  formules  .V:  et  ("  devien- 
nent 

K-K.  /    ._   K-K, 

K  +  i>K,  /  K 

dette  dernière  formule  montre  que  si  K^  est  très  petit  le  rap- 
port des  déplacements  est  voisin  de  Tunité.  Les  intensités  des 
courants  de  déplacement  auraient  donc  sensiblement  la  même 
valeur  dans  les  deux  théories  si  K^  était  infiniment  petit,  ce  qui 
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exige  que  A  diflere  in  fini  m  eut  pou  de  l'unité,  c'esl-k-dire  que 
l'espace  non  conducteur  qui  sépare  les  sphères  conductrices  soit 
infiniment  petit.  Or,  nous  n'iivans  introduit  l'hypothèse  de  lu 
forme  sphérîqne  des  conducteurs  disséminés  dans  le  diélectrique 
que  pour  avoir  plus  de  siinplicité  dans  les  cnk'uls  ;  les  consé- 
quences restant  vraies  pour  une  forme  quelconque  des  conduc- 
teurs nous  pouvons  nous  représenter  uu  diélectrique  comme 
formé  de  cellules  conductrices  séparées  par  des  cloisons  nou  con- 
ductrices. Il  sufGt  alors  pour  fiiirc  concorder  la  théorie  de  Pois- 
son avec  celle  de  Maxwell  de  supposer  que  ces  cloisons  ont  une 
épaisseur  inriiiiment  petite,  puisqu'alors  h  dllFère  in6niment  peu 
de  ruuité  et  qu'elles  sont  formées  d'une  substance  isolante  de 
pouvoir  îndui'teur  spécifique  K,  infiniment  petit.  Montrons  que 
cette  concordance  se  retrouve  dans  toutes  les  conséquences  de  la 
théorie  de  Maxwell  et  qu'au  point  de  vue  mathématique  cette 
dernière    théorie    est    identique    hvcc    celle     de    l'oisson    ainsi 


62.  Propagation  de  la  chaleur  dans  un  milieu  homogène. 
—  La  suite  des  calculs  nécessaires  nous  conduira  à  des  relations 
tout  il  fuit  pareilles  it  celles  qu'a  établies  Fourier  dans  l'étude 
de  la  conductibilité  de  la  chaleur.  Dans  le  but  de  faire  ressortir 
l'analogie  mathématique  qui  existe  entre  les  phénomènes  élec- 
triques et  les  phiinoménes  calorifiques,  nous  commencerons  par 
rappeler  brièvement  la  théorie  de  Fourier. 

Cette  théorie  repose  sur  les  hypothèses  suivantes  :  quand  deux 
molécules  d'un  corps  sont  îi  des  températures  différentes,  il  y  a 
passage  de  chaleur  de  la  plus  chaude  k  la  plus  Iroidc  ;  la  quantité 
de  chaleur  qui  passe  pendant  un  temps  donné  est  une  fonction 
de  la  distance,  qui  tend  rapidement  vers  zéro  quand  la  distance 

F- croit,  et  qui  ne  dépend  pas  de  lu  température  ;  enfin  cette  quan- 

\  tité  de  chaleur  est  proportionnelle  ii  hi  difTérence  V, — ^V,  des 
mpératures  des  deux  molécules.   11  résulte  de  ces   hypolh(?scs 

Bque  In  quantité  de  chaleur  qui  passe  pendant  un  temps  dl  d'une 

Vjnolécule  ii  une  autre  est 


(■) 


A/  = 


-  CAAV, 
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pince  dans  le  sens  du  itux  calorifique  et  C  étant  une  quantité  indé- 
pendante de  la  température. 

63.  —  (^)nsidén>ns  un  parallélipipède  rectaufrle  infiniment 
petit  AB(!iD  A'B'C/D'  ffij^.  6)  situé  dans  le  corps  et  prenons  trois 
ax«'S  de  coordonnées  respectivement  parallèles  à  trois  arêtes  du 
parallélipipède.  Soient  ih  son  vcdunie,  rfto  la  surface  de  sa  section 
par  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  des  .7-,  a  et  h  h's  coordonnées 
di'S  deux  extrémités  A  et  A'  d'une  arête  parallèle  à  cet  axe  ;  on 

a  la  relation 


H         F         H' 

I)' 


D 


II 


O 


a.'- 


/ 


/ 


ih  =  (lo)  h  —  a). 

Cherchons  la  quantité  de  cha- 
leur ()cfiO(lf  qui  traverse  la  sec- 
tion Jio  pendant  l'intervalle  do 
temps  il(.  Pour  cela  calculons  de 
deux  manières  diflerentes  Tinté- 
grale 


c.  .1 


/ 

l'i^.C).  qui  donne  la  somme   des  quan- 

tités de  chaleur  cpii  traversent 
toutes  les  sections  du  parallélipipède  perpendiculaires  ii  O.r  pen- 
dant le  trmps  (ff. 

L'intégration  donne  immédiatement,  si  Ton  regarde  comme 
constante  la  quantité  de  chaleur  cpii  traverse  cha<jue  section  rf(»> 
du  parallélipipède  Infiniment  petit^ 

()(lioilf{h—(i)  =  Qfh(lf. 

64.  —  Pour  trouver  une  autre  expression  de  cette  quantité, 
coupons  le  parallélipipède  par  une  section  <|uelcon<pie  KFGII 
perpendiculaire  a  O.r  et  prenons  de  part  et  d'autre  deux  molé- 
cules M  et  M'.  D'après  les  hypothèses  de  Fourier  la  quan- 
tité de  chaleur  qui  passe  de  Tune  à  Tautre  pendant  le  temps 
d(  est 


(•■*) 


(jtK  =  —  C<//AV, 
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et  la  somme  des  quantités  de  chaleur  qui  passent  par  toutes  les 
sections  du  parallélipipède  est 


f\q  dl) 


dx. 


Mais  pour  les  sections  qui  ne  sont  pas  comprises  entre  les 
molécules  il  nV  a  pas  passage  de  chaleur  et  les  éléments  de 
l'intégrale  qui  correspondent  à  ces  sections  sont  nuls.  Il  suffit 
donc  de  prendre  pour  limites  de  Tintégrale  les  valeurs  x  et 
X  -+-  ^^  des  coordonnées  des  points  M  et  M'  ;  on  obtient 


r 


[qdt)  dx  =  q\xdt. 


Les  autres  couples  de  molécules  du  parallélipipède  donnent 
des  quantités  analogues.  Leur  somme  est  précisément  la  valeur 
de  l'intégrale  (2)  et  nous  avons 

(4)  qd-.dt  =  li]lxdt. 
Mais  la  relation  (3)  nous  donne  pour  ^, 

en  négligeant  dans  le  développement  les  puissances  de  Ajr,  Ay, 
Ar,  égales  et  supérieures  à  2,  ce  qui  est  permis,  les  échanges 
de  chaleur  étant  supposés  n'avoir  lieu  qu'entre  molécules  très 
voisines  et  les  termes  négligés  étant  alors  très  petits  par  rapport 
aux  premiers  termes  du  développement.  Portant  alors  cette 
valeur  de  q  dans  la  relation  (4),  nous  obtenons 

(5)  Q.,  =  _^^Cix--"^C4,iJ,_^Xc4xA=, 


C  étant    par    hypothèse    indépendant  de  la    température.    Les 
coefficients  des  dérivées  partielles  de  V  n'en  dépendent  pas  non 
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plus.  Par  conséquent  Q  est  une  fonction  linéaire  et  homogène  de 
ces  dérivées. 


65.  —  Si  le  corps  considéré  est  isotrope  cette  fonction  se 
réduit  à  un  seul  terme.  En  effet,  dans  ce  cas  l'expression  de  Q 
ne  doit  pas  changer  quand  on  y  remplace  x  par  — .r  et  il  faut, 
pour  qu'il  en  soit  ainsi,  que  les  dérivées  partielles  de  V  par  rap- 
port à  y  e\,\\  z  disparaissent  du  second  membre.  Xous  avons  donc 
simplement 

d\ 


et  si  nous  posons 


dx 


IC:A.r- 
A  -^ 


il  vient 


d-z 


Q  =  _A'^^' 


dx 


I.a  constante  A  est  le  coefficient  de  conductibilité  thermique  du 
milieu. 

Le  milieu  étant  supposé  isotrope  la  valeur  de  ce  coefficient  est 
la  même  pour  toutes  les  directions  ;  nous  aurons  donc  pour 
la  quantité  de  chaleur  par  unité  de  surface  à  travers  un  élé- 
ment de  surface  porj>endiculaire  à  Tuu  des  autres  axes  de  coor- 
données 


(  )  :--  —  A 


d\ 


D'une  manière  générale,  nous  aurons  pour  un  élément  orienté 
d'une  manière  quelconque 

dn  étant  une  longueur  infiniment  petite  prise  sur  la  normale  a 
Télément. 
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Si 


66-  Analogie  avec  le  déplacement  de  l'électricité  dans  les 
cellules.  —  A  Initi-ricnr  de  cliiiLiiiif  dos  .-elhiles  iun<liictrices  le 
potenliel  ij*  est  cniislunt,  myis  et-  potciiliel  vaiït!  I)rus(|ticiu(;nt 
quand  on  traverse  les  parois  isolantes  qui  limitent  tes  cellules  ; 
J4  est  dune  une  fonction  discontinue  des  coordoniices.  Nous  ne 
pourrions  introduire  celte  l'onction  duns  nus  calculs  suns  l'iiire 
d'hypothèses  sur  sa  forme,  il  est  plus  simple  de  considérer  ii  su 
pluce  une  fonction  cunlïnue  durit  lu  valeur  en  chaque  point  dif- 
lere  peu  de  celle  de  '^.  Nous  supposerons  que  ces  deux  fondions 

prennent  les  munies  valeurs  aux  centres  de  gravité  G,,  G,,  G, 

des  diverses  cellules  ;  l'erreur  commise  en  substituant  îi  ^  une 
fonction  continue  sera  alors   du   uiAme    ordre  de  grandiair  quff 
les  dimensions  des  cellules,  dimensions  que 
nous  pouvons  toujours  supposer  1res  petites. 

Considérons  une  de  ces  cellules  (lig.  7V 
Lorsque  le  diéleclrique  n'est  pas  soumis  à 
l'action  d'un  champ  cette  cellule  est  ii  l'état 
neutre  ;  dans  le  cas  contraire  elle  présentera 
sur   ses    faces   Sj,  S,,  S,,  S„  des  quantités  |.-|     . 

d'électricité    y,,  y,,   y,,   i/^,   mais    comme  la 
cellule  conductrice   ne  cesse   pas  d'^lre  isolée   la   suniinc  de 
quantités  est  nulle  : 

'/,  +  '/=+?,  + 'A  =  "■ 

Si  la  valeur  du  champ  vient  ii  ch. 
des  faces  de  la  cellule   varient,  nu 

on  a,   en  appelant  rfy,,  dq^ les 

un  intervalle  de  temps  tU, 

Il  ne  peut  donc  y  avoir  augmentation  de  la  charge  de  lune  des 
faces  que  s'il  y  a  diminution  sur  quelque  autre.  Supposons,  pour 
fixer  les  idées  que  la  charge  de  S,  augmente  et  que  celle  de  S, 
diminue.  Une  certaine  quantité  d'électricité  passera  de  S,  ti 
S,  en  suivant  un  chemin  que  nous  représenterons  par  APB. 
Mais  il  revient  évidemment  au  même  de  supposer  que  l'électri- 
cité suit  le  chemin  APGI'B  puisque  la  portion  PG  qui  joint  un 
point   quelconque  1'  du  chemin    réel  au  centre  de  gravité  do  la 


nger,  les  charges  de  chacune 
is  leur  somme  restant  nulle, 
variations  produites  pendant 
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• 

entre  les  centres  de  gravité,  passe  d'un  centre  de  gravité  à  un 

autre  de  potentiel  moins  élevé.  Par  conséquent,  en  appelant  A'|  la 

variation  du  potentiel  dans  le  sens  du  déplacement,  nous  avons 

pour  la  quantité  d'électricité  qui  passe  d'un  centre  de  gravité  h 

un  autre 

y  =  -CA.|,. 

Pendant  un  intervalle  de  temps  dtj  la  variation  de  la  différence 
de  potentiel  Ai  entre  les  points  considérés  sera  dt  -7—  A'|  ou 
dt  A-—-^;  par  suite,  la  quantité  d'électricité  qui  passe  d'un  de  ces 
points  à  l'autre  pendant  ce  même  intervalle  est 

d^ 


d(j=—Cdtl 


dt 


Cette  formule  est  identique  h  la  formule  (i)  du  n**  62  qui  donne 
la  quantité  de  chaleur  qui  passe  d'une  molécule  à  une  autre,  C 
étant  d'ailleurs  dans  l'une  et  l'autre  formule  indépendant  de  la 
quantité  dont  la  variation  est  indiquée  par  A. 

69.  —  La  loi  des  échanges  d'électricité  étant  la  même  que  celle 
des  échanges  de  chaleur  dans  la  théorie  de  Fourier,  nous  obtien- 
drons la  quantité  d'électricité  rapportée  à  l'unité  de  surface  à 
travers  un  élément  quelconque  en  remplaçant  dans  la  formule  (6) 

'^65),  la  température  V  par  la  quantité  —r^-En  appelant,  comme 

le  fait  Maxwell, 

H  dto  dt ,  çdtùdty  wdiùdt 

les  quantités  d'électricité  qui  traversent  pendant  le  temps  dt  des 
éléments  dtù  respectivement  perpendiculaires  aux  axes  de  coor- 
données, nous  aurons 

dtdx 

»>== — A  -7-7 — 
dtdz 
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Or,  n,  (',  \v  sont  dans  lu  théorie  de  Maxwell  les  composantes 
de  la  vitesse  dn  déplacement  électriqne,  et  par  suite,  puisque  fyffjh 
représentent  les  composantes  de  ce  déplacement, 

(If  fl^  dli 

(il  lit  dl 

Si  donc  on  adopte  pour  //,  c,  iv,  les  valeurs  <jue  nous  venons  de 
trouver,  on  obtient  pour/J 

,8:  /•=-A'''^ 


lU 


(>()iuine  dans  la  théorie  de  Maxwell, 

'        4-  (il'' 

on  voit  que  la  théorie  des  cellules  concordera  avec  celle  de  Max- 
well si  nous  posons 


4- 


70.  —  Cherchons  à  trouver  la  rc^lation  qui,  dans  la  théorie  de 
Maxwell,  exprime  rincomprt*ssihililé  du  Huido  inducteur. 

La  <juantité  totale  d'électricité  contenue  dans  chaque  cellule 
étant  nulle  il  cha(|ue  instant,  la  «juantité  d'électricité  qui  pénètre 
pendant  un  intervalle  de  temps  quelconque  îi  travers  une  surface 
l'ermée  <jui  limite  un  volume  est  également  nulle.  Or,  //,(',  if,  étant 
les  composantes  suivant  h*s  trois  axes  de  la  vitesse  avec  laquelle 
s'<»lïeclue  le  mouvement  de  Télectricité,  la  composante  de  cette 
vitesse  suivant  la  normale  à  un  élément  ^/o)  de  la  surface  est 

7.U  -\-  |ï(^  +  vtr, 

a,  |ii,  V,  désignant  les  cosinus  directeurs  de  la  normale.  Par  suite, 
la  quantité  d'électricité  qui  traverse  rf(o  pendant  l'unité  de  temps 
est 
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et  la  quantité  qui  traverse  la  surface  fermée  pendant  le  même 
temps  est  égale  à  Tintégrale 

étendue  à  tous  les  éléments  de  celte  surface.  Pendant  un  inter- 
valle de  temps  dty  la  quantité  d'électricité  traversant  la  surface 
fermée  est  le  produit  de  l'intégrale  précédente  par  d(.  En  inté- 
grant par  rapport  au  temps,  on  aura  la  quantité  d'électricité  tra- 
versant la  surface  pondant  un  temps  quelconque,  et,  comme  cette 
quantité  est  nulle,  l'intégrale  obtenue  doit  être  égale  a  o.  Si  nous 
remarquons  que  u^  r,  w  sont  les  dérivées  par  rapport  au  temps 
des  composantes  /*,  g,  h  du  déplacement,  nous  avons  pour  celte 
intégrale 

(9)  J(a/-+3.'  +  vA)rfa,  =  o. 


Or,  on  sait  que 


fc,f<t.>^J  -^d,, 


la  première  intégrale  étant  étendue  l\  une  surface  fermée,  la 
seconde,  au  volume  limité  par  cette  surface.  En  transformant  de 
la  même  manière  les  deux  autres  termes  de  l'intégrale  (9),  nous 
obtenons 


df_  _^  ,/-  ,  d/i 


d,v  dy 


Cette  égalité  devant  être  satisfaite  quel  que  soit  le  volume  con- 
sidéré, nous  en  concluons 

df  dLr  dh 


dx         dy         dz 

C'est  bien  la  relation  qui,  dans  la  théorie  de  Maxwell,  lie  entre 
elles  les  dérivées  des  composantes  du  déplacement  du  fluide  induc- 
teur d'un  milieu  diélectrique. 
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71.  Identité  des  expressions  de  Vènergie  potentielle.  — 
Montrons  enfin  ([ue  la  théorie  des  cellules  conduit  à  la  même 
expression  de  Ténergie  potentielle  que  la  théorie  de  Maxwell. 

On  sait  que  Ténergie  potentielle  d'un  système  de  conducteurs 
électrisés  est  égale  à  la  demi-somme  des  produits  de  la  charge  de 
chaque  conducteur  par  sou  potentiel.  Les  charges  des  surfaces 
en  regard  de  deux  cellules  contigu^^s  sont  égales  et  de  signes 
contraires;  par  suite,  si  i,  et  i,  sont  les  potentiels  de  ces  cel- 
lules, le  terme  fourni  à  l'énergie  potentielle  par  ces  charges  est 


T^'l\ 


V^j)  =  —  -7  'l^i- 


D'ailleurs  si  C  est  la  capacité  du  conclensateui'  formé  par  les 
surfaces  considérées,  on  a 

et  le  terme  précédent  devient 

-i-c:(A.;;A 

Kn  dévehippant  Ay  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de 
A.r,  A//,  Ar,  et  en  négligeant  les  puissances  de  ces  quantités  supé- 
rieures à  la  première,  nous  obtenons 

(Il    .  d'i    .  d'l> 

(Considérons  donc  un  élément  de  volume  d'z  assez  petit  pour  que 
nous  puissions  admettre  que  les  dérivées  partielles  de  i  ont  la 
même  valeur  en  tout  point  de  cet  élément,  mais  assez  grand  tou- 
lefols  pour  contenir  un  très  grand  nombre  de  cellules,  et  par 
consé(juent,  un  très  grand  nombre  de  condensateurs. 

I/énergie  potentielle  r/\V  de  cet  élément,  sera  la  somme  des 
énergies  potentielles  des  divers  petits  condensateurs  qui  y  sont 
contenus,  on  aura  donc  : 


d'i    .  rt?    .  di,    , 

dx  du      ^         dz 


'1  \dz  I  L^  dx     dij  ^^ 
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Maïs  nous  avons  fait  remarquer  à  propos  des  phénomènes  calo- 
rifiques que  clans  le  cas  d'un  milieu  isotrope,  les  sommes 

VcAxAy,      VcAyAr,      VcArA^r 

sont  nulles.  Nous  avons  posé 

^CIjc^         SCA//^         SCAc=* 


A  = 


d'z  (Il  ch 


Par  conséquent,  nous  aurons  pour  l'énergie  potentielle  de  l'élé- 
ment rfT, 

-=^[(è)V(f)V(A)'], 

Si   nous   remplaçons  dans   cette  expression  les  dérivées  par- 
tielles par  leurs  valeurs  tirées  de  la  relation  (8)  du  n**  6i), 

d'I^ 
(Lv 

et  des  relations  analogues  qui  contiennent  i'  et  h,  et  si  nous  don- 

nous  h  A  la  valeur  -j —  que  nous  avons  été  conduits  h  lui  attribuer 

pour  faire  concorder  la  théorie  des  cellules  et  de  celle  de  Max- 
well, nous  obtenons 


27: 


L'énergie  potentielle  du  volume  fini  sera  donnée  par  l'inté- 
grale 


J  '' 


^v=  /  ^ir-h8'-hf'')d^. 


Cette  expression  est  identique  a  celle  que  nous  avons  déduite 
3  32)  de  la  théorie  de  Maxwell  et,  comme  dans  cette  dernière 
théorie,  Ténergie  potentielle  d'un  système  électrisé  se  trouve 
dans  le  milieu  diélectrique  qui  sépare  les  conducteurs. 
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72.  RKMAUQn:.  —  Dans  les  calculs  prcccdcnts,  nous  avons  admis 
(ju'cn  chaque  point  du  diélectrique,  la  force  électrique  ne  dépend 
que  de  Tétat  électrostatique  du  système  électrisé.  S'il  en  était 
autrement,  si,  j)ar  exemple*,  outre  la  force  électromotrice  ducaux 
actions  électrostati<jues,  s'exerçait  une  force  électromotrice  d'in- 
duction, les  formules  auxquelles  nous  sommes  parvenus  devraient 
«^tre  modifiées. 

Va\  particulier,  la  composante  /*du  déplacement  ne  serait  plus 
donnée  par  la  formule 


'~         4z    r/.r' 


iiiiiis  par  lu  roriiiiilo 


/•--_J:L('i•îi_x^ 

I-      4-\'/-'-        ) 


où  X  désij^ne    la  composante  suivant  Taxe  des  .r  de  la  force  élec- 
tromotrice d'induction. 

l*our  le  monlier,  cherchons  la  variation  Ay  du  potentiel  quand 
on  passe  du  centre  de  gravité  G,  d'une  cellule  au  centre  de  gra- 
vité (/  d'une  cellule  continue.  Mlle  est  éfrjilo  -à  la  variation  brus- 
(jue  II  (pli  se  produit  cpiand  on  traverse  la  paroi  isolante,  augmen- 
tée du  travail  qu'il  faut  elIVctuer  à  l'encontre  des  forces  d'induc- 
tion pour  laire  passer  l'unité  d'électricité  positive  de  Gj  à  G^.  Si 
donc  —  X,  — Y,  —  /  sont  les  comj>osantes  de  la  force  électro- 
nnitriee  d  induction  ([uand  on  passe  de  G,  à  (i^,  on  a  pour  A6, 


A|  ^11  4-  XAr  +  YA/z-f-  7Az. 


La  charj^r*  électrique  (j  diin  de  nos  petits  condensateurs  sera 
éjriilf'  nu  produit  de  la  capacité  de  ce  condensateur,  par  la  dilVé- 
rence  de  potentiel  II  de  ses  deux  armai un's  ;  il  viendra  donc  : 

y.^_CH--  — GAv  +  CiXAr-f- YA//+/A3) 
et,  au  lieu  d'avoir  simplement 

7-=— CA'i-=  — G  -— A.r+--/-A//+-y-A 

\  iLv  (II/  dz 
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on  aura 

Dans  toutes  nos  l'ormules,  il  faudra  donc  remplacer 


par 


La  formule 


dx        dy  dz 


i^_X      ^  — Y      -^— Z. 
dx  '      dy  '     dz 


^ ^T.    d^ 

'~~'K"dJ' 


devient  donc 


r=-ir{^-^^- 


ou 


73.  Cas  des  corps  anisotropes.  —  11  importe,  pour  pouvoir 
établir  la  théorie  électromagnétique  de  la  double  réfraction,  de 
voir  ce  que  deviennent  ces  formules  dans  les  corps  anisotropes. 

Reprenons  la  formule  (lo)  du  n**  71 .  Si  dans  cette  formule  on 

d'If      d'I         d'I 
regardait —p-, —7-^  et  —p- comme  les  coordonnées  d'un  point  dans 
^  dx     dy         dz  * 

Tespace  et  rfW  comme  une  constante,  on  aurait  l'équation  d'un 
ellipsoïde. 

Si  l'on  fait  un  changement  d'axes  de  coordonnées,  cet  ellip- 
soïde fictif  conservera  la  même  forme,  mais  sa  position  par  rap- 
port aux  axes  variera. 

Prenons  donc  pour  axes  de  coordonnées  les  axes  de  cet  ellip- 
soïde, son  équation  deviendra  : 

2     \dx  J  2     \dy  J  1      \  dz  J 


6  »  THÉORIE  DES  DIÉLECTRIQUES  DE  POISSOS 

et  on  aura  : 


:  I  1 


'  y  CArA//  ==y  CArA.-  =V(:A//Ar=  o. 


Reprenons  la  formule  (5)  de  la  théorie  de  Fourler  fjj  64) 
En  vertu  des  é([uatLons  (ii)  elle  se  réduira  à 

0=-A  ''^ 


dx 


Or  nous  uvotis  vu  au  n"  (ît)  que  pour  passer  de  la   théorie   de 
Fourier  à  celle  des  échanges  d'électricité  qui  ont  lieu  entre  nos 

(Ij^ 


cellules,  il  sullit  de  changer  V  en  -77-  .  11  vient  donc  encore. 


./=-A    '^''^ 


dtdx 
et  de  même 


rf-^  .„  tn 


i'  =  — A'-;^-4-        ii^=—x' 


lulfj  dldz 

La  seule  dillérence  avec  les  é<[uations  ij\  c'est  <jue  les  coeflî 

nents  av    ,    '  -,  -7—;—,    ,   ,'     ne  sont  plus  ei^aux  outre  eux. 
(Iff/j-     illdij      dldz  '  ^ 

On  en  déduit  : 

/•=-A-^=— 

d.v 


(i 


J    y,      d'I      


K 

1 

4- 

J.r  ' 

K' 

1 

4- 

'///  ■ 

K' 

'/y 

/C  4~  ^^'^ 


en  posant 


K  =  4'^**^^       ^'  ^^^^^  4?: A  ,       K'  =  4" A  . 
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S'il  existe  des  forces  électromotrîces  d'induction  dont  les  com- 
posantes soient  X,  Y,  Z,  ces  formules  deviennent  : 


â.TZ  \  dz  ] 


On  trouve  d'ailleurs  : 


df    ,     dii         d/i 
dx         dy         dz 


et 


W 


74.  Discussion.  —  La  théorie  des  cellules  ne  peut  pas  plus  èlre 
adoptée  définitivement  que  celle  du  fluide  inducteur.  Cette  cons- 
titution hétérogène  parait  difficile  à  admettre  pour  les  diélec- 
triques liquides  ou  gazeux  et  surtout  pour  le  \>ide  interplanétaire. 
J'ai  tenu  néanmoins  a  exposer  ces  deux  théories  :  elles  seraient 
incompatibles  si  on  les  regardait  comme  exprimant  la  réalité 
objective,  elles  seront  toutes  deux  utiles  si  on  les  considère 
comme  provisoires.  Si  je  m'étais  borné  à  développer  l'une  d'elles, 
j'aurais  laissé  croire  (ce  que  croient  bien  des  personnes,  mais  ce 
qui  me  semble  faux)  que  Maxwell  regardait  le  déplacement  élec- 
trique comme  le  véritable  déplacement  d'une  véritable  matière. 

Le  fond  de  sa  pensée  est  bien  différent  comme  nous  le  ver- 
rons plus  loin. 
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CHAPITRE  IV 


DÉPLACEMENT   DES   CONDUCTEURS   SOUS   L'ACTION 

DES   FORCES    ÉLECTRIQUES 
THÉORIE   PARTICULIÈRE  A  MAXWELL 


75.  Forces  s^exerçant  entre  conducteurs  électrisés.  —  Jus- 
qu'ici, nous  avons  supposé  dans  notre  étude  que  les  conducteurs 
électrisés  restaient  immobiles.  Or,  nous  savons,  par  exemple,  que 
deux  conducteurs  électrisés  se  repoussent  ou  s'attirent  suivant 
qu'ils  sont  chargés  d'électricité  de  même  nom  ou  d'électricité  de 
noms  contraires.  L'électricité  agît  donc  sur  la  matière.  Quelle  est 
la  nature  de  cette  action  ?  C'est  ce  que  nous  ne  pouvons  dire  avec 
précision,  ignorant  la  nature  de  la  cause  de  l'action,  la  nature  de 
l'électricité.  Toutefois  nous  n'avons  nullement  besoin  de  la  con- 
naître pour  avoir  la  valeur  de  la  Torce  qui  s'exerce  entre  deux 
conducteurs  ;  il  nous  sullit  d'appliquer  le  principe  de  la  conser- 
vation de  l'énergie. 

En  eflet,  considérons  deux  conducteurs  C  et  CJ  possédant  des 
charges  électriques  M  et  M'.  Supposons  <[ue  le  conducteur  C 
puisse  se  déplacer,  mais  sans  tourner  autour  de  son  centre  de 
gravité.  La  connaissance  des  coordonnées  H,7,,  ^  de  ce  point  suf- 
fira alors  pour  définir  la  position  de  C  dans  Tespaco.  L'énergie 
potentielle  du  système  des  deux  conducteurs  dépend  évidemment 
de  la  position  du  conducteur  C  par  nq^port  au  conducteur  C  et 
aussi  des  charges  de  ces  conducteurs.  La  position  de  C  se  trouvant 
définie,  d'après  notre  hypothèse,  par  les  coordonnées  de  son  centre 
de  gravité,   l'énergie  potentielle  W  du  système    est    donc  une 
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fonctiun  de  ces  iooriloniic<;s  cl  des  chiirges  M  t't  M'  ;  nous  pou- 
vons poser 

W  =  F(î.ïi,;,M,M'). 

Pour  que  le  système  soil  en  équilibre,  il  liiul  iippliquer  uu 
coiiductour  mobile  C  ime  force  égale  et  cuulriiîie  ii  la  force 
qu'exerce  sur  lui  le  conducteur  C;  soient  —  X,  _  Y,  —  Z  les 
composantes  de  la  force' qu'il  faut  appliquer  ii  C.  Puisqu'il  y  a 
équilibre,  la  somme  des  travaux  virtuels  de  toutes  les  forces 
agissant  sur  le  syslêrae,  tant  intérieures  qu'extérieures,  doit  être 
nulle,  Pour  un  déplacement  Sç  du  centre  de  gravité  de  Cle travail 
de  la  force  extérieure  est  —  Xo;,  celui  des  forces  intérieures  est 
dW  ^^ 
~Jë~  Sç  ;  nous  avons  donc 

Nous  tirons  de  cette  équation  pour  la  valeur  de  la  composante  X 
de  la  force  exercée  par  C  sur  C, 

76.—  L'hypothèse  la  plus  sinqiU-  et  la  plus  niiturelle  que  Ton 
puisse  faire  pour  expliquer  les  attractions  et  répulsions  entre 
conducteurs  électrisés  est  dnltrîbuer  ces  actions  à  l'élasticité  du 
fluide  répandu  entre  les  conducteurs  et  de  chercher  ii  appliquer  à 
ce  fluide  les  principes  ordinaires  de  lu  théorie  de  l'élasticité.  Malheu- 
reuscment  les  conséquences  de  cette  hypothèse  ne  sont  pas  enn- 
l'ormes  aux  faits  expérimentaux.  En  eOTet,  dans  ud  fluide  élastique 
les  forces  élastiques  résultant  de  déplacements  très  petits  sont  des 
fonctions  linéaires  de  ces  déplacements.  Par  conséquent  l'hypo- 
thcse  dans  laquelle  nous  nous  sommes  placés  conduirait  à  admet- 
tre que  la  force  qui  s'exerce  entre  deux  conducteurs  électrisés  est 
une  fonction  linéaire  des  charges  électriques  des  conducteurs. 
Il  en  résulterait  qu'en  doublant  les  charges  de  chaque  conducteur 
un  devrait  avoir  une  force  double  ;  or,  on  sait  que  si  les  charges 
de  deux  conducteurs  viennent  à  âtre  doublées  la  force  qui  s'exerce 
entre  eux  est  quadruplée. 

Bien  d'autres  hypothèses  ont  été  proposées  pour  expliquer  cette 
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action  des  conducteurs  êlectrisés.  Si  quelques-unes  ont  le  mérite 
de  conduire  à  des  conséquences  conformes  a  l'expérience  elles 
présentent  l'inconvénient  d'être  compliquées  et  aucune  raison  ne 
peut  être  invoquée  pour  faire  préférer  l'une  de  ces  théories  « 
Tautre.  Aussi,  ne  nous  c tendrons-nous  pas  sur  ce  sujet  et  nous 
bornerons-nous  ù  exposer  la  théorie  que  Maxwell  a  proposée. 

77.  Théorie  de  Maxwell.  —  Prenons  un  élément  de  volume  ih 
d"un  conducteur  électriséet  soit  p  la  densité  de  l'électricité  libre 
au  centre  de  gravité  de  cet  élément.  Pur  électricité  libre  nous 
entendons  dans  la  théorie  des  deux  fluides,  l'excès  de  l'électricité 
positive  sur  l'électricité  négative  ;  et  dans  la  théorie  du  fluide 
unique  l'excès  de  l'électricité  contenue  dans  l'élément  sur  In 
quantité  que  ce  même  élément  contiendrait  à  l'état  neutre.  Les 
deux  théories  sont  d'uilleurs  absolument  équivalentes. 

La  masse  électrique  de  l'élément  est  donc  p^T,  el  si  i  est  la 
valeur  du  potentiel  au  centre  de  gravité  la  force  qui  s'exerce  sur 
cette  masse  électrique  a  pour  composantes 

-p-^^ZF'    -'^'^--ini^    -'^'^--i^- 

L^ expérience  nous  apprend  que  la  force  qui  agit  sur  l'élément 
matériel  lui-même  est  égale  ii  celle  qui  agît  sur  l'électricité  qui 
y  est  contenue  et  par  conséquent  que  cet  élément  ne  pourra  se 
maintenir  en  équilibre  que  si  on  lui  applique  une  force  destinée  à 
contrebalancer  l'attraction  électrostatique. 

Si  on  appelle  X^t,  Yï/t,  'i.ch  les  composantes  de  cette  force,  on 
devra  avoir  : 

(.)  X=o-^,         Y  =  o-i^  X  =  o^ 


Dans  ridée  de  Maxwell,  qui  dans  toutes  ses  théories  cherche  ii 
éviter  l'hypothèse  des  actions  électriques  s'cxcrçant  ii  distance, 
les  répulsions  et  les  attractions  des  conducteurs  sont  dues  h  des 
pressions  sur  la  matière  pondérable  se  transmettant  à  travers  la 
matière  diélectrique-   —    Cherchons  la   résultante  de  ces  près- 
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78.  —  La  pression  qui  s'exerce  sur  un  élément  de  surface  n'est 
pas  nécessairement  normale  a  cet  élément.  Désignons  par 

P^j.rfa>,  Pxyrfw,  Pxs^w» 

les  composantes  suivant  les  trois  axes  de  la  pression  qui  s'exerce 
sur  un  élément  perpendiculaire  à  l'axe  des  x  ;  par 

Vyjiù,         Pyy^w,         Pys^w, 

les  composantes  de  la  pression  sur  un  élément  perpendiculaire 
h  Oy  ;  enfin  par 

Pzxrfw,  P,j,rfw,  P„rfco, 

les  composantes  sur  un  élément  perpendiculaire  à  0.3.  Ces  neuf 
quantités  suffisent  pour  déterminer  la  pression  sur  un  élément  de 
surface  orienté  d'une  manière  quelconque.  D'ailleurs,  ces  neuf 
quantités  se  réduisent  a  six.  En   effet  la  théorie    de  l'élasticité 
nous  apprend  qu'on  doit  avoir  : 

{^\  p    — p  p     ;__-p  p    ^p 

79.  —  Considérons  maintenant  un  parallclipipëde  rectangle 
(fig.  9)  dont  les  arêtes,  que  nous  supposerons  parallèles  aux  axes  de 
coordonnées,  ont  pour  longueurs 
rf.r,  dijy  dz,  et  écrivons  que  ce 
parallélipipède  est  en  équilibre 
sous  l'action  des  pressions  qui 
s'exercent  sur  ses  faces  et  sous 
l'action  de  la  force  extérieure  dont 
les  composantes  sont  Xrfx,  Ycfr, 
Zrfx. 

Les  équations  qui  expriment 
que  la  somme  des  moments  des 
forces  par  rapport  h  chacun  des 
trois  axes  de  coordonnées  est  nulle 
conduisent  précisément  aux  rela- 
tions (2).  Exprimons  donc  seulement  que  la  somme  des  compo- 
santes suivant  un  des  axes  des  forces  qui  agissent  sur  le  parallé- 
lipipède est  nulle. 

La    pression  qui   s'exerce  sur  la  face  ABCD    a   pour  compo- 
sante parallèle  à  Oo:,  P„  dy  dz'^  la  pression  qui  s'exerce  sur  la  face 
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opposée  EFGH  a  pour  composante  suivant  la  même  direction 
(  P,,  -\ -T^~~  ^'^)  ^y  dz.HovL^  adopterons  la  notation  de  Maxwell 

qui  regarde  les  tensions  comme  positives  et  les  pressions  comme 
négatives  ;  la  résultante  de  ces  deux  forces  se  réduit  alors  à 
leur  somme  algébrique. 

dx  *'  dx 

Nous  trouverions  de  la  môme  manière  pour  la  somme  algé- 
brique des  composantes  parallèles  h  0.r  des  pressions  qui 
s'exercent  sur  les  autres  faces  du  parallélipipëde. 


dy        '        dz 

La  somme  de  ces  quantités  doit  être  égale  à  —  X^t  ;  nous 
avons  donc 

dx    '^'^    dy     '^'^^T'^^ ^'^^-      P'^^rfx* 

En  écrivant  que  les  sommes  des  composantes  des  pressions 
suivant  les  axes  des  1/  et  des  z  sont  égales  aux  composantes  de  la 
force  extérieure  suivant  les  mômes  axes,  nous  obtiendrons  deux 
équations  analogues.  En  divisant  les  deux  membres  de  chacune 
de  ces  équations  par  d'z,  nous  aurons,  en  tenant  compte  des  rela- 
tions (2)  : 


dx  dij  dz  *     dx  ' 

,    dP  dP  dP  d^l 

^^^  ^     dx     ^    dy    +    dz     —       ^  dy' 

dP,^     ,     dP,,  r/P,,  d^ 

-1 — jrr=— ? 


dx  dy  dz  ^   dz 

80.  —  Ce  système  de  trois  équations  contient  six  inconnues; 
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il  admet  donc  une  infinité  de  solutions.  Maxwell  prend  la  sui- 
vante : 


/ 


"~    87:  \.\dx)         \(h,)         \dz)  J 

] 


^.=  è[©)"-^^^"-^^^' 


\dz  /  \djc  / 


33 


(4) 


K 

8 


T.    l\dz/  \dxl  \dul     J 


1 


P    _P    __Ki{i4 
"'  "~    **  ~  4n  dx  dy 

P   _p   _Ji44 

•»  ~    •"  ~  47:  drj  dz 

P  -P  _Ji4ii 

"~       "^  ^Tzdx    dz    ' 


Montrons  que  ce  système  de  solutions  satisfait  bien  aux  équa- 
tions (3).  On  a 


rfP 


XX 


rfo;  4*^   \dx   dx^        dy   dxdy        dz  dxdz/^ 


dP 


_JK    /4  (/^^        d^    d'^   \ 
4^^   V  ^  ^l/^         ^y  dxdy  I  ' 

k  4"^   \  ^^  ^^-^         ^^    rfj:^-3  / 


dy  4^^   V^  dy 

dz  ^iz  \dx  d.z^     '     dz   dxd 

et  le  premier  membre  de  la  première   équation  devient,  après 
réduction, 

471  rfjT   Vrf^' "^  rfy'      rf^V  ~  4^^  rf-r    ^' 

Or  on  a  vu   (12)  que  dans  un  milieu  diélectrique  homogène, 
on  a 

Par  conséquent  le  premier  membre  de  l'équation  considérée 
peut  s'écrire 

4 
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ce  qui  montre  que  cette  équation  est  satisfaite.  On  s'assurerait  de 
la  mâme  manière  que  les  deux  dernières  des  équatiuns  (3)  sont 
vérifiées  par  la  solution  att'iplêe  par  Maxwell. 

81.  —  Prenons  pour  axe  des  .r  la  direction  de  la  force  l'iec- 
Iromotriee  en  un  point  et  pour  axes  des  y  et  des  :  deux  droites 
rectangulaires  perpendiculaires  ïi  cette  direction.  Si  nous  dési- 
gnons par  F  la  valeui   absolue  de   la   force  éleclromolrice,  nous 


s  dan 


[ne  d'à 


Kn  portant  ces  valeurs  dans  les  relations  (/j).  nous  obtenons 


!',„  =  l'„  =  I'„,  =  [',,  =  P,,  =  P„  =  o. 

II  résulte  de  ces  égalités  que  la  pression  sur  un  élément  de 
surface  perpendiculaire  ii  la  direction  de  la  force  éleciro motrice 
ou  piirallèle  ii  cette  direction  est  normale  à  cet  élément.  Sur  un 
élément  oblique  par  rapport  a  cette  direction,  la  pression  est 
oblique  ;  la  composante  suivant  la  direction  de  la  force  électro- 
motrice  étant  positive,  il  y  a  te/ision  suivant  cette  direction; 
pour  une  direction  normale  la  pression  est  négative,  il  y  a  doue 
d'après  la  notation  adoptée  par  Maxwell,  /jiession  au  sens  propre 
de  ce  mot  suivant  cette  direction.  En  outre  la  tension  qui 
s'exerce  sur  un  élément  perpendiculaire  ii  la  force  élcctroniotrice 
et  la  pression  qui  s'exerce  sur  un  élément  parallèle  il  cette  force 
sont  êifales  en  valeur  absolue. 


82.  Discussion,  —  La  théorie  précédente,  considérée  en 
elle-inônie,  rend  bien  compte  des  lois  connues  des  attractions 
électrostatiques.  Si  ou  l'adopte,  il  faudra  admettre  que  ces  attrac- 
tions sont  ducs  il  des  pressions  et  j>  des  tensions  qui  se  déve- 
loppent dans  un  fluide  é]astir[uc  particulier  qui  remplirait  les 
diélectriques, 
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Mais  il  fiiudr.!  siiiiptiser  en  m^mc  temps  que  les  lois  de  l'éliis- 
ticitû  (le  ce  fluide  diderent  nbsolument  des  lois  de  l'élusticiti' 
deseorps  mntériels  que  noua  connaissons,  des  lois  de  l'élMSticité 
admises  pour  l'éthcr  lumînirbre,  qu'elles  diffèrent  enfin  des  lois 
que  noiifi  avons  élé  conduits  ii  admettre  puiirrélaslieité  du  fluide 
inducteur. 

Pour  ces  deux  iluides  lijpothêtiqiies  en  effet,  comme  pour  les 
lluîdes  pondérables  eux-mêmes,  les  forces  élastiques  sont  pro- 
portionnelles aux  déplacements  qui  les  produisent,  et  il  en  serait 
de  même  des  variations  de  pression  dues  à  l'action  de  ees  forces. 
La  pression,  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  hypothèses  complé- 
mentaires que  l'on  fasse,  devrait  donc  s'exprimer  linéairement 
à  l'aîde  du  potentiel  et  de  ses  dérivées.  Au  contraire  nous  venons 
d'être  conduits  ii  des  valeurs  de  la  pression  qui  sont  du  2°  degré 
par  rapport  aux  dérivées  du  potentiel. 

Une  lois  que,  rompant  avec  des  haliltudes  d'esprit  invétérées, 
nous  aurons  consenti  a  attribuer  ces  propriétés  paradoxales  au 
fluide  hypothétique  qui  remplit  les  diélectriques,  nous  n'aurons 
plus  d'objection  à  faire  ii  la  théorie  précédente  considérée  en 
elle  niPme.  Mais  cependant,  si  elle  n'implique  pas  de  eonlradio- 
lion  interne,  on  peut  se  demander  si  elle  est  compatible  avec 
les  autres  théories  de  Maxwell,  par  exemple  avec  la  théorie  du 
déplacement  électrique  que  nous  avons  exposée  plus  haut  sous 
le  nom  de  théorie  du  lluidc  inducteur. 

Il  est  évident  que  la  conciliation  entre  ces  deux  théories  est 
impossible;  car  nous  avons  été  conduits  a  attribuer  au  duide 
inducteur  une  pression  égale  ii  •};  au  contraire  dans  la  théorie 
nouvelle  la  pression  du  fluide  qui  remplît  les  diélectriques  a  nue 
valeur  toute  difrércnte. 

Il  ne  faut  pus  attribuer  à  cette  contradiction  trop  d'inijuir- 
tance.  J'ai  exposé  plus  haut  en  effet  les  raisons  qui  me  font  pen- 
ser que  Maxivell  ne  reearduit  la  théorie  du  déplacement  élec- 
trique ou  du  fluide  inducteur  que  comme  provisoire,  et  que  ce 
fluide  inducteur  auquel  il  conservait  le  nom  d'électricité,  n'avait 
pas  à  ses  yeux  plus  de  réalité  objective  que  les  deux  fluides  de 
Coulomb. 


83.  —  Malbe 


lent  ii  > 


?  ditlicullé  plus  f^rave.  l'oi 
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Maxwell,  et  c'est  un  point  auquelil  tenait  évidemment  beaucoup, 
Ténergie  potentielle, 


W=    /  -f  (/■'+é''+A')rfT 


est  localisée  dans  les  divers  éléments  de  volume  du  diélectrique, 
de  telle  façon  que  l'énergie  contenue  dans  l'élément  dr:  a  pour 
valeur 

ou,  en  supposant  K  =  i,  pour  simplifier,  et  appelant  F  la  force 
électromotrice  ; 

8-    • 

Si  donc  F  subit  un  accroissement  très  petit  éZF,  cette  énergie 
devra  subir  un  accroissement  égal  à  : 

Nous  prendrons  comme  élément  de  volume  ^t  un  parallélipi- 
pède  rectangle  infiniment  petit  dont  une  arête  sera  parallèle  à  la 
force  électromotrice  F  et  dont  les  trois  arêtes  auront  pour  lon- 
gueurs a,  3  et  1%  de  telle  sorte  que 

ayv  =  d'z. 


t  t 


Cherchons  une  autre  expression  de  cette  énergie. 

Il  est  naturel  de  supposer  que  cet  accroissement  rfW  de  l'éner- 
gie localisée  dans  cet  élément  </t  est  dû  au  travail  des  pressions 
qui  agissent  sur  les  faces  de  ce  parallélipipède.  Les  arêtes  du 
parallélipipède  qui,  lorsque  les  pressions  sont  nulles,  ont  pour 
longueurs  a,  ,3,  v,  prennent  sous  Tinfluence  de  ces  pressions  des 
longueurs 

Si  nous  supposons  que  ces  quantités  s,,  s^,  £3,  prennent  des 
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accroissements  rfsj,  rfe^,  ^£3,  les  travaux  des  pressions  P^^,  P^^^, 
P„,  sur  les  diverses  faces  du  parallélipipède  seront 

—  ^y  7.dt^  =  -^  (h  rfe„ 
F  F^ 

F^  F* 

-- 8^a?yrfs3=— g^rfTrfe, 

La  somme  de  ces  travaux  est 

F» 


Stt 


(h  (rfsj  —  rfs,  —  rfsj) . 


Si  nous  attribuons  l'énergie  potentielle  aux  travaux  des  pres- 
sions, nous  devons  «avoir  égalité  entre  ces  travaux  et  la  varia- 
tion rfW  de  Ténergie,  c'est-à-dire 

F»  2FrfF 

-g^  rfT  (rf£j  —  dt,  —  ^£3)  =  -^   rfT, 

ou  y 

dz.  —  dz^  —  de^  =  - 


i  *  3  F 

En  intégrant  nous  obtenons 

£j  —  £j  —  £3  =  2  log  F  +  const. 

Ce  résultat  est  inadmissible,  car  dans  Tétat  d'équilibre,  nous 
avons  F  =  o  et  l'égalité  précédente  ne  pourrait  alors  avoir  lieu 
que  si  £,  ou  £,  devenait  infini,  conséquence  évidemment  absurde. 

84.  —  La  théorie  du  §  77  est  donc  incompatible  avec  Thypo- 
thèse  fondamentale  de  la  localisation  de  l'énergie  dans  le  diélec- 
trique, si  l'on  regarde  cette  énergie  comme  potentielle.  11  n'en 
serait  plus  de  même  si  l'on  regardait  cette  énergie  comme  ciné- 
tique^ c'est-à-dire  si  l'on  supposait  que  le  diélectrique  est  le 
siège  de  mouvements  tourbillonnaires  et  que  W  représente  la 
force  vive  due  à  ces  mouvements.  Mais  on  ne  peut  encore  adopter 
cette  interprétation  de  la  pensée  de  Maxwell  sans  se  heurter  à 
de  grandes  difficultés. 
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Lorsque  le  savant  anglais  appli([iie  les  équations  de  Lagrange 
\\  la  théorie  des  phénomènes  électrodynaniiqucs,  il  suppose 
expressément,  comme  nous  le  verrons  plus  loin,  que  l'énergie 
électrostatique 


s"  +  h']  d". 


est  de  Ténergie  potentielle   et  que  Ténergie  électrodynamique 
est  au  contraire  cinétique. 

Aussi  réserve-t-il  l'explication  par  les  mouvements  tourbil- 
lonnaires  pour  les  attractions  magnétiques  et  électrodynamiques 
et  ne  cherche-t-il  pas  à  Tappliijuer  aux  phénomènes  électrosta- 
tiques. 

J'arrête  ici  cette  longue  discussion  qui  me  semble  avoir 
prouvé  que  la  théorie  précédente,  parfaitement  acceptable  en 
elle-même,  ne  rentre  pas  dans  le  cadre  général  des  idées  de 
Maxwell. 

On  pourrait,  il  est  vrai  supposer  que  Ténergie  électrostatique 
\V  représente  de  la  force  vive,  comme  l'énergie  électrodyna- 
mique, mais  qu'elle  en  dilH^re  parce  ({u'elle  est  la  force  vive  due 
il  des  mouvements  beaucoup  phis  subtils  encore  que  ceux  qui 
donnent  naissance  à  l'énergie  éleclrodynamique.  Je  ne  crois  pas 
qu'il  y  ait  grand  avantage  à  développer  une  interprétation  aussi 
compliquée  ;  en  tout  cas  on  n'en  voit  pas  de  trace  dans  le  Traité 
de  Maxwell  sous  sa  forme  définitive. 


CHAPITRE    V 

ÉLECTROKINÉTIQL'E 


85.  Conductenra  linéaires.  —  La  propogatîon  de  l'électricité, 
en  régime  permanent  dans  les  conducteurs  linéaires  est  réglée 
par  deux  lois  :  la  loi  de  Oliin  et  celle  de  Kirchhoff. 

D'aprirs  la  première,  la  force  êlcctro motrice  *\a\  agit  entre  les 
extrémités  d'un  conducteur  est  proportionnelle  ti  la  quantité 
d'électricité  qui  traverse  l'unité  de  section  de  ce  conducteur 
pondant  l'unité  de  temps.  Dans  le  cas  où  la  section  du  conduc- 
teur est  partout  lu  même,  comme  dans  un  (il  cylindrique.  In 
force  électromolricc  est  proportionnelle  ii  lu  quantité  d'élec- 
tricité qui  passe  à  travers  cette  section  pendant  l'unité  de  temps. 
Cette  quantité  est  appelée  l'intensité  du  courant  quî  parcourt  le 
conducteur  ;  nous  la  désignerons  par  i.  Si  le  conducteur  est 
homogène  et  si  aucun  de  ses  points  n'est  le  siège  de  forces 
électromotrices,  la  force  électromotrice  entre  ses  extrémités  est 
égale  â  la  différence  iti  —  '};  des  valeurs  du  potenlicl  en  ces 
points  et  lu  loi  de  Ohm  conduit  à  la  relation 

Mais  dans  le  cas  le  plus  général  il  existe  en  dillereuts  points 
-  du  conducteur  des  forces  éleclroniotrices  qui  sont  dues  soît  à 
un  défaut  d'homogénéité,  soit  à  des  phénomènes  calorifiques 
ou  chimiques,  soit  enfin  à  des  elfels  d'induction.  En  désignant 
par  ZE  la  somme  des  forces  éiectromotrices  de  cette  nature 
qui  existent  en  divers  points  du  conducteur  linéaire,  nous  avons 
alors 


h) 


Ri  =  4.  —  i 


ÏE. 


;8  KLECTROKiyETIQLE 

D:iiis  CCS  deux  formules  R  est  ec  qu'un  appelle  la  rênUlance 
du  couductcur.  Cette  i-ésislaiice  est  liée  Ji  lu  longueur  J  et  à  U 
sectiun  tho  du  conducteur  par  \-a  relation 

où  C  est  uii  l'acteur  ne  dépendant  que  de  la  nature  du  conduc- 
teur et  qu'un  numnie  coejjtcleni  de  conJuctifité. 

La  loi  de  KircliholT  n'est  autre  que  l'application  du  principe  de 
contiuuitc.  D'après  cette  loi,  si  plusieurs  conducteurs  linéaires 
aLoutissenl  en  un  m6nie  point  de  l'espace,  la  somme  des  inten- 
sités des  courants  qui  les  traversent  est  nulle. 

86.  Nouvelle  expresaion  analytique  de  la  loi  de  Obai.  —  Si 
Qousportons  dans  ta  formule  (i)  la  valeur  delà  résistance  donnée 
par  la  relation  (3}  nous  obtenons 

Considérons  un  élément  Infmîment  petit  de  longueur  dx  du 
conducteur.  Appelons  —  il-l  la  dill'ércnce  des  potentiels  entre 
deux  extrémités  quand  on  se  déplace  dans  le  sens  du  flux  d'élec- 
tricité, et  \d.v  la  variation  de»  forces  éleclromoh-ices  de  toute 
autre  nature.  L'équation  préuédeulc  devient  alors 

ou 

Mais  puisque  i  est  la  quantité  d'élcclrïcilé  qui  traverse  pendant 
l'unité  de  temps  la  section  du  conducteur,  le  quotient  —. —  est  la 
vitesse  du  déplacement  de  l'électricité  ;  en  appelant  u  cette 
vitesse  nous  avons 

R  r— *+^. 

équalion  équivalente  ii  la  loi  de  Ohm  dans  le  cas  d'un  conducteur 
linéaire. 
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87.  Conducteurs  de  forme  quelconque.  —L'analogie  de  lu coa- 
duclibilité  élcclriquc  cl  de  la  conducliljilitê  calari&qiie  conduit  à 
étendre  lu  loi  de  Uliiu  :uix  coiiductcuis  ii  trois  dimensions.  D'itil- 
Icurs  cette  extension  se  trouve  justitiée  piir  la  concordance  des 
consirquencea  thëoricgucs  et  des  Ihits  cxpériuieD taux  observés 
dans  quelques  cas  particuliers. 

Admettons  donc  cette  généralisation  de  lu  loi  de  Ohm.  Si 
nous  appelons  tl  le  poteuliel  en  un  point  cjnelconque  d'un 
élément  rh  du  conducteur,  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force 
électrumotrice  d'origine  quelconque  qui  s'exerce  en  ce  point,  et 
enCn,  h.  c,  h-  les  composantes  de  1»  vitesse  de  l'électricité  en  ce 
point,  nous  aurons  pour  chacune  des  directions  pnrnllëles  aux 
axes  de  coordonnées  une  relation  analogue  il  la  relation  [i'j.  Ces 
trois  relations  sont 


«) 


<h 


Remarquons  que  u,  n,  iv  désignent  les  mômes  quantités  qu'en 
élcctncité  statique  :  les  composantes  de  la  vitesse  de  dOpluce- 
inent  électrique.  Ce  sont  donc  encore  les  dérivées  par  rapport  au 
temps  des  composantes  f,  ^',  h  du  déplacement  de  Maxwell. 

Quant  à  la  loi  de  KirchhoB",  il  est  évident  qu'elle  peut  être 
étendue  aux  conducteurs  ii  trois  dimcnsious  puisqu'elle  n'est 
qu'une  conséquence  du  principe  de  la  continuité.  Les  intensités 
étant  proportionnelles  â  u,  c,  ><',  cette  loi  conduit  ù  la  relation 


Dans  la  théorie  de  Maxwell  oîi  l'électricité  est  supposée  iucom- 
\  preesiblc,  cette  relation,  qui  exprime  la  condition  d'incompres- 
sibilité du  fluide,  est  toujours  salisi'aile,  que  le  régime  perma- 
nent soit  atteint  ou  ne  le  soit  pas. 
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88.  Différencea  entre  les  courants  de  conduction  et  les  cou- 
rants de  déplacement. —  Siiiviint  MlixwuH,  le  lluide  inducteur 
<|ui  remplit  un  milieu  diélectrique  tend  :i  se  déplacer  sous  l'in- 
lluenccdes  forces  électroinotrîces  comme  l'électricité  qui  remplit 
un  milieu  couducteur.  Mnis  tandis  que  dans  le  premier  eus  ce 
déplacement  s'urriîte  bientôt  grâce  à  la  réaction  élastique  du  lluide 
inducteur,  il  n'en  est  plus  ainsi  dans  le  second,  le  fluide  répandu 
à  l'intérienr  des  milieux  conducteurs  ne  jouissant  pas  de  pro' 
priétés  élastiques.  11  en  résulte  que  les  courants  de  déplacement 
ne  peuvent  durer  que  pendant  le  temps  très  court  nécessaire  a 
l'étiililisscment  de  l'équilibre.  Au  contraire  les  courants  de 
conduction  peuvent  se  maintenir  tant  qu'un  ageut  extérieur 
maintient  une  force  électromutrice  entre  deux  points  d'un  con- 
ducteur. C'est  lii  une  première  dilférence  entre  les  cournnts  de 
conduction  et  les  courants  de  déplacement. 

Une  seconde  difl'érence  résulte  des  équations  qui  expriment 
les  lois  auxquelles  obéissent  ces  courants.  I.cs  équations  (4)  éta- 
blies pour  les  courants  de  conduction,  peuvent  s'écrire 


D'autre  part,  nous  avons  montré  (72)  que  s'il  existe  ii  l'inté- 
rieur d'un  diélectrique  des  forces  élcctroniotrices  (que  nous 
avons  supposées  ducs  à  l'induction,  mais  que  nous  pourrions 
supposer  dune  autre  nature  s'il  était  possible  d'en  concevoir), 
les  équations  des  courants  de  déplacement  doivent  s'écrire 


'  di  ^ 


:X-^/. 


\i-^-^> 
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Le  rapprocheinciil  des  équations  (5)  et  (ti)  fuit  voir  îniméJiate- 
ment  que  tandis  que  les  coui-iinls  de  déplacement  dépendent  de 
la  grnndeiir  du  déplacement,  les  cuurants  de  conductiuii  dépendent 
de  la  vilesse  de  ce  déplacement. 

89.  —  Pour  bien  comprendre  la  difféience  qni  en  résulte  pour 
les  deux  courants  prenons  les  deux  exemples  suivants  cnmnie 
termes  de  comparaison.  Kn  premier  lieu  supposons  qu'on  élève 
un  corps  pesant  le  long  d'un  plan  incliné  où  le  Irnltement  est 
nul  ;  on  accomplît  un  travail  qui  se  retrouve  sous  lu  forme 
d'énergie  poleiitieUe  sensible.  Supposons  maintenant  que  le 
mouvement  s'effectue  sur  un  plan  horizontal  un  le  frottement  est 
considérable  ;  quand  la  puissance  cessera  d'agir  le  corps  restera 
en  repos  ;  le  travail  accompli  ne  se  retrouve  plus  sous  forme 
d'énergie  potentielle  sensible,  il  se  retrouve  sous  forme  de  cha- 
leur. Dans  le  premier  cas  le  travail  dépend  du  déplacement  du 
corps,  dans  le  second  de  sa  vitesse.  Xous  trouvons  quelque  chose 
d'analogue  dans  les  deux  espèces  de  courants  :  la  production  de 
courants  de  déplacement  produit  une  variation  de  l'énergie 
potentielle  du  système  qui  dépend  du  carré  du  déplacement;  les 
courants    (le    conduction    donnent    lieu    à     un    dégagement    de 

Une  autre  comparaison  empruntée  à  l'hydrodynamique  permet 
également  de  se  rendre  compte  de  la  différence  qui  existe  entre 


I  S  I 

t:  1? 'a  i 


les  deux  espèces  de  courants.  Prenons  une  pompe  P  (fig.  10] 
portant  deux  tubes  latéraux  AB  et  FE  communiquant  entre  eux 
par  deux  tubes  verticaux  BC  et  ED  et  par  un  tube  horizontal  CD. 
Supposons  cette  pompe  remplie  de  mercure,  ainsi  ([u'une  partie 
Poi.NCAHË.  Elcclricité  et  Oplic|Dc.  6 
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des  tubes,  et  suient  M  et  N  les  nîveutix  du  mercure,  situés  il 
Turigine  dans  un  même  plan  horizontal,  duns  tes  tubes  verticaux. 
Admettons  enfin,  c[ue  le  tube  CD  et  les  purtics  des  tubes  verti- 
caux, non  occupées  par  le  mercure,  sont  remplies  d'eau.  Sï  nous 
faisons  i'unctionner  la  pumpe,  un  courant  li<iuide  se  produit  dans 
l'appareil  et  dans  un  certain  sens,  le  sons  ABCDEF  pur 
exemple,  et  le  niveau  du  mercure  s'élève  en  M  et  s'abaisse  en  N, 


jusqu  a  ce  t[i 


i!  la  difrérence  de  niveau  donne  lieu  a 


t  pression 


lul^sante  pour  enipfcher  le  jeu  de  la  pompe.  Le  travail  dépense 
est  alors  employé  ii  produire  une  diiTêrence  de  niveau  ;  il  se 
retrouve  sous  i'orme  d'augmentation  de  l'énergie  potentielle  du 
système  et  cette  énergie  dépend  de  hi  position  des  niveaux  du 
mercure.  Nous  avons  là  une  image  liilèle  d'un  courant  de  dépla- 
cement. 

Modifions  légèrement  l'appareil  précédent.  Donnons  aux  tubes 

une  très  lalble  section  et  supposons  que  ces  tubes  et  la  pompe 
soient  complètement  remplis  de  mercure.  Quand  on  fait  mou- 
voir la  pompe,  le  mercure  se  déplace,  et  par  suite  de  sa  viscosité 
il  oppose  une  résistance  au  mouvement  du  piston.  Lorsque  cette 
résistance  est  égale  ii  la  puissance  qui  agit  sur  la  pompe,  le  mer- 
cure se  meut  avec  une  vitesse  constante  et  ce  mouvement  a  lieu 
tant  que  dure  le  fonctionnement  de  la  pompe.  Le  travail  de  Ih 
puîssunce  se  retrouve  sous  forme  de  chaleur  développée  par  le 
frottement  des  molécules  liquides  et  la  quantité  de  chaleur 
dégagée  dépend  de  la  vitesse.  Nous  retrouvons  dans  cet  exemple 
l'image  complète  d'un  courant  de  conduction  ;  régime  variable 
pendant  la  période  d'établissement,  régime  permanent  se  pro- 
duisant ensuite,  transformation  du  travail  en  chaleur. 


90-  Loi  de  Joule.  —  La  ([uantité  de  ehnli'ur  dégagée  dans  un 
conducteur  traversé  par  un  courant  est,  d'après  la  loi  de  Joule, 
proportionnelle  au  carré  de  l'intensité  de  ce  courant.  Dans  la 
théorie  de  Maxwell  le  travail  nécessaire  pour  vaincre  la  résis- 
tance opposée  par  un  élément  de  volume  ih  îi  la  propagation  de 
l'électricité  a  pour  expression 


dh]  d'di. 
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df^  dg^   dh   étant  les  composantes  du  déplacement   qui   a    lieu 
pendant    un   intervalle    de    temps    dt.    Cette    expression    peut 


s'écrire  : 


/     df  dg    .        dhXd-:  ^ 

\     dt  dt  dt  /  L 


ou, 


■       ^  ,.  d^  df. 

Pour  le  conducteur  tout  entier,  ce  travail  est 


+  (>-  +  w^)  rfx. 


Il  est  proportionnel  au  carré  de  l'intensité  |;  la  quantité  de 
chaleur  qui  résulte  de  sa  transformation  Test  donc  aussi,  comme 
le  veut  la  loi  de  Joule. 

Maxwell,  dans  son  ouvrage,  consacre  plusieurs  chapitres  inté- 
ressants à  l'étude  de  la  conduction.  Nous  ne  le  suivrons  pas 
dans  tous  les  développements  qu'il  donne  sur  ce  sujet  et  nous 
bornerons  a  ce  que  nous  venons  de  dire  l'exposé  de  l'électroki- 
nétique. 


CHAPITRE   M 


MAGNETISME 


91.  Fluides  magnétiques.  Lois  des  actions  magnétiques. 
—   Rappelons  les  poînls  principaux  de  l'étude  du  magnétisme. 

Nous  savons  que  dans  les  phénomènes  magnétiques  tout  se 
passe  comme  s'il  existait  deux  fluides  magnétiques  jouissant, 
comme  les  fluides  électriques,  de  propriétés  opposées  dans 
leurs  actions  réciproques  :  les  fluides  de  môme  espèce  se  repous- 
sent, les  fluides  d'espèces  contraires  s'attirent. 

Les  lois  de  ces  attractions  et  répulsions  sont  identiques  à  celles 
des  actions  des  fluides  électriques  :  la  force  qui  s'exerce  entre 
deux  masses  magnétiques  varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance  et  proportionnellement  aux  masses  agissantes.  En  pre- 
nant pour  unité  de  masse  magnétique  celle  qui,  agissant  sur  une 
masse  égale  placée  h  Tunîté  de  distance,  exerce  une  force  égale 
à  l'unité,  et  convenant  de  donner  des  signes  contraires  aux 
masses  magnéti<[ues  de  nature  difTérente,  nous  avons  pour  la 
valeur  de  la  force  s'exercanl  entre  deux  masses  m  et  m'  placées 
à  une  distance  r, 


mm' 


r 


Dans  ces  conditions  une  force  répulsive  est  négative  ;  une 
force  attractive  est  positive.  La  formule  précédente  a  été  établie 
expérimentalement  par  (Coulomb  et  son  exactitude  est  confirmée 
par  la  concordance  de  ses  conséquences  avec  les  résultats  de 
Texpérience. 

92.  Masse  magnétique  d'un  aimant.  —  La  seconde  loi  fonda- 
mentale du  magnétisme  est  que  dans  un  aimant  quelconque  la 
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somme  algébrique  des  niasses  magaétiques,  définies  comme  on 
vient  de  ]e  voir,  est  nulle.  Cette  loi  découle  du  fait  expérimeu- 
lal  qu'un  aimant  placé  dans  un  champ  magnétique  unil'urmc, 
comme  celui  produit  pnr  In  Terre,  ne  prend  pas  de  mouvement 
de  translation.  En  elTct,  si  la  masse  magnétique  totale  de  l'ai- 
mant n'était  pas  nulle,  l'aimant  serait  soumis  à  une  force  et  non 
il  un  couple  et  cet  aimant  se  déplaceruît  sous  l'action  du  champ, 

93.  Constitution  des  aimants.  —  La  rupture  d'un  aimanten  un 
grand  nombre  de  petits  morceaux  donne  naissance  ii  autant  de 
petits  aimants  et  ihiieun  d'eux  présente  deux  pôles  de  mùme 
intensité  et  de  signes  conlraiies.  F.n  rassemblant  ensemble  ces 
petits  aimants  on  reproduit  l'aimant  primitif  avec  toutes  ses 
propriétés.  On  peut  donc  admettre  qu'un  aimant  est  constitué 
par  des  petites  particules  contenant  deux  masses  magnétiques 
égales  et  de  signes  contraires.  La  somme  algébrique  des  masses 
de  chaque  particule  est  nulle  et,  par  suite,  la  masse  totale  de 
l'aîmant  tout  entier  est  aussi  nulle,  comme  l'exige  lu  loi  précé- 
dente. Cette  hypothèse  sur  la  constitution  des  aimants  n'est  donc 
pas  en  contradiction  avec  l'expérience. 

94.  Potentiel  d'un  élément  d'aimant.  Composantes  de 
l'aimantation.  —  Prenons  une  des  particules  clénicntaires,  de 
volume  dz,  qui  composent  un  aimant 
et  cherchons  la  valeur  du  potentiel 
en  un  point  P  (lig.  .,).  Soiml,» 
et  —  m  les  masses  magnétiques  pla- 
cées aux  points  infiniment  voisins  A 
et  B  de  cet  élément  ;  f,.  r^  les 
distances    de    ces    poliila    .ni    point    P.    Le    potentiel    en     P 


<iÙ  = 


Abaissons  de  A  la  perpendîtiihiire  AC  sur  la  droite  BP; 
r^  —  i\  est,  à  des  infiniment  petits  du  second  ordre  près,  égal 
a  BC.  Avec  la  même  approximation  nous  avons,  en  appelant  da 
la  distance  AB,  et  e  l'angle  de  OP  avec  la  direction  BA, 
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et  aussi 

2 

'ri  —  '  ^ 

r  étant  la  distance  du  point  P  au  point  0. 
Par  suite,  la  valeur  du  potentiel  en  P  est 

/  ,  -^  mda  cos  s 

(ij  dQ  = -3 


/• 


Transformons  cette  expression  en  y  introduisant  les  compo- 
santes A,  B,  C  de  Vaimantation  ou  magnétisation  I.  Ces  compo- 
santes sont  définies  par  les  relations  suivantes 

mdx=  Ad-Zy       mdij  =  BrfT,       mdz  =  Cd-z, 

où  d,i\  d\i^  dzy  désignent  les  projections  de  la  droite  BA  suivant 
trois  axes  rectangulaires. 

Nous  avons,  si  Ç,  r,,  ^  sont  les  coordonnées  du  point  P  et  x, 
y,  z  celles  du  point  O, 

dx     5  —  X  du    T.  —  ?/     ,     dz     s  —  -3 

COS£=:— ^^ h  ^  -J =^  +  -7 y 

du         r  du         r  da  r 

et  par  conséquent  pour  la  valeur  de  dQ, 

Mais  le  carré  de  la  distance  du  point  O  au  point  P  est, 

'•"  =  .;— •''/+^''.  —  /^;  +  (s— v; 

nous  en  tirons 

r  dr 

dx 
et 

l — .r  I      dr  r 


r^  r-     d.v  d.v 

Nous  aurons  de  la  même  manière 


d ^  rf  — 

r,  —  ?/  r  ^—z.  r 


/"*  di/  /•'  dz 
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Nous  pouvons  donc  écrire  : 

d  —  d  —  d — 

/•  r  /• 

dû  =  mdx  — z h  f^^fiy  — -, \-mdz  — = — , 

ax  '^     dy  dz 

ou  en  tenant  compte  des   relations   qui    définissent  les  compo- 
santes de  la  magnétisation, 


dO. 


\         dx  dij  dz  I 


95.  Potentiel  d'un  aimant.  —  Le  potentiel  d'un  aimant  s'ob- 
tiendra en  additionnant  les  potentiels  dus  h  chacun  de  ses  élé- 
ments ;  il  aura  pour  valeur 


û  = 


Un  aimant  étant  limité  par  une  surface  fermée,  nous  pouvons 
modifier  cette  expression.  En  désignant  par  Z,  /w,  n  les  cosinus 
directeurs  de  la  normale  h  un  élément  dio  de  la  surface  de  Taimant 
avec  les  axes  de  coordonnées  nous  avons  en  elFet. 


ou 


A  —, —  rfT  =    /    lA  -^  diû  — 
dx  /  /• 


Si  nous  transformons   de  la  même  manière   les  deux  autres 
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termes  de  l'intégrale  quî  donne  û  nous  obtiendrons  pour  cette 
quantité^ 


Û  = 


/A+/;iB  +  /iC 


/• 


On  peut  donc  considérer  le  potentiel  en  un  point  comme  résul- 
tant d'une  couche  de  ipagnctisme  répandue  à  la  surface  de  Tai- 
mant  et  de  densité 

o"  =  /A  +  niQ  -}-  /iC, 


et  d'une  masse  magnétique  occupant  tout  le  volume  de  l'aimant 

et  de  densité 

/  (IK         dï\         rfC 

^  \dx  dy 


I) 


96.  —  Remarquons  que  la  relation  de  Poisson  donne  pour  un 
point  extérieur  à  l'aimant  : 

AQ  =  o, 


et  pour  un  point  intérieur  : 

.  _.  ,  ,    (  rfA 


rfB         rfC\ 
dy  dz  I 


97.  Potentiel  d'un  feuillet  magnétique.    —    Supposons    un 
aimant  limité   par    deux  surfaces   infiniment   voisines  chargées 

de  couches  magnétiques 
égales  et  de  signes  con- 
traires. Si  en  chaque  point 
de  la  surface  la  magnéti- 
sation est  normale  à  cette 
surface,  et  si  le  produit  le 
de  rintensité  de  magné- 
tisation 1  par  Tépaisseur  e 
de  Taimant  est  constant, 
Taimant  prend  le  nom  de 
feuillet  mognétique ,  Le 
produit  constant  le  s'appelle  la  puissance  ^  du  feuillet. 


Fig.  12. 
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Prenons  un  élément  A  d'aîre  rfw  sur  la  surface  du  feuillet  ;  la 
charge  de  cet  élément  est  a^cu,  7  étant  la  densité  de  la  couche 
magnétique  S  au  point  A.  La  portion  AB  du  feuillet  qui  corres- 
pond k  cet  élément  de  surface  peut  être  considérée  comme  un 
aimant  infiniment  petit  possédant  des  charges  o-rfw  et  —  o-r/w  aux 
points  A  et  B  distants  de  e.  La  formule  (i)  du  §  94  donne  pour 
le  potentiel  en  P  de  cet  élément, 

dÇl  =  fidiù  - 


/•* 


Cette  expression  peut  être  transformée.  En  effet,  la  magnéti- 
sation étant  dirigée  suivant  BA,  on  a 

et  par  suite 

-  4>rfci>  cos  e 

a  U  =  — 


r' 


_-    .      diù  cos  6  1»         1  T  1       I  1    1»   1 

Mais -T^ est  1  angle  soude  d'o  sous  lequel  1  élément  de 

feuillet  est  vu  du  point  P  ;  on  peut  donc  écrire 

dù  =  ^d^. 

Pour  un  feuillet  de  dimensions  finies,  on  aura 

c'est-à-dire  : 

Le  potentiel  d'un  feuillet  magnétique  en  un  point  extérieur 
est  égal  au  produit  de  sa  puissance  par  l'angle  solide  sous  lequel 
le  feuillet  est  vu  du  point  considéré  ;  ce  produit  est  pris  avec  le 
signe  +  ou  le  signe  —  suivant  que  la  face  vue  est  positive  ou 
négative. 

98.  Force  magnétique  en  un  point  extérieur,  —  Les  compo- 
santes de  la  force  qui  s'exerce  sur  l'unité  de  masse  magnétique 
positive  placée  en  un  point  extérieur  sont  les  dérivées  partielles 
du  potentiel  en  ce  point  prises  en  si^ne  contraire.  En  les  dési- 
gnant par  a,  P,  y»  i^ous  avons 

*~        dx'   ^~       inf'  ^~~~db' 


99.  Force  magnétique  dans  l'intérieur  d'un  aimant.  —  \otis 
Hu  p<niv(nis  toiiiiLiitro  la  force  qui  s'exerfe  sur  l'unilt-  de  musse 
magnétique  placée  ii  l'intérieur  de  rulniatit  sans  y  creuser  une 
petite  cavité  permettant  d'y  pincer  un  petit  aimant  d'épreuve  ; 
mais  l'existence  de  cette  eavîlé  muditie  l'acliun  de  l'aimant  et 
eette  modification  dépend  de  l.i  forme  donnée  ii  la  ciiviré.  Pour 
faire  le  calcul  de  lu  force  en  nii  point  de  lu  cavité,  il  faut  donc  en 
coiinaitre  la  l'orme. 

Maxwell  ne  considère  que  deux  cas  particuliers  dans  lesquels 
la  cavité  est  un  cylindre  tr6s  petit  dont  les  génératrices  sont 
parallèles  à  la  direction  de  la  magnétisation.  D-.idb  le  premier  cas 
la  hauteur  du  cylindre  est  infiniment  grande  pnr  rapport  à  sa 
section  ;  dans  le  second  elle  est  inliniment  petite. 

Appelous  Q  le  potentiel  de  l'aimaul  tout  entier  en  un  point 
intérieur  et  il,  le  potentiel  de  la  masse  cylindrique  enlevée  pour 
former  la  cavité  en  ce  même  point.  La  différence  Û  —  Q^  est  la 
valeur  du  potentiel  de  l'aimant  en  P  quand  la  cavité  y  est  creusée. 
La  force  sur  l'unité  de  masse  magnélique  a  alors   pour  compo- 


mtes 


JÙ 


</iJ, 


</[i 


rfil, 


100-  ~  Cherchons  la  valeur  de  Û, 


quan. 


la  haute 


r  du  cvl 


est  grande  par  rapport  ii  la  section.  Q,  est  la  somme  de  deux 
intégrales,  l'une  étendue  ii  la  surface,  l'autre  au  volume.  Celte 
dernière  est  infiniment  petite  du  troisième  ordre  et  peut  être 
néfiçligée  vis-ii-vis  de  la  première.  Mais  dans  celle-ci  les  cléments 
correspondant  aux  hases  du  cylindre  peuvent  aussi  êti'e  négligés, 
CCS  hases  étant  Lurinimeut  petites  par  rapport  h  la  hauteur;  il  n'y 
a  donc  ii  tenir  compte  que  de  la  surface  lalérale.  Or,  eu  tout 
point  de  cette  surface  la  normale  est  perpendiculaire  ii  la  direc- 
tion de  nuiguétisatiou  ;  par  suite,  la  projection  iA  +  mB  +  nC  de 
la  magnétisation  sur  celle  normale  est  nulle  el  les  éléments  de 
l'intégrale  correspondante  ii  la  surface  latérale  sont  encore  nuls. 
Il  en  résulte  donc  que  l'on  peut  alors  négliger  la  quantité  U,.  On 
a  pour  les  composantes  de  la  force  magnélique 

_       da     ^  _       (hi       __      jfii_ 

""——z^'  ''~'~ihi'  ''~~~dr' 
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expressions  tdenli([iics  à  celles  qui  dunncnl  les  cuoipasimtcs  eu 
un  point  extérieur. 

101.  Induction  magnétique.  —  Passons  mnintenunt  nu  cas  oii 
lu  hiiutotiv  de  la  cavité  1  yliniiLii[iie  est  1res  petite  par  rapport  à  lîi 
base.  Comme  précédemment,  nous  pouvon^duns  lu  viilcur  de  Û, 
négliger  Tîntéffrale  étendue  au  volume.  Dans  l'intégrale  douMe 
les  éléments  fournis  par  In  surface  liitérnle  sont  nuls  puisque  la 
normale  à  chaque  clément  de  surTace  est  perpenJieuliiîrc  ii  la 
direction  de  magnétisation  ;  il  sulHt  donc  d'étendre  l'intégrale 
douille  à  la  surface  des  bases  du  cylindre. 

Pour  trouver  la  valeur  de  celte  intégrale  prenons  pour  axe 
des  X  une  parallèle  ii  la  direction  de  magnétisation  ;  cet  axe  sera 
alors  perpendiculaire  à  cliacuna  des  bases  du  cylindre.  Pour 
chaque  clément  de  l'une  d'elles  nous  aurons  1=  i,m  =  o,  n^o, 
et  ponr  chaque  élément  de  l'autre  /=  —  1,  /n^=o,  n^=o.  Dans 
ce  système  d'axes  particulier  nous  avons  donc  pour  la  valeur 
de  Ii„ 


./,._/, 


chacune  des  deux  intégrales  étant  étendue  ii  la  surface  des  buses. 
Cette  valeur  est  la  même  que  si  l'on  supposait  que  chaque  base 
du  cylindre  est  recouverte  d'une  couche  de  magnétisme  ayant 
respectivement  pour  densités  -(-  A  et  —  A,  L'étendue  de  ces 
couches  étant  très  grande  par  rapport  ii  leur  distance,  qui  est 
égale  à  la  hauteur  du  cylindre,  l'action  qu'elles  exercent  sur 
l'unité  de  masse  magnétique  placée  entre  elles  a  pour  videur  4^  A, 
Celle  force  est  dirigée  du  côté  de  la  couche  négative,  c'cst-ii-dire 
en  sens  inverse  de  la  magnétisation. 

La  cavité,  qui  a  un  effet  contraire  ii  celui  du  cylindre  aimanté 
de  même  volume,  produira  donc  une  augmeulatton  de  la  force 
dans  la  direction  de  la  magnétisation  et  cette  augmentation  sera 
4TtA.  Par  suite  la  composante  suivant  Oj  de  la  force  exercée  par 
l'aimaut  sur  l'unïté  de  musse  placée  ii  l'intérieur  de  la  cavité  est 


=  »  +  <^A. 
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II  est  évident  que  si  au  lieu  de  prendre  le  système  particulier 
d'axes  dont  nous  avons  fait  usage,  nous  prenons  des  axes  quel- 
conques nous  obtiendrons  pour  les  composantes  de  la  force  des 
expressions  analogues  h  la  précédente. 

Ces  composantes  sont  donc 

i  =  ?  +  4,rB, 

Maxwell  les  appelle  les  composantes  de  l'induction  magnétique 
à  l'intérieur  de  Vaimant, 

102.  —  Remarquons  que  la  quantité 

arfx  +  ^dy  +  vrf^ 

est  une  différentielle  totale,  puisqu'elle  est  égale  à  —  rfû,  tandis 

que  la  quantité 

adx  -}-  bdy  +  cdz 

ne  Test  pas. 

Une  autre  différence  entre  la  force  magnétique  et  Tinduction 
magnétique  consiste  dans  la  valeur  de  la  somme  des  dérivées 
partielles  de  leurs  composantes  :  cette  somme  est  nulle  pour 
rinduction  magnétique  ;  elle  ne  l'est  pas  pour  la  force  magné- 
tique. 

Montrons  en  effet  que 


du  _,     db         de 
dx         dy         dz 


On  a 


da    .    db     .     de        doL    .    rfS        dy         ,    (  d\.         rfB         rfC\ 
dx         dy         dz        dx         dy         dz  \  dx  dy  dz  / 


ou 


da         db  de  .    /dX         dB         rfC 


dh  de  __.  A^(^'^         ^^^ 

dy         dz  '\  dx  dy 


Or, 


rfA       dB    .    rfC 


dx         dy         dz 
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et  la  relation  de  Poisson  donne,  pour  un  point  intérieur, 

Ali  = ^TZ^, 

La  somme  considérée  est  donc  nulle. 

103.  Magnétisme  induit.  —  Certains  corps  placés  dans  un 
champ  magnétique  s'aimantent  par  influence.  Poisson  admet  que 
les  composantes  de  la  magnétisation  induite  en  un  point  d'un  tel 
corps  sont  proportionnelles  aux  composantes  de  la  force  magné- 
tique en  ce  point.  Posons  donc 

A  =  xa,       B  =  x^,       C  =  xy. 

D'après  les  formules  précédentes,  les  composantes  de  l'induc- 
tion seront,  au  même  point, 

^  b  =  p  +  47:B=(i  +  4™)?, 


( 


p  =  Y  +  4-C  =  (i  +  4^)  T- 


En  posant 


ces  formules  deviennent  : 

c  =  [.y. 

Maxwell  appelle  ja  la  capacité  magnétique  inducti^e.  Cette 
quantité  est  analogue  au  pouvoir  inducteur  spécifique  K  de  l'élec- 
trostatique ;  elle  est  plus  grande  que  l'unité  pour  les  corps  magné- 
tiques, égale  à  l'unité  dans  le  vide,  plus  petite  que  l'unité  pour 
les  corps  diamagnétiques. 

104.  —  La  simplicité  des  formules  précédentes  peut  faire  illu- 
sion sur  la  difficulté  de  la  détermination  de  l'induction  en  un 
point  d'un  corps.  C'est  que  nous  n'avons  pas  tenu  compte  de  ce 
que  X  et  jjL  ne  sont  pas  des  constantes  ;  en  second  lieu  nous  avons 
supposé  n'avoir  en  présence  que  des  aimants  permanents  où  la 
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force  coercitive  est  infinie  et  des  aimants  produits  par  influence 
dans  lesquels  la  force  coercitive  est  nulle. 

Les  corps  naturels  ne  satisfont  pas  à  ces  conditions.  La  force 
coercitive  ne  peut  jamais  être  ni  rigoureusement  nulle,  ni  rigou- 
reusement infinie.  De  plus  le  coefTicient  x  n'est  pas  une 
constante.  C'est  une  fonction  de  Tintensité  du  magnétisme 
V/A**  -}-  B^  +  C*  à  laquelle  on  a  donné  le  nom  de  fonction  magné" 
lisante.  On  n'a  le  droit  de  regarder  x  et  jjl  comme  des  constantes 
que  si  la  magnétisation  est  très  faible. 

C'est  ce  que  nous  supposerons  toujours  dans  ce  qui  va  suivre, 
et  cela  sera  d'autant  plus  légitime  que  pour  la  plupart  des  corps  [jl 
diffère  très  peu  de  i. 
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105.  Lois  fondamentales.  —  Plusieurs  modes  d'exposition 
peuvent  être  adoptés  pour  trouver  l'action  exercée  par  un  courant 
fermé  sur  un  pôle  magnétique  et  montrer  que  cette  action  peut 
être  assimilée  b  celle  d'un  feuillet  magnétique  de  même  contour. 
Nous  ne  suivrons  pas  celui  de  Maxwell  qui  prend  comme  point 
de  départ  Téquivalence  d'un  courant  infiniment  petit  et  d'un 
aimant  ;  nous  nous  appuierons,  pour  arriver  aux  formules  de 
Maxwell,  sur  trois  lois  démontrées  par  Texpérience  et  sur  une 
hypothèse. 

Les  trois  lois  expérimentales  sont  les  suivantes  : 

i*'  Deux  courants  parallèles  de  même  intensité  et  de  sens 
inverses  exercent  sur  un  pôle  magnétique  des  actions  égales  et  de 
signes  contraires  ; 

î4**  Un  courant  sinueux  exerce  une  action  égale  à  celle  d'un 
courant  rectiligne  qui  aurait  les  mêmes  extrémités  ; 

3°  La  force  exercée  par  un  courant  sur  un  pôle  magnétique  est 
proportionnelle  à  Tintensité  du  courant,  c'est-à-dire  à  la  quantité 
d'électricité  qui  traverse  une  section  du  conducteur  pendant 
l'unité  de  temps. 

Les  deux  premières  de  ces  lois  ont  été  démontrées  par  Ampère  ; 
la  troisième  a  été  vérifiée  par  de  nombreuses  expériences  :  les 
unes  efiectuées  en  déchargeant  des  batteries  chargées  de  quan- 
tités d'électricité  connues,  comme  dans  les  expériences  de 
Colladon  et  de  Faraday;  les  autres  plus  précises,  faites  avec  le 
voltamètre. 

1Q6.  Hypothèse.  —  L'hypothèse  que  nous  joindrons  aux  lois 
précédentes,  est  que  les  composantes  de  la  force  agissant  sur 
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un  pille  magnélique  sont  les  dérivées  pnrtîelles  d'une  même 
foiiclion  qui  ne  dépend  que  de  la  position  du  pôle  par  rapport 
uu  eircuit. 

Celle  hypothèse  puruîtru  la  plus  naturelle  si  Ton  songe  qu'il 
doit  y  avoir  conservation  de  l'énergie  dans  le  système.  Mais  fai- 
sons observer  que  ce  n'est  pas  In  seule  qui  soit  compatible  uvec 
le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie;  l'hypothèse  adoptée 
pourrait  donc  se  trouver  en  défaut  sans  que  le  principe  de  la 
conservation  de  l'énergie  cesse  d'ôtre  vérïiié. 

D'après  celte  hypothèse  nous  pouvons  poser  pour  les  valeurs 
a,  p,  Y  des  composantes  de  la  force  agissant  sur  l'unité  du  pôle 


du 


Lu  fonction  11  est  appelée  le  potentiel  du  circuit  parcouru  par 
le  courant.  Pour  en  trouver  l'expression  nous  aurons  recours  îi 
quelques  théorèmes  que  nous  allons  ctuhlir   tout  d'aiiord.  Nous 

négligerons    d'ailleurs,    pour  plus   de   eommodil;;' ,    la    constante 
d'intégration  de  la  l'onction  il. 

lOT.  TmioniiME  I.  —  Le  potentiel  dii  à  un  cùvnilesl  égal  à  la 
somme  des  potentiels  dus  aux  divers  circuits  suivant  lesquels  on 
peut  le  décomposer. 

Cette  propriété  déconte  immédiatement  de  la  loi  fondanicnlnlc 
des  actions  exercées  par  deux  cou- 
rants parallèles  cl  de  sens  inverses. 

Kn  cITel,  soit  ABCD  (fig.  li]  un 
courant  fermé;  nous  pouvons  le  décom- 
poser en  deux  circuits  ABCA  et  .\CDA 
parcourus  dans  le  sens  des  (lèches.  Le 
circuit  AG  étant  parcouru  par  deux  cou- 
rants de  même  intensité  maïs  de  sens 
inverse  n'exerce  aucune  action  sur  un 
:ouséquent  le  potentiel  du  circuit  total 
ne  des  potentiels  des  deux  circuits  par- 


par  < 


pôle  niagnctiqui 

doit  être  égal  à  la  son 

liels  ABCA  et  ACDA. 

La  généralisation  de  ce  Ihéurèmc  à  un 
circuits  partiels  est  évidente. 


inhrc  quelconque  de 
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108-  Théobème  h.  —  Le  /Mlcntiel  d'itn  fircnil  fermé  plan  en 
un  point  extérieur  situé  dans  son  plan  est  nul. 

a.  Supposons  d'abord  que  le  circuit  possède  un  axe  de  symc- 
tiie  OA  (fig.  i4),  et  plaçons  un  pôle 
mngnéttque  en  un  point  quelconque  O 
de  cet  axe.  Si  nous  faisons  tourner  le 
circuit  autour  de  son  axe  de  symétrie, 
le  pôle  magnétique  conserve  toujours 
la  même  position  par  rapport  au  circuit 
et,  par  conséquent,  le  potentiel  en  O 
ne  varie  pas.  Mais  quand  le  circuit  a 
tourne  d'un  angle  de  180",  il  revient 
dans  son  plan  primitif  et  le  sens  du 
courant  représenté  dans  la  position 
initiale  par  les  llèches  de  la  figure  i4, 
est,  après  cette  rotation,  représenté  par 

les  flèches  de  la  figure  i5.  Le  courant  a  donc  changé  de  sens 
par  rapport  au  point  0,  et  d'après  la  loi  des  courants  de  sens 
inverses,  la  force  qui  s'exerce  sur  le  pôle  a  changé  de  sens.  De 
ce  changement  dans  le  sens  de  la  force  résulte  un  changcnieiit 
dans  le  signe  du  potentiel  Q  ;  comme  d'autre  part  ce  potentiel 
doit  conserver  la  même  valeur  il  doit  être  nul. 

II.  Si  le  circuit  a  la  forme  dun  rectangle  curviligne  BCDE 
(fig.  16),  formé  par  les  arcs  de  cercle  BC  et  DK  cl  par  les  por- 
tions BD  et  CK  des  rayons  BO  et  CO  le  potentiel  en  O  est  nul 
puisque  ce  point  appartient  à  l'axe  de  symétrie  OA  de  la  figure. 

c.  Quand  le  circuit  fermé  se  compose  d'une  série  d'arcs  de 
cercles  concentriques  AB,  ('D,  ..  (lig.  i-J,  réunis  par  des  portions 
recliligncs  CD.DIC,...  passant  par  le  centre  commun  0,  le  poten- 


tiel en  ce  point  est  évidi 
d'après  le  théorème  I. 

(/.  Passons    enfin    au   cas 
quelconque  (fig.   i8;.  l'reno 
sins  A,  B,    C,...  et   par    ces 
cercle  ayant  pour  centre  u 
cuit,  V.n  menant  par  0  ui 
meut  choisis,  nous  pourr 
dont  les  divers  élén 
PoiM^ARf:.  Eli^clrid 


nt  nul,  d'après   ce  qui  précède  et 


néral  d'un  circuit  plan  de  forme 
ns  sur  le  circuit  des  points  très  voi- 
i  points  faisons  passer  des  arcs  lie 
point  quelconque  0  du  plan  du  cir- 
nomhre  égal  de  rayons  convenable- 
Lirruns  former  un  circuit  fermé  abh'a-'... 
its  sont  très  rapprochés  des  éléments  du 
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circuit  donné.  D'après  le  principe  des  courants  sinueux,  rnction 
de  ces  deux  circuits  sur  un  pôle  magnétique  est  la  même.  Or, 
nous  venons  de  voir  que  le  potentiel  en  O  dû  au  courant  sinueux 


^  -  '  / 
o 

Fig.  '7. 


/   // 


'   '/ 

'o 

Fig.  18. 


composé  d'arcs  de  cercles  concentriques  et  déportions  rectilignes 
dirigées  vers  le  centre  est  nul.  Par  suite  il  en  est  de  même  pour 
un  circuit  de  forme  quelconque. 

109.  Théohkme  III.  —  Quand  un  circuit  fermé  est  tracé  sur  la 
surface  latérale  d'un  cdney  de  telle  manière  que  chacune  des  géné- 
ratrices du  cône  rencontre  le  circuit  un  nombre  pair  de  fois ^  zéro 
j)ouK'ant  ctre  un  de  ces  nomhresy  le  potentiel  au  sommet  du  cône  y 
stfpposc  non  enveloppé  par  le  circuit,  est  nul. 


o 


En  edet,  en  traçant  sur  la  surface  du  cône  (fig.  ly)  des  généra- 
trices infiniment  voisines,  nous  pouvons  décomposer  le  circuit  en 
éléments  plans  tels  que  ACDBA.  I.e  point  O  étant  situé  dans  les 
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plans  de  chacun  de  ces  circuits  partiels  le  potentiel  en  ce  point 
dû  à  Tun  quelconque  d'entre  eux  est  nul;  la  somme  de  ces  poten- 
tiels, c'est-à-dire  le  potentiel  dîi  au  circuit  total,  est  donc 
nulle. 


110.  THÉoniiME  IV.  —  Quand  deux  circuits  fermés^  tracés  sur 
la  surface  latérale  dUin  cône  et  coupant  toutes  les  génératrices 
au  moins  une  foisy  sont  parcourus  par  des  courants  de  même 
intensité  et  de  même  sens  par  rapport  à  un  observateur  placé  au 
sommet  du  cône  le  potentiel  en  ce  point  a  la  même  valeur  pour 
chacun  des  circuits. 

Soient  ACR    et  BDF  (fig.  'ao)  les  deux  circuits  parcourus  par 


o 


des  courants  dont  le  sens  est  indiqué  par  les  lièches  placées  exté- 
rieurement. Si  nous  supposons  ces  circuits  parcourus  en  môme 
temps  par  des  courants  égaux  en  intensité  mais  dont  le  sens,  in- 
diqué par  les  lièches  intérieures,  est  contraire  à  celui  du  courant 
réel  qui  les  traverse,  le  potentiel  en  O  du  à  l'ensemble  de  ces 
quatre  courants  est  évidemment  nul.  Il  sera  encore  nul  si  nous 
ajoutons  à  ces  courants  des  courants  de  même  intensité  mais  de 
sens  dillérenls  parcourant  deux  génératrices  quelconcjues  du  cône, 
AB  et  CD.  Mais  l'intensité  étant  la  même  pour  tous  les  courants, 
nous  pouvons  considérer  le  système  comme  formé  : 

i"*  Du  circuit  fermé  A(^DB  parcouru  dans  le  sens  indiqué  par 
Tordre  des  lettres;  2**  du  circuit  fermé  ABFDCKA;  3°  du  circuit 
BDF  ;  4*^  du  circuit  ARC.  Le  potentiel  en  O  du  à  chacun  des 
deux  premiers  circuits  est  nul,  car  chacun  d'eux  satisfait  aux 
conditions  du  théorème  précédent.  Le  potentiel  dû  à  l'ensemble 
du  troisième  et  du  quatrième  ^ârcuit  est   donc  nul  et  par   consé- 
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queiit  le  potentiel  résultant  du  circuit  BDF  parcoïiru  par  le  cou- 
rant réel  est  égal  et  de  signe  contraire  au  potentiel  résultant  du 
circuit  AKC  parcouru  par  le  courant  (ictiT  de  sens  contraire  au 
courant  réel  qui  traverse  ce  circuit.  Le  potentiel  du  courant  réel 
traversant  le  circuit  ACE  est  égal  et  de  signe  contraire  au  poten- 
tiel du  courant  fictif  ([ui  parcourt  ce  môme  circuit  en  sens  inverse  ; 
il  est  donc  égal  au  potentiel  du  courant  réel  qui  traverse  BDF. 

Faisons  d'ailleurs  observer  que  les  deux  circuits  considérés, 
au  lieu  d*être  placés  sur  la  surface  d'un  même  cône,  comme  nous 
Tavons  supposé,  pourraient  appartenir  à  deux  cônes  distincts 
mais  superposables. 

111.  Potentiel  d'un  courant  fermé.  —  Prenons  un  circuit 
fermé  quelconque  parcouru  par  un  courant,  et  cherchons  le 
potentiel  en  un  point  O  extérieur  au  circuit. 

Du  point  O  comme  sommet  traçons  un  cône  s'appuyant  sur  le 
contour  du  circuit.  Ce  cône  découpera  sur  la  surface  de  la  sphère 
de  rayon  unité  une  surface  dont  la  valeur  z>  mesure  Tangle  solide 
sous  lequel  le  circuit  est  vu  du  point  O.  Nous  pouvons  décompo- 
ser ce  cône  en  une  infinité  de  cônes  infiniment  déliés  de  même 
angle  solide  et  supposer  le  circuit  donné  décom])osé  en  une  infi- 
nité de  petits  circuits  fermés  tracés  sur  la  surface  de  ces  cônes. 
Ces  cônes  de  même  angle  solide,  étant  infiniment  petits,  peuvent 
être  choisis  superposables  et  le  potentiel  en  O  est  le  même  pour 
chacun  des  circuits  tracés  sur  la  surface  de  l'un  d'eux.  Le  poten- 
tiel du  circuit  total  est  la  sonîiue  de  c<*s  potentiels;  il  est  donc 
proporlionuel  au  nombre  des  cônes  élémentaires  et,  par  suite,  ii 
Taiitrle  solide   v. 

Mais,  d'après  la  tioisième  loi  fondamentale  ([ue  nous  avons 
énoncée,  l'action  exercée  par  un  courant  fermé  sur  un  pôle 
d'aimant  est  proportionnelle  à  l'intcMisité  de  ce  courant;  par  con- 
séquertt,  en  négligeant  la  constante  d'intégration  dans  l'expres- 
sion de  la  fonction  potentielle,  c(»tte  fonction  doit  également 
être  proportionnelle  à  l'intensité  du  courant.  Nous  pouvons  donc 
écrire 

12  =  '^i\ 
l'intensité  étant  mesurée  au  moyen  d'une  unité  telle  que  le  coef- 
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ficient  de  proportionnalité  soît  égal  à   i,  unité  que    Ton  appelle 
unilé  èlectro-magnètùiue  d*intensilé. 

L'action  d'un  circuit  sur  un  pôle  magnétique  changeant  de  signe 
quand  on  change  le  sens  du  courant  qui  le  traverse,  le  signe  de 
©£  doit  dépendre  du  sens  du  courant.  Appelant  face  positive  du 
circuit  celle  qui  se  trouve  à  gauche  d'un  observateur  placé  sur  le 
circuit  dans  le  sens  du  courant  et  tourné  vers  l'intérieur  du  cir- 
cuit, on  convient  de  donner  à  la  valeur  de  l'angle  solide  le 
signe  -f-  ou  le  signe  —  suivant  que  c'est  la  face  positive  ou  la  face 
opposée  qui  est  vue  du  point  considéré.  En  adoptant  cette  con- 
vention et  celle  qui  consiste  à  regarder  comme  positive  une  force 
attractive  et  comme  négative  une  force  répulsive,  les  compo- 
santes de  la  force  exercée  par  un  courant  fermé  sur  l'unilé  de 
pôle  sont  données  par  les  relations  déjà  écrites  : 

dx^      '  dy^  dz  ' 

112.  Cas  d'un  circuit  inûniment  petit.  —  Soient  AA'  (fig.  21  ) 
la  projection  d'un  circuit  infiniment  petit  et  AOA'  le  cône  élémen- 


Fij?.  21. 

taire   d'angle    solide    dz>   passant  par  ce  circuit.    Le  potentiel  au 
point  O  a  pour  valeur 

du  ^^  idzi. 

Or,  d'^  étant  Taire  de  la  section  BB'  découpée  par  le  cône  sur  la 
sphère  de  rayon  i,  l'aire  de  la  section  AA''  découpée  par  ce 
même  cône  sur  la  sphère  de  rayon  OA  =  /•,  est  r^d-f.  D'ailleurs 
en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur,  on  peut 
considérer  cette  aire  AA"  comme  la  projection  de  l'aire  dio  du 
circuit  AA'  sur  un  plan  perpendiculaire  à  OA. 
Nous  avons  donc 

r^d'^  =  dio  cos  £, 
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et  par  suite 

(i)  d\l= -5 . 

Cette  expression  est  unalogiie  ii  la  Tormule 


['?)  dil  = 


que  nous  avons  trouvée  ^97)  pour  le  potentiel  d'un  élément  de 
feuillet  magnétique  de  puissance  <^.  Par  suite  un  élément  de 
courant  fermé  a  le  même  potentiel  qu'un  élément  de  feuillet  de 
même  surface  et  de  puissance  égale  ii  l'intensité  du  courant. 

113.  Équivalence  d'un  courant  fermé  et  d'un  feuillet  magné- 
tique. —  Les  intégrales  des  formules  ^  i  )  et  [i]  étendues  à  une  même 
surface  donneront,  la  première  le  potentiel  d'un  courant  fermé 
de  forme  quelcon([ue,  la  seconde,  le  potentiel  d'un  feuillet  de 
même  contour.  Si  on  suppose  <l>  =  /",  ces  intégrales  ont  la  même 
valeur,  à  un(^  constante  près.  Par  consé([uent  les  composantes 
a,  fi, Y  de  la  force  exercée  par  un  courant  fermé  sur  l'unité  de 
masse  magnétique  sont  égales  à  celles  de  la  force  ([n'exercerait 
une  feuillet  magnétique  de  même  contour  et  dont  la  puissance  <I> 
serait  égale  à  l'intensité  électromagnétique  /  du  courant.  Il  y  a 
donc  étjuivalence  dans  les  effets  d'un  courant  fermé  et  d'un  feuillet 
magnéti(|ue. 

11  y  a  cependant  lieu  de  l'aire  remarcjuer  (pie  les  fonctions  po- 
tenli(*lles  ne  jouissent  pas  de  propriétés  identi([ues  dans  les  deux 
cas.  Montrons  qu'en  (^llet  le  potentiel  d'un  aimant  est  une  fonc- 
tion uniforme,  tandis  (|ue  le  p()tenli(»l  (rnn  courant  f<»rmé  peut 
prendre  en  clia(|ue  point  de  l'espace  unt*  inlinité  de  valeurs. 

La  variation  du  potentiel  d'un  courant  ou  d'un  feuillet  (piand 
on  passe  d'un  point  à  un  autre  par  un  chemin  ([uelcon(|ue  est  égale 
et  de  signe  contraire»  à  l'intégrale 

I  %d.r  +  'idij  +  -^dz 

prise  le  long  du  chemin  parcouru  puisque  a,  [i,  •;  sont  les  dérivées- 
partielles  du  potentiel  changées  de  signe. 
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Les  conditions  d'intégrabilité 
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di/        dx  ' 


(/:. 


rf^y 


étant  remplies,  rintégrale  prise  le  long  d'une  conrhe  fermée  C 
quelconque  sera  nulle;  il  y  a  toutefois  à  cela  une  condition. 

Par  cette  courbe  C  faisons  passer  une  surface  quelconque  et 
soit  A  la  portion  de  cette  surface  qui  est  limitée  par  la  courbe 
fermée  C.  Pour  que  Tintégrale  soit  nulle,  il  faut  que  les  forces 
a,  P;  V  et  leurs  dérivées  premières  soient  finies  en  tous  les  points 
de  Taire  A. 

Mais  si  la  courbe  fermée  enlace  le  courant,  ce  courant  viendra 
certainement  couper  Taire  A  au  moins  en  un  point,  et  au  point  de 
rencontre  les  forces  magnéti(|ues  a,  [i,*;'  seront  infinies.  I/inté- 
grale  prise  le  long  d'une  courbe  fermée  enlaçant  le  courant  n'est 
donc  pas  nulle  et  la  fonction  12  peut  prendre  en  un  même  point 
deux  valeurs  différentes. 


114.  Travail  des  forces  électromagnétiques  suivant  une 
courbe  fermée  enlaçant  le  circuit.  —  La  diflerence  entre  ces 
deux  valeurs,  qui  est  égale  à  Tinlégrale. 


/ 


a,/.r  +  "icif/  +  -nh 


prise  le  long  de  la  courbe  décrite  il,  représente  le   travail   de  la 

force     électromagnétique    dans    le 

déplacement.     Pour   avoir  ce    Ira- 

vailyConsidéronsle  feuillet  1"  Jig.  :>-•>- 

équivalent  au  courant.  Le  pof(Mitiel 

de    ce    feuillet  étant    une    fonction 

uniforme  devra  reprendre  la  im^me 

valeur  quand  on  reviendra  au  point 

P'  après   avoir   parcouru  la  courbe 

fermée    (1.  Or   la    variation   subie  par   le   potentiel     est    éi^ale   à 
Tintégrale. 

prise  le  long  de  la  courbe  C,  plus  hi  variation  brusque  que  subit 


H  :. 
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le  potentiel  quand  on  traverse  le  feiiîilet  en  allant  de  P'  au  point 
infiniment  voisin  P.  Soit  H  cette  variation;  on  aura  donc  : 


H  -h  Ç[7.dx  -f  '^(lij  +  v^/c)  =  o. 


11  nous  reste  donc  à  calculer  cette  variation  brusque  II. 

Nous  avons  facilement  celte  variation  dans  le  cas  particulier 
où  le  feuillet  forme  une  surface  fermée.  Mn  un  point  extérieur  le 
potentiel  est  nul  puisque  Tangle  sous  lequel  le  feuillet  est  vu  de 
ce  point  est  nul.  En  un  point  intérieur  il  est  it  4^4>,  suivant  que 
c'est  la  face  positive  du  feuillet  ou  sa  face  négative  qui  est  tour- 
née vers  rintérieur  de  la  surface  fermée.  La  variation  du  poten- 
tiel quand  on  passe  de  la  fac*:-  négative  à  un  point  de  la  face  posi- 
tive est  donc  4^^- 

Dans  le  cas  où  le  feuillet  ne  forme  pas  une  surface  fermée  la 
variation  du  potentiel  est   encore  la  même.   Soit  en   effet    ABC 

(fig.  23)  un  feuillet  dont  nous  supposerons 
la  face  positive,  située  du  côté  convexe. 
Au  moyen  d'un    second  feuillet  ADC  de 
même  contour  et  de  même  puissance  que 
le  premier  et  dont  la  face  positive  est  éga- 
lement  tournée   du    côté    convexe,    nous 
pouvons  former  un  feuillet  fermé  ABCD. 
Quand  on   passe  du  point  P   en  un  point 
P'    inliiiimeut   voisin    et  situé  de   l'autre 
coté  du  feuillet  l'angle  sous  lequel  on  voit 
ce  feuillet  fermé  augmente  de  4^-  Comme 
l'angle  sous  le({uel  est  vu   le  feuillet   ADC  reste  le  même,  Tangle 
solide  correspondant  à  l'autre  feuillet  AB(]  doit  augmenter  de  4'î^- 
Par  suite  la  variation  du  potentiel  est  encore  4^^*- 

Si  dans  la  figure  22  nous  supposons  (jue  la  face  négative  du 
feuillet  équivalent  au  courant  est  du  côté  du  point  P,  le  potentiel 
augmentera  de  ^tù  ([uand  on  passera  de  P  en  P'  et,  d'après  ce 
que  nous  avons  dit,  le  travail  de  la  force  électromagnétique 
srra  —  4~'  4"«*ï^d  un  pôle  unité  décrira  la  courbe  fermée  PCP'P 
dans  le  sens  indiqué  par  l'ordn*  des  lettres  c'est-à-dire  en  péné- 
trant dans  le    feuillet  par  sa  face    positive.    Nous  pouvons  donc 
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écrire  quand  Tintegralo   est  prise  le   long  d'une  courbe  fermée. 


I  ndx  -\-  ^îidtj  +  "jv/r  =  ±:  ^':zi 


le  second  membre  étant  pris  avec  le  signe  +  quand  le  contour 
d'intégration  enlace  le  circuit  en  pénétrant  par  sa  face  négative 
et  avec  le  signe  —  dans  le  cas  contraire. 

Faisons  observer  que  le  contour  d'intégration  peut  enlacer 
plusieurs  fois  le  circuit  ;  alors  le  travail  électromagnétique  est 
égal  à  autant  de  fois  —  \tù  qu'il  y  a  d'enlacements.  * 

115.  Cas  de  plusieurs  courants.  —  S'il  y  a  plusieurs  courants 
la  force  exercée  sur  l'unité  de  pôle  placée  en  un  point  de  l'espace 
est  égale  à  la  résultante  des  forces  exercées  par  chacun  d'eux,  et 
le  travail  électromagnéticjue,  quand  le  pôle  décrit  une  courbe 
fermée,  est  égal  à  la  somme  des  travaux  des  composantes,  c'est- 
à-dire  à  -  ^  4  ^'>  '«^  sommation  s'étendant  ii  tous  les  courants 
enlacés  par  la  courbe.  On  a  donc 

(  I  )  JoLdv  +  .'ir/yy  +  y,/,  ^4:^1'^/. 

Cette  relation  peut  d'ailleurs  être  interprétée  autrement.  Kn 
efi'et  si  nous  considérons  une  surface  S  passant  par  la  courbe  C, 
tous  les  courants  pour  lesquels  l'intensité  est  prise  dans  la  for- 
mule (i)  avec  le  même  signe,  le  signe  -|- par  exemple,  traversent 
cette  surface  dans  le  môme  sens  ;  les  courants  pour  lesquels 
l'intensité  est  prise  avec  le  signe  —  traversent  au  contraire  la 
surface  en  sens  inverse.  L'intensité  d'un  courant  étant  la  quantité 
d'électricité  qui  traverse  une  section  du  circuit  pendant  l'unité 
de  temps,  nous  pouvons  considérer  il  it  /  comme  égale  à  la 
quantité  d'électricité  qui  traverse  dans  un  certain  sens  la  sur- 
face S  pendant  l'unité  de  temps.  Par  conséquent,  le  travail 
électromagnétique,  quand  on  se  déplace  sur  une  courbe  fermée  C 
enlaçant  plusieurs  circuits,  est  égal  au  produit  par  4~  ^^^  'î* 
quantité  d'électricité  qui  traverse  pendant  l'unité  de  tenips  une 
surface  S  limitée  à  la  courbe  C. 
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116.  Nouvelle  expression  du  travail  électromagnétique 
suivant  une  courbe  fermée.  —  Si  nous  désignons  par  //,  f,  tv,  les 
composantes  de  la  vitesse  de  Téleetricité  dans  un  des  circuits,  par 
lid)  la  section  de  ce  circuit  par  la  surface  S  et  enfin  par/,  m,  n  les 
cosinus  directeurs  de  la  normale  à  cet  élément  prise  dans  une 
direction  convenable,  nous  aurons  pour  la  quantité  d'électricité 
qui  traverse  la  surface  S  : 

S  I  =  S  [In  -\-  msf  +  mv)  r/to. 

Mais  nous  pouvons  remplacer  le  signe  2  du  second  membre  par 

le  signe    /    et  étendre  l'intégration  à  toute  la  surface  S,  les  élé- 

ments  de  cette  surface  non  traversés  par  un  courant  donnant 
dans  rintégrale  des  éléments  nuls.  Par  conséquent,  la  formule  (i) 
peut  s'écrire 

('>-)  I  7.(1,1'  +  ^^dy  -[-  "(dz  ==  4?:   I  [lu-\-in^^-\-mv)  dio, 

la  première  intégrale  étant  prise  le  long  de  la  courbe  C,  la 
seconde  étant  étendue  à  la  surface  S. 

117.  Transformation  de  l'intégrale  curviligne,  — Xous  pou- 
vons transformer  l'intégrale  curviligne  du  premier  membre.  Dans 
le  cas  où  la  courbe  C  est  plane  cette  transformation  est  très  facile. 
Kn  eflet,  si  nous  prenons  le  plan  de  cette  courbe  pour  plan  des 
.r//,  l'intégrale  considérée  se  réduit  à 

où  a  et  [i  sont  des  fonctions  continues  et  uniformes  des  coordon- 
nées .r  et  //.  Or,  on  sait  que  dans  ces  conditions  la  valeur  de 
rintégrale  précédente,  quand  le  contour  d'intégration  est  décrit 
de  telle  sorte  que  Tespace  illimité  se  trouve  à  gauche,  est  égale 
à  celle  de  lintécfrale 


/fê-^)-'." 


étendue  à  Taire  plane  limitée  par  la  cour})e  C 
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Effectuons  une  transformation  du  même  genre  dans  le  cas  où 
rintégrale  curviligne  est  prise  le 
long  d'un  contour  triangulaire 
ABC  dont  les  sommets  sont 
situés  sur  les  axes  de  coordon- 
nées (fig.  24)-  Nous  pouvons 
obtenir  la  valeur  de  Tintégrale 
en  prenant  successivement  pour 
contours  d'intégration  OAB, 
OBC,  OCA  et  additionnant  les 
trois  résultats  obtenus,  puis- 
qu'en  opérant  ainsi  chacune  des 
droites  OA,  OB,  OC  est  prise 
deux  fois  en  sens  inverses  et  que 
les  côtés  du  triangle  sont  parcourus  dans  le  sens  ABC.  Nous 
avons  donc 


Finr.  ^4. 


ABC 


OBC 


OCA 


*'OAB 


OU,  en  transformant  les  intégrales  curvilignes  du  second  membre 
pour  lesquelles  le  contour  d'intégration  est  dans  un  des  plans 
de  coordonnées, 


^((ou/.r+ ?./,+,./.)-_=    /     (;;^-^)./../. 


/  //a       (h\ 
\  dz        dxl 


dz  dx  H- 


Supposons  le  tétraèdre  OABC  infiniment  petit  et  désignons 
par  r/oi  Taire  du  triangle  ABC  et  par  /,  /«,  n  les  cosinus  direc- 
teurs de  la  normale  au  plan  de  ce  triangle.  Nous  avons  pour  les 
projections  du  triangle  sur  les  plans  de  coordonnées. 


OBC  =  Wo>,         OCA  =  /;i^/o),         OAB  =/?r/to. 
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Les  iiitt'grales  du  second  membre  de  régalitc  précédente  devant 
élrc  étendues  à  Tune  de  ces  surfaces  infiniment  petites,  les  quan- 
tités placées  sous  le  signe  d'intégration  conservent  très  sensible- 
ment la  même  valeur  et  peuvent  être  placées  en  dehors  du  signe 
d'intégration  ;  nous  .avons  donc  pour  la  valeur  de  Fintégrale 
curviligne  prise  le  long  d'un  contour  triangulaire  infiniment 
petit, 


.'\W. 


Ht^ -T7?) '''•'  +  '" [77-  ,7j)'''"^+"  U-7^)'''^- 

Si  rintégrale  curviligne  doit  être  prise  le  long  d'une  courbe 
({uelcon({ue  C  limitant  une  surface  finie,  nous  pouvons  toujours 
décomposer  cette  surface  en  éléments  triangulaires  infiniment 
petits  et  obtenir  l'intégrale  curviligne  en  faisant  la  somme  des 
intégrales  prises  le  long  des  contours  triangulaires  limitant  ces 
éléments  ;  par  conséquent,  puis([ue  chaque  intégrale  triangulaire 
est  donnée  par  l'égalité  précédente,  nous  avons  pour  l'intégrale 
curviligne  prise  le  long  du  contour  (), 

Je 


l'intégrale  du  second  membre  étant  étendue  à   l'aire  limitée  par 
la  courbe  C. 

118.  Relations  de  Maxwell,  — Remplaçons  dans  l'équation  (2) 
l'intégrale  curviligne  par  la  valeur  ([ue  nous  venons  de  trouver, 
nous  obtenons 

^^  4~  )  (^"  +  '^^^'  ~f~  ''^*')  ^^^' 
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Cette  égalité  devant  avoir  lieu  quelle  que  soit  la  surface  d'inté- 
gration et  par  conséquent  quels  que  soient  /,  //i,  /i,  il  vient 

rf3 


// 


(r 


I 

(  'f-: 

4- 

\dy 

1 

(  â'X 

4- 

Kdz 

I 

fd^^ 

dz 


dx 
d% 


!\T.  \  dx         d]i 


Ces  formules,  établies  par  Maxwell,  lient  les  composantes  u^  r, 
w  de  rintensité  du  courant  aux  composantes  a,  |i,  y  de  la  force 
électromagnétique.  Faisons  observer  qu'elles  s'applicpient  aux 
courants  de  déplacement  aussi  bien  qu'aux  courants  de  conduc- 
tion, les  courants  de  déplacement  étant  supposés  obéir  aux  lois 
d'Ampère. 

119.  Action  d'un  pôle  sur  un  élément  de  courant.  —  Puisque 
dans  la  tbéorie  de  Maxwel  tout  courant  est  un  courant  fermé, 
l'assimilation  d'un  courant  fermé  à  un  feuillet  magnétique  per- 
met de  déterminer  l'action  exercée  par  un  système  quelconque 
de  courants  sur  un  système  d'aimants.  Par  l'application  du  prin- 
cipe de  Tégalilé  de  Taclion  et  de  la  réaction  on  en  déduit  immé- 
diatement l'action  qu'exerce  un  système  d'aimants  sur  un  système 
de  courants.  Le  problème  de  la  détermination  des  actions  réci- 
proques qui  ont  lieu  entre  les  courants  et  les  aimants  se  trouve 
donc  complètement  résolu.  Mais  nous  pouvons  envisager  l'action 
exercée  par  un  pôle  d'aimant  sur  un  courant  fermé  comme  la 
résultante  des  actions  exercées  par  le  pôle  sur  les  différents  élé- 
ments du  circuit  parcouru  par  le  courant.  Xous  sommes  donc 
conduits  à  chercher  l'expression  de  ces  actions  élémentaires. 

120.  —  Considérons  le  système  formé  par  un  pôle  d'aimant 
égal  à  l'unité  et  un  circuit  parcouru  par  un  courant  d'intensité  1. 
Si  '^  est  l'angle  solide  sous  lequel  le  circuit  est  vu  du  point  P  où 
se  trouve  placé  le  pôle,  les  composanles  de  la  force  qu'exerce  le 
courant  sur  ce  pôle  sont 

drs              d'^  d'z> 
I ____       é        I 

dx  '  dy  '  dz 


IIO 
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Les  composantes  de  la  force  exercée  par  le  pôle  sur  le  courant 
étant  égales  et  de  signes  contraires  à  ces  quantités,  le  travail  de 
cette  force  pour  un  déplacement  infiniment  petit  du  circuit  sera 

rf'^,  c'est-à-dire  la   variation  de   Tangle  solide 
sous  lequel  le  circuit  est  vu  du  point  P. 

Cela  posé  prenons  un  circuit  AMB  dont  un 
élément  AB  (Kg.  25)  peut  se  mouvoir  suivant  sa 
propre  direction.  Si  nous  donnons  à  AB  un 
déplacement  suivant  cette  direction  Tanglc 
solide  sous  lequel  le  circuit  est  vu  du  point  P 
ne  varie  pas.  Le  travail  <le  la  force  électroma- 
gnétique dans  ce  déplacement  est  donc  nul  et 
par  suite  cette  force  n'a  pas  de  composante  suivant  AB  :  l'civdon 
élémentaire  est  normale  à  l'élément. 


121.  —  Pour  avoir  Texprcssion  de  cette  force  et  déterminer 
complètement  sa  direction,  évaluons  de  deux  manières  diffé- 
rentes le  travail  qu'elle  accomplit  quand  l'élément  AB  du  circuit 
AMB  (fig.  26)  passe  de  la  position  AB  à 
la  position  AB'.  Il  faut  supposer  qu'il  y  a 
un  lil  métallique,  dirigé  suivant  BB'  et 
son  prolongement,  et  sur  lequel  la  partie 
mobile  AB  du  circuit  glisse  en  s'appuyanl 
constamment. 

(a*  travail  est  éijal  il  Taiii^le  solide  dz 
SOUS  le([uel  le  triangle  ABB'  est  vu  du 
pôle  P.  Les  dimensions  de  ce  triangle 
étant  infiniment  petites  par  rapport  aux 
longueurs  des  droites  PA,  PB,  PB',  nous 
pouvons  regarder  ces  droites  comme  égales 
entre  elles  ;  autrement  dit  nous  pouvons  confondre  la  surface  du 
triangle  avec  la  surface  découpé*?  dans  la  sj)hère  de  rayon  PA=  r 
par  Tangle  trièdre  P.  La  surface  du  triangle  ABB'  est  donc  r'rf^ 
et  le  volume  du  tétraèdre  PABB'est 


/• 


V/: 


:\ 


Mais  on   peut  évaUnM'  le  volume  de   ce   tétraèdre   d'une  autre 
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manière  en  prenant  pour  base  le  triangle  PAB.  Si  nous  dési- 
gnons par  P  l'angle  BPA  sous  lequel  rélénient  de  courant  est 
vu  du  point  P  et  par  h  la  projection  de  BB'  sur  une  normale  au 
plan  PAB  nous  avons  pour  le  volume  du  tétraèdre 

P/-  —  — 

•A       S 

et  en  égalant  les  deux  expressions  trouvées  pour  ce  volume, 

(i)  ^r^  = 

Tel  est  le  travail  de  la  force  /'qui  s'exerce  sur  l'élément  AB. 

Nous  en  aurons  une  autre  expression  en  écrivant  qu'il  est  égal 
au  produit  de  la  force  par  la  projection,  sur  la  direction  de  la 
force,  du  chemin  parcouru  par  le  point  d'application.  Si  nous 
admettons  que  la  force  est  appliquée  au  milieu  C  de  l'élément,  le 
chemin  décrit  par  le  point  d'application  est  CC,  qui  est  la  moitié 
de  BB'.  En  appelant  //  la  projection  de  BB'  sur  la  direction  de 
la  force  f,  le  travail  de  cette  force  est 

'A 

et,  puisqu'il  est  déjà  donné  par  la  relation  (i),  nous  avons 

P 

Œ  =  —  A. 
'  /• 

.    .        P 
Cette    égalité    est    satisiaile   si    li  =   W  et  si  /  ==  —  ;    mais 

h  =  II'  exprime  que  la  force  est  normale  au  plan  PAB.  Par 
conséquent  la  force  exercée  par  un  pôle  (V aimant  sur  un  élément 
de  courant  est  normale  au  plan  passant  par  le  pôle  et  par  Vêlé- 
ment.  Sa  valeur  pour  un  pôle  magnétique  de  masse  m  et  pour 
une  intensité  /  du  courant  traversant  l'élément  est 

.. miV 


r 


Comme  l'angle  P  dépend  de  /•  et  varie  en  raison  inverse  de 
cette  quantité,  l'action  élémentaire  /'varie  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance  du  pôle  à  l'élément. 
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122.  Travail  électrodynamique.  —  Nous  admettrons  que  deux 
circuits  parcourus  par  des  courants  d'intensité  /et  i'  étant  en  pré- 
sence, le  travail  des  forces  agissant  sur  Tun  d'eux,  lorsqu'il  se 
déplace  par  rapport  à  l'autre,  est  donné  par  un  certain  potentîel 
T  proportionnel  aux  intensités  /  et  i^  et  ne  dépendant,  quand  / 
et  i'  restent  constants,  que  de  la  forme  et  de  la  position  relative  des 
deux  circuits.  Cette  hypothèse  se  trouve  vérifiée  expérimentale- 
ment par  les  consécjuences  qui  s'en  déduisent. 

123.  Solènoïdes.  — Partageons  une  courbe  AB  (fig.  27)  en  une 
infinité  d'arcs  égaux  ab  de  longueur  infiniment  petite   o  et  par 

les  milieux  de  ces  arcs  menons  les  plans  C  nor- 
maux à  la  courbe.  Dans  chacun  de  ces  plans  traçons 
des  courbes  formées  égales,  d'aire  rfw,  et  conte- 
nant le  point  dintersectioii  de  leur  plan  avec  la 
courbe  AB.  Si  nous  supposons  chacune  de  ces  cour- 
bes parcourues  dans  le  même  sens  pardes  courants 
de  même  intensité  /,  ce  système  de  courants  porte 
le  nom  de  solcnoïde. 

Chacun  des  courants  qui  composent  le  solénoïde 
est  équivalent,  au  point  de  vue  de  l'action  exercée  sur  un  pôle  d'ai- 
mant, à  un  feuillet  magnéti([ue  de  même  contour  et  de  puissance  /. 
Si  nous  prenons  pour  épaisseur  de  ces  leuillets  la  longueur  0  des 
arcs  élémentaires,  les  quantités  de  magnétisme  que  possède  cha- 
cune  de  leurs  faces  seront  +  -^  dix)  et ^  dto  ;   les  faces  en 

0  0 

contact  de  deux  feuillets  consécutifs  possèdent  donc  des  masses 
magnétiques  égales  et  de  signes  contraires  et  leur  ensemble  n'a 
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aucune  action  sur  un  point  extérieur.  Par  conséquent  Taction 
du  solénoïde  se  réduit  à  celles    de    deux    masses   magnétiques 

H — 7-  dtù  et  —  -r-  dis)  situés  aux  extrémités  de  AB.  Ce  sont  les 

pâles  du  solénoïde. 

Si  la  courbe  AB  est  limitée,  le  solénoïde  a  deux  pôles  égaux 
et  de  noms  contraires  ;  si  la  courbe  AB  a  une  de  ses  extrémités 
à  rinfini  le  pôle  correspondant  du  solénoïde  est  rejeté  à  rinfinl 
et  Faction  du  solénoïde  se  réduit  à  celle  de  Tautre  pôle  ;  enfin 
si  la  courbe  AB  est  fermée  le  solénoïde  n'a  plus  de  pôles. 

124.  Solénoïdes  et  courants,  — L'expérience  montre  que  Fac- 
tion d'un  solénoïde  fermé  sur  un  courant  est  nulle.  De  ce  fait 
expérimental  il  est  facile  de  déduire  que 
l'action  d'un  solénoïde  ouvert  ne  dépend 
que  de  la  position  de  ses  pôles. 

Soient  T  le  potentiel  relatif  à  l'action 
exercée  par  un  solénoïde  A(]B  (fig.  28) 
sur  un  courant  se  déplaçant  dans  son 
voisinage  et  T'  le  potentiel  relatif  à 
l'action  d'un  second  solénoïde  BDA  choisi 
de  manière  à  former  avec  le  premier  un  solénoïde  fermé;  nous 
aurons  pour  le  potentiel  de  l'ensemble  de  ces  deux  solénoïdes 

Cette  égalité  est  satisfaite  tant  que  le  solénoïde  ACBDA  reste 
fermé,  quelles  que  soient  les  déformations  que  nous  fassions 
subir  aux  portions  qui  le  composent.  SI  en  particulier  nous  ne 
déformons  que  le  solénoïde  ACB  le  potentiel  de  BDA  conserve 
la  même  valeur  T'  et,  à  cause  de  l'égalité  précédente,  T  ne  varie 
pas.  Le  potentiel  d'un  solénoïde  ACB  conserve  donc  la  même 
valeur  quand  ses  pôles  A  et  B  restent  dans  les  mûmes  positions  ; 
en  d'autres  termes  le  potentiel  ne  dépend  que  de  la  position  des 
pôles  du  solénoïde. 

125.  —  Le  raisonnement  précédent  subsiste  encore  lorsque 
l'un  des  pôles,  B  par  exemple,  du  solénoïde  ACB  est  rejeté  à 
rinlinl,  car  II  suflit  pour  obtenir  un  solénoïde  fermé  d'y  adjoindre 
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un  second  aoléiioïde  dont  le  pôle  de  nom  contraire  a  B  est  égale- 
ment rejetc  ù  l'inlini.  Mais  dans  ces  conditions  l'action  du  solé- 
□  oïde  ACB  se  réduit  ù  celle  du  pôle  A;  le  potentiel  d'un  pôle 
de  solénoïde  dépend  donc  uniquement  de  sa  position  par  rapport 
aux  courants  qui  agissent  sur  lui. 

126.  —  Faisons  observer  qu'au  début  de  l'ëlectro magnétisme 
nous  avons  udmis  que  le  potentiel  d'un  pâle  magnétique  soumis 
il  l'action  de  courants  fermés  ne  dépendait  que  de  la  position  du 
pôle  par  rapports  aux  courants  ;  et  c'est  sur  cette  seule  hypo- 
thèse qu'ont  reposé  tous  nos  raisonnements.  Puisqu'il  en  est  de 
même  pour  le  potentiel  d'un  pôle  de  solénoïde  soumis  à  l'action 
de  courants  fermés,  nous  dènionlrerions  de  la  même  manière  que 
dans  ce  nouveau  cas  le  potentiel  est  encore  de  lu  mfme  forme. 
Le  potentiel  électrodynnmique  d'un  pôle  de  soléno'fdc  sera  donc 
proportionnel  ii  l'anyle  solide  y  sous  lequel  on  voit  de  ce  pôle 
les  faces  positives  des  courants  qui  agissent  sur  lui,  et  à  la 
masse  mafrnétique  ±  — ; —  équivalente  au  pôle  du  solénoïde 
dans  les  actions  électromagnétiques.  Comme  d'autre  part  nous 
avons  admis  (121)  que  le  potentiel  d'un  courant  qui  se  déplace 
en  présence  d'un  autre  courant  d'intensité  i'  est  proportionnel 
à  i'  nous  aurons  pour  le  potentiel  d'un  pôle  de  solénoïde  soumis 
it  l'iiction  d'un  seul  courant 


Des  expériences  précises  ont  montré  que  le  cocf(icieut  a  est 
égul  a  l'unité  quand  les  intensités  sont  exprimées  en  unités 
électromagnétiques  ;  nous  avons  doue 


c'est-ii-dirc  que  l'action  électrodynamiquc  qui  s'exerce  entre 
un  pôle  de  solénoïde  et  un  courant  est  égale  ti  l'action  électro- 
magnétique qui  a  lieu  entre  ce  courant  et  une  masse  magné- 
tique ±  — ^ —  dont  le  signe  est  déterminé  par  le  sens  du  courant 
dans  le  pôle  solcnuïdal. 
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127. —  Lorsque  le  solénoïde  a  deux  pôles  A  et  B  (fig.  29)  on  peut, 
sans  changer  son  action,  lui  ajouter  un  solénoïde  BC  ^a 
s'étendant  a  l'infini  dans  une  direction  C  et  par- 
couru par  deux  courants  de  sens  inverses  d'inten- 
sité égale  h  celle  du  courant  qui  parcourt  AB. 
L'ensemble  de  ces  trois  solénoïdes  peut  être  con- 
sidéré comme  deux  solénoïdes  infinis  dont  l'un  a 
son  pôle  en  A,  l'autre  son  pôle  en  B  et  dans  lesquels 
circulent  des  courants  de  même  intensité  et  de  sens 
contraires.  Ces  deux  pôles  équivalent  à  deux  masses 
magnétiques  égales  et  de  signes  contraires  de  sorte 
que  le  solénoïde  fini  AB  est  assimilable  a  un  aimant  uniforme  de 
même  longueur. 


Fig.  29. 


128.  Potentiel  électrodynamique  d'un  courant  inûniment 
petit,  —  Un  courant  infiniment  petit  peut  être  considéré 
comme  un  élément  de  solénoïde  de  longueur  0.  Si  donc  sa  surface 
est  rfw  et  son   intensité  1,  il  peut  être  assimilé   h    deux  masses 

magnétiques    -j ^^ —  et ^ —  placées  en  A  et  B  a  une  dis- 
tance 0  l'une  de  l'autre. 

Appelons  Q  le  potentiel  de  l'action 
qu'exerce  le  système  des  courants  fixes  sur 
l'unité  de  magnétisme  positif  placée  au 
point  A  (fig.  3o).  Au  point  B,  infiniment 
voisin  de  A,  le  potentiel  sera  Q  -f"  ^^-  ^^^ 
conséquent  le  potentiel    des    deux   masses 

magnétiques  qui  remplacent  le  courant  infiniment  petit  a  pour 

expression 

^   zV/oj         ,  ^        ,^,    idtù  -^  idw 


Fig.  3o. 


0 


En    désignant  par  x,  y,   z  les   coordonnées   du   point  A,    il 
vient 

rfll   ^     .    dÇi    ,         rfÛ    , 

d\i=i—, —  dX'-\ — = — dy -^ =—  azy 

(ix  dy  dz 


ou  encore 


dÇl  =  —  {cLdx  -+-  ^dy  -\-  ydz) , 
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a,  p,  Y  étant  les  composantes  de  la  force  qu'exerce  le  système 
de  courants  fixes  sur  Tunité  de  pôle  magnétique  situé  en  A. 

Si  nous  appelons  /,  /w,  n  les  cosinus  directeurs  de  la  direc- 
tion AB  de  la  normale  au  plan  du  courant  infiniment  petit,  les 
quantités  rf.r,  dij^  dz  ont  pour  valeurs 

dx  =  lOy  dy  =  wo,  dz  =  nOj 

et  l'expression  de  dÙ  peut  se  mettre  sous  la  forme 

dçi  =  —  (aZ  +  ^m  +  y/î)  8. 

On    a  alors    pour    le    potentiel  du    courant  infiniment  petit, 

—  du  — ?:—  =  /  {olI-\-  ^/w  +  y/ï)  diù, 

c'est-à-dire  que  le  potentiel  d'un  courant  élémentaire  est  égal  au 
produit  de  son  intensité  par  le  flux  de  force  qui  pénètre  par  sa 
face  positi^*e, 

129.  I^otentiel  électrodynamique  d'un  courant  fermé,  — 
Dans  le  cas  où  Ton  a  un  système  de  courants  fixes  agissant  sur  un 
(courant  fini  mobile  on  peut  décomposer  le  courant  mobile  en  une 
infinité  de  courants  élémentaires  de  même  intensité  et  circulant 
dans  le  même  sens.  La  potentiel  du  courant  ainsi  décomposé  est 
égal  à  la  somme  des  potentiels  des  courants  élémentaires  ;  il  est 
donc 

( I )  T  =  /J(a/  +  ?r?i  +  y/z)  r/o), 

rintégrahî  étant  étendue  l\  toute  la  surface  d'une  aire  courbe  ou 
plane  quelconque  limitée  par  le  courant  mobile. 

130.  Autre  expression  du  potentiel  d'un  courant.  —  L'inté- 
grale précédente  étendue  à  une  surface  peut  être  remplacée  par  une 
intégrale  curviligne  prise  le  long  du  circuit  traversé  par  le  cou- 
rant. C'est  la  transformation  inverse  à  celle  ([ue  nous  avons 
employée  au  paragraphe  117.  En  se  reportant  à  ce  que  nous 
avons  dit  à  cet  endroit  il  est  facile  de  voir  que  l'intégrale 


('2^ 

K-^} 


T  =  i^i^dx  +  Gr/y  +  IIr/r), 
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prise  le  long  du  circuit  mobile,  est  égale  k 


étendue  à  une  surface  limitée  par  le  même  circuit.  Si  donc  on 
veut  que  l'intégrale  (2)  représente  le  potentiel,  donné  par  l!inté- 
grale  (i),  d*un  courant  fermé,  il  faut  qu'on  ait 


m         clG 
a  = 


(3)  •  ? 


T 


dy  dz 

dV  dR 


dz  dx 

dG         dF 


dx  dy 


Les  quantités  F,  G,  Il  ainsi  introduites  sont  appelées  par 
Maxwell  les  composantes  du  moment  électromagnétique  (le  mot 
moment  est  pris  dans  le  sens  de  quantité  de  mou\>ement), 

131.  Cas  d'un  courant  se  déplaçant  dans  un  milieu  magné- 
tique. —  Jusqu'ici  nous  avons  implicitement  supposé  que  s'il 
existe  des  aimants  en  présence  du  courant  mobile,  celui-ci  ne 
les  traverse  pas.  Examinons  le  cas  où  le  courant  mobile  se  déplace 
dans  un  milieu  magnétique. 

Il  peut  y  avoir  indécision  sur  le  choix  des  quantités  a  prendre 
pour  les  composantes  a,  |3,  y  de  la  force  qui  s'exerce  sur  l'unité 
de  pôle.  Nous  avons  vu,  en  efl'et,  h  propos  des  aimants,  que  la 
force  qui  agit  sur  un  pôle  placé  h  l'intérieur  d'une  cavité  creusée 
dans  un  milieu  magnétique  dépendait  de  la  forme  de  la  cavité, 
et  parmi  les  valeurs  qu'elle  peut  prendre  nous  en  avons  consi- 
déré deux  :  l'une  (/a  force  magnétique)  ayant  pour  composantes 

__  ^  3  —  _  ^  —  _  ^'" 


dx  '        ^  dy  '        ^  dz 
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l'autre  {V induction  magnétique)  de  composantes 

a  =  a  +  47ïA,       i=P+4TcB,       c  =  Y+4''^C, 

Q  désignant  le  potentiel  de  Taimant  et  A,  B,  C  les  composantes 
de  la  magnétisation  au  point  considéré. 

Mais  la  forme  des  équations  (3)  permet  de  lever  facilement 
l'indétermination  et  montre  qu'il  faut  y  introduire  les  compo- 
santes de  l'induction  magnétique.  En  effet,  en  prenant  les  déri- 
vées des  deux  membres  de  chacune  d'elles  respectivement  par 
rapport  a  x^  y,  r,  on  obtient 

dx         dy         dz 

Or  nous  avons  vu  que  cette  condition  n'est  pas  satisfaite  par 
les  composantes  de  la  force  magnétique  dans  le  cas  d'un  point 
intérieur  aux  masses  magnétiques  tandis  qu'elle  l'est  toujours 
pour  les  composantes  de  l'induction.  C'est  donc  ces  dernières 
qu'il  faut  introduire  dans  les  formules  ;  celles-ci  deviennent 

d\\         dG 


dy 

dz 

dF 

dH 

dz 

dx 

dG 

dF 

(4)  [l'=iT- 


dx  dy 

132.  —  Une  Indétermination  du  même  genre  a  eu  lieu  pour 
les  formules  du  paragraphe  ii8  qui  donnent  les  composantes  m, 
s>y  iv,  de  la  vitesse  d'un  courant  en  fonction  de  a,  p,  y,  mais  il  est 
facile  de  hi  lever  en  montrant  que  dans  ce  cas  on  ne  doit  pas 
prendre  les  composantes  de  l'induction. 

En  effet,  plaçons-nous  dans  le  cas  particulier  où  le  circuit 
mobile  n'est  traversé  par  aucun  courant  ;  nous  aurons  alors 
M  =  (^  =  ^v  =o.  SI  donc  on  prenait  les  composantes  de  l'induc- 
tion Il  viendrait 

de         db  da         de  dh  da 

dy         dz  '        dz         dx  '         dx         dy  ' 
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cooditions  qui  ne  sont  pas  satisfaites  eu  général.  Nous  ne  pouvons 
donc  prendre  les  composantes  de  Tinduction  et  nous  devons  con- 
server les  composantes  a,  ^,  y  de  la  force  magnétique.  Nous  nous 
contenterons  de  ce  double  aperçu,  en  Tabsence  d'une  théorie 
plus  satisfaisante. 

133.  Déterminations  des  composantes  du  moment  électro- 
magnétique. —  Abandonnons  le  cas  où  le  courant  mobile  se 
meut  dans  un  milieu  magnétique  et  cherchons  les  composantes 
Fj  G,  II  du  moment  magnétique. 

Les  trois  équations  dinerentielles  (3)  ne  suffisent  pas  pour 
déterminer  ces  quantités,  car  il  est  facile  de  voir  que  si  F,  G,  IL 
est  une  solution  de  ces  équations,  le  groupe  de  valeurs 

F+;^,   G+A,    ,,+i^, 

as  (ly  dz 

où  /est  une  fonction  quelconque  des  coordonnées,  est  également 
une  solution  du  système.  En  eflct,  le  second  membre  de  la  pre- 
mière des  équations  devient  quand  on  substitue  à  F,  G,  H  les 
valeurs  précédentes, 

<<  /„  ,  'l-/.\  <l    Ir-   ,  ''7.\_  ''!■  ,   ''■7.  _.  '«•• 


(«  +  ^)-w(«+î 


dy  \  dz  ]        dz   \  dy  ]        dy  dydz  dz 

d-f    _  d\\         dO^ 
dydz  dy  dz 

et  le  dernier  membre  de  celte  suite  d'égalités  est  égal  h  a  puis- 
que, par  hypothèse,  F,  G,  H  forment  une  solution  du  système. 
On  verrait  par  un  calcul  semblable  <[ue  les  deux  autres  équations 
sont  également  satisfaites. 

134.  —  Pour  déterminer  les  composantes  F,  G,  Il  nous  devons 
donc  leur  imposer  la  condilion  de  satisfaire  à  une  nouvelle 
équation.  Maxwell  prend  pour  cette  équation  de  condition, 

"     ,  ,         dV         r/G  du 

(^)  '-lU+^^-dT-'^' 

En  tenant  compte  de  cette  relation  il  est  possible  de  trouver 
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entre  les  composantes  m,  f,  ^^*  de  la  vitesse  du  courant  et  les 
composantes  F,  G,  H  du  moment  magnétique  trois  relations  qui 
nous  permettront  d'obtenir  les  valeurs  de  ces  dernières  quan- 
tités. Nous  avons,  diaprés  les  formules  du  paragraphe  1 18  et  les 
formules  (3)  du  paragraphe  i3o: 

_  rfv        rf^  _    d^G         d'F         d'V  dm 

dy         dz         dxdy         dij^  dz^  dxdz 

ou,  en  ajoutant  et  retranchant  au  second  membre  la  quantité 

d}V 
j  ^  et  groupant  les  termes  d'une  manière  convenable 

Ce  %Â/ 

d'F         d'G     .      dm         d'F        d'F        d'F 
fyrM=  -71 — f- 


dx^  dxdy  dxdz  dx^  dy^  dz^ 

ou  enfin 
(6)  4-=-^-AF. 

Si  on  suppose  que  Téquation  (5)  est  toujours  satisfaite,  c'est-à- 
dire  qu'elle  est  une  identité,  les  dérivées  partielles  de  J  sont 
nulles  et  la  relation  (6)  se  réduit  à 

AF  +  ^TZU  =  o . 

Cette  équation  étant  analogue  à  l'équation  de  Poisson,  F  peut 
être  considéré  comme  le  potentiel  d'une  matière  attirante  de 
densité  u.  D'après  ce  que  nous  savons  sur  la  forme  du  potentiel 
qui  satisfait  à  une  telle  équation  nous  pouvons  poser  immédia- 
tement 


l'intégrale  étant  étendue  à  tous  les  éléments  rfT  de  l'espace  tout 
entier  ;  u  est  la  valeur  de  la  première  composante  du  courant  au 
centre  de  gravité  de  l'élément  d'z  et  /•  est  la  distance  de  cet  élé- 
ment au  point  »r,  //,  z. 

Nous  obtiendrons  par  des  calculs  analogues 


/t"-  "^/t"' 
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Ces  valeurs  de  F,  G,  H  satisfont  nécessairement  aux  équa- 
tions différentielles  (3)  ;  montrons  que  Téquation  de  condition 
(5)  est  également  satisfaite  et  pour  cela  cherchons  les  dérivées 
partielles  de  F,  G,  H  qui  y  entrent. 

135.  —  Donnons  a  un  point  de  coordonnées  Xy  j/,z  un  déplace- 
ment parallèle  à  Taxe  des  s  et  de  grandeur  dx  ;  la  distance  de 
ce  point  aux  différents  éléments  de  la  matière  attirante  fictive  de 
densité  u  croît  de  dr  et  le  potentiel  F  au  point  considéré  aug- 

rfF 
mente  de  — ^ —  dx.    Mais  supposons  qu'au   lieu    de    déplacer    le 

point  attiré  jr,  y,  z-,  comme  nous  venons  de  le  faire  en  laissant 
fixe  la  matière  attirante,  nous  donnions  aux  divers  points  de  la 
matière  attirante,  un  déplacement  égal  a  —  dx,  en  laissant  fixe 
le  point  .r,  y,  z;  cela  reviendra  absolument  au  même.  L'accrois- 
sement dr  de  la  distance  du  point  attiré  au  point  attirant  sera 
évidemment  le  même,  si  Ton  donne  au  point  attiré  un  déplace- 
ment quelconque,  ou  si  c'est  le  point  attiré  qui  subit  un  déplace- 
ment parallèle  égal  et  de  sens  contraire.  Cela  revient  à  supposer 
que  la  densité  u  au  centre  de  gravité  de  Télément  devient  après 

le  déplacement,  n  -\ j —  dx.  Nous  avons  donc 


i—  dx  =   I    -P d-z—    I    -^  d-z, 


la  première  intégrale  étant  étendue  à  tout  le  volume  occupé  par 
la  matière  attirante  après  le  déplacement.  Or  ces  deux  champs 
d'intégration  sont  les  mêmes  puisque  tous  deux  comprennent 
l'espace  tout  entier;  par  conséquent,  nous  avons  simplement 


--;—  dx  = 
dx 


f^  - 


d'ot 


ou 
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Nous  obtiendrons  des  expressions  analogues  pour  les  diflPé- 
rentlelles  partielles  de  G  par  rapport  a  ^  et  de  II  par  rapport 
à  :;  ;  leur  addition  donne 


dx  dy 


d\\  /     I   /du        di>         ^^^\j^ 

dz  J      ^  \  ^^^        ^y         dz  ) 


Tous  les  éléments  de  cette  dernière  intégrale  sont  nuls  puisque, 
pour  Maxwell,  l'électricité  est  incompressible  et  que  Téquation 
qui  exprime  cette  incompressibilité  est 


du         dsf         div 

=  o. 


djc         dy  dz 

L'équation  de  condition  (5)  est  donc  satisfaite. 

136.  —  Revenons  au  cas  où  le  milieu  étant  magnétique,  les 
composantes  F,  G,  H  du  moment  électromagnétique  sont  liées 
à  celles  de  Tinduction  par  les  équations  (4).  H  est  facile  de 
s'assurer  que  ces  équations  et  l'équation  de  condition  (5)  seront 
satisfaites  si  l'on  prend  pour  F,  G,  H  le  produit  des  valeurs  trou- 
vées par  le  coefficient  de  perméabilité  magnétique  |jl  du  milieu  ; 
nous  avons  donc 

137 .  Valeurs  de  F,  G,  H  pour  un  courant  linéaire.  —  Plaçons- 
nous  dans  le  cas  particulier  où  en  présence  du  courant  mobile  il 
n'y  a  qu'un  seul  courant  dont  le  circuit  est  formé  par  un  fil  de 
faible  section  di.  L'intensité  de  ce  dernier  courant  étant  désignée 

par  if  la  vitesse  de   l'électricité   est -7— et  la  direction  de  cette 

ai 

vitesse  est  celle  de  la  tangente  au  circuit  menée  dans  le  sens  du 

r         .       1-  1  ^^-^    ^y 

courant.   Les  cosinus  directeurs  de  cette  tanc;entc  sont  — i— , — 7-, 

^  ds       ds 

—^  (en  appelant  ds  rélément  d'arc  du  circuit),  de  sorte  que  l'on 
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a  pour  les  composantes  //,  s>y  w  de  la  vitesse  de  Télectricité 


u 


i      dx 
dv     ds  ' 


ou,  puisque  ddds  =  rfx, 


(7) 


U 


idx 


J_dy_ 
d<7   ds  ' 


idj/_ 
d-.  ' 


iV  = 


i      dz 
d<7    ds 


a* 


idz 
■rfr" 


Par  conséquent  la  composante  F  du  moment   électromagné- 
tique en  un  point  de  l'espace  peut  s'écrire 

,,  lu.  i    idx        .    I    dx 

et  nous  avons  pour  les  trois  composantes 


(8)       F  = 


G=i 


\Z%. Formule  de  Neumann.  —  Soit  C  (fig.  3i)  un  circuit  fixe 
parcouru  par  un  courant  d'intensité  /,  et  C  un  circuit  mobile 
parcouru  par  un  courant  d'intensité  i\  Le  potentiel  électrodyna- 
mique T  du  courant  C  par  rapport  au 
courant  C  a  pour  valeur, 


T  =  i^  f{¥dx'  +  Gdy'  +  lldz) . 


Dans  cette  expression  F,  G,  II  sont 
relatives  au  circuit  C  puisque  ce  circuit 
est  seul  en  présence  du  circuit  mo- 
bile ;  si  donc  nous  supposons  que  ce  circuit  est  formé  d'un  lil 
de  faible  section,  F,  G,  II  sont  données  par  les  expressions  (8) 
trouvées  précédemment  et  dans  lesquelles  /•  est  la  distance  du 
milieu  de  l'élément  ds  au  milieu  de  l'élément  ds' ,  En  portant 
ces  valeurs  dans  l'expression  de  T  nous  obtenons 


l  =  ii'    11^ 


dx'  +  dydij  +  dzdz' 


r 
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et,  en  appelant  e  Tangle  des  deux  éléments  ds  et  rfs', 


,  .  •p        •  •'    ■        ■     dsds'  cos  e 

19)  *=--,. 


Telle  est  la  forme  donnée  par  Neumann  au  potentiel  électro- 
dynamîque  d'un  courant  par  rapport  h  un  autre. 

La  symétrie  de  cette  formule  par  rapport  à  i  et  /',  à  ds  et  ds' 
montre  que  le  potentiel  électrodynamique  de  C  par  rapport  a  C 
est  égal  au  potentiel  électrodynamique  de  C  par  rapport  il  C! . 

139.  Nouvelle  expression  du  potentiel  électrodynamique 
d'un  courant.  —  La  formule 


T  =  ij^{Fdx-\-Gdi/-\-ndz) 


peut  facilement  se  mettre  sous  une  autre  forme  qui  nous   sera 
utile  dans  ce  qui  va  suivre. 

Des  valeurs  (j)  établies  au  n°  137  on  tire  immédiatement 

id,r  =  iid'Zy       idy  =  r^T,        idz  =  ii'rfT, 
et  en  portant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  T,  il  vient 

(lo)  T  -= /(F"  +  Gr  +  Hir;  d-z. 

l'intégrale  étant  étendue  à  l'espace   occupé  par  la  matière  con- 
ductrice qui  constitue  le  circuit  mobile. 

140.  Potentiel  électrodynamique  d'un  courant  par  rapport 
à  lui-même.  —  On  peut  par  la  pensée  décomposer  un  circuit  tra- 
versé par  un  courant  en  une  infinité  de  circuits  de  section  infini- 
ment petite.  Chacun  des  courants  ainsi  obtenus  possède  par 
rapport  aux  autres  un  potentiel  électrodynamicjue  ;  la  somme  de 
ces  potentiels  est  ce  (ju'on  appelle  le  potentiel  du  courant  par 
rapport  à  lui-même.  Cherchons  Texpression  de  ce  potentiel. 

Soient  n,  r,  tv  les  composantes  de  la  vitesse  de  l'électricité 
en  un  point  du  circuit,  F,  G,  II  les  composantes  du  moment 
électromagnétique  en  ce  ménip  point,  etT  le  potentiel  du  courant 
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par  rapport  il  lui-même.  SI  nous  donnons  à  i^,  s^y  tr,  les  accroisse- 
ments duy  dç,  di^'y  ces  quantités  F,  G,  H,  et  T  prendront  respec- 
tivement les  accroissements  (t/F,  rfG,  dH  et  <r/T.  Le  courant  qui 
circule  alors  dans  le  circuit  peut  être  considéré  comme  résultant 
de  la  superposition  du  courant  primitif  et  du  courant  provenant 
de  l'accroissement  donné  à  la  vitesse  de  l'électricité  :  nous 
appellerons  ce  dernier,  courant  supplémentaire.  I/accroisse- 
ment  rfT  du  potentiel  peut  donc  être  regardé  comme  égal  à  la 
somme  du  potentiel  du  courant  ancien  par  rapport  au  courant 
supplémentaire  et  du  potentiel  du  courant  supplémentaire  par 
rapport  h  lui-même.  Le  potentiel  du  courant  primitif  par  rapport 
au  courant  supplémentaire  est,  d'après  Texpression  (lo)  du 
potentiel  d'un  courant 


HiiclF  +  i'dG  4-  ^vrfll)  rfT. 


Quant  au  potentiel  du  courant  supplémentaire  par  rapport  à 
lui-même,  ce  sera  une  quantité  infiniment  petite  du  second  ordre 
et  on  pourra  le  négliger  ;  on  a  donc 


rfT  =j\iidF  -h  ^dG  +  jv^/H)  rfT. 


Mais  on  peut  considérer  rfT  comme  étant  égal  au  potentiel  du 
courant  supplémentaire  par  rapport  au  courant  primitif  aug- 
menté du  potentiel  du  courant  supplémentaire  par  rapport  à 
lui-même.  En  négligeant  ce  dernier,  il  vient 


dT=C(Fdu  +  G^/r  +  IhAv)  ^/t, 


et   en   additionnant  les   deux  valeurs  de  dT  puis  divisant  par  2, 


IT  =  —    I    [F du  +  lidF  4-  Grfr  4-  ^>dG  +  lU^^'  +  ^^'^^H )  ^^t, 


ou 


(F/^4-Gf'  +  ILv)rfT. 
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L'intégration  donne  pour  la  valeur  du   potentiel  du  courant 
par  rapport  à  lui-même 

(m)  T=—    /    (F//  +  G(^4-Hn')^T. 


f/(- 


141.  —  Remarquons  que  le  raisonnement  qui  nous  a  conduit 
à  cette  expression  s'applique  tout  aussi  bien  au  cas  d'un  système 
de  plusieurs  courants  qu'à  celui  d'un  courant  unique.  Cette 
expression  représente  donc  d'une  manière  générale  le  potentiel 
électrodynamique  d'un  système  de  courants  par  rapport  à  lui- 
même.  Il  faut  alors  étendre  l'intégration  à  tout  le  volume  occupé 
par  les  conducteurs  matériels  du  système,  ou  bien  encore  h 
l'espace  tout  entier,  ce  qui  revient  au  même  puisque  le  système 
est  supposé  n'être  en  présence  d'aucun  autre  système  de  courants. 

142.  Expressions  diverses  du  potentiel  d'un  système  de 
courants  par  rapport  à  lui-même.  —  Nous  avons  établi  au  para- 
graphe 134  que  la  composante  F  du  moment  électromagnétique 
en  un  point  de  l'espace  est  donnée  par  la  formule 


F=r^. 


r  étant  la  distance  du  point  considéré  ii  l'élément  de  volume  rfx' 
pour  lequel  la  composante  de  la  vitesse  est  //.  Au  point  de  l'es- 
pace occupé  par  un  élément  de  volume  dz  d'un  système  de  cou- 
rants les  composantes  du  moment  électromagnétique  relatif  au 
svstème  lui-même  seront  donc 


,._    ,    __,       G=    I    ^,        .1  = 


En  portant    ces  valeurs  dans    l'expression    (lo)    du    potentiel 
électrodynamique  du   système  par  rapport  h   lui-même  il  vient 
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Chacune  des  intégrales  doubles  du  second  membre  de  cette 
égalité  doit  être  étendue  à  toutes  les  combinaisons  possibles  de 
deux  éléments  rfr  et  d'z'.  Ces  éléments  appartenant  au  même 
système  de  courants,  un  même  élément  de  volume  joue  le  rôle 
de  d'z  et  de  ^t'  et  chaque  intégrale  contient  deux  fois  le  même 
élément  différentiel.  Si  Ton  ne  prend  qu'une  seule  fois  chaque 
élément  différentiel  il  faut,  dans  Tégalité  précédente,  porter  le 
double   du    résultat  obtenu  par  l'intégration  ainsi  conduite.  Le 

facteur  —  disparaît  donc  et  on  a  la  formule 
2        * 


(IS.) 


T=  j  r ""'+";;+"'"'./. rfv. 


143.  —  Dans   l'expression  (11)  du   travail  électrodynamique, 
nous  pouvons  remplacer  //,  (^,  w  par  leurs  valeurs  : 


4-  V  d»         dz  1  ' 


I    /  rfar  rfy  \ 

4it  \  dz         dx  I  ' 

Tt  \  dx 


4 


d^ 

dx 

d0L\ 

d,jj' 


nous  obtenons 


T  = 


Sk     I    l      \dy        dz}~^     \dz       dx) 


+ 


-{î-i)V- 


Considérons  l'intégrale 


j^'i"-' 


en  intégrant  par  parties,  il  vient 


Ilh'-Ih'-JIf^ 


dF 


d'Z  y 
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m  étant  le  cosinus  de  Taxe  des  y  avec  la  normale  à  Télément 
diù  de  la  surface  qui  limite  le  volume  d'intégration.  Si,  comme 
nous  en  avons  le  droit,  nous  étendons  les  intégrales  triples 
à  Tespace  tout  entier,  les  composantes  a,  p,  y,  de  la  force  qui 
s'exerce  sur  un  point  de  la  surface  limitant  le  volume  sont  nulles, 
puisque  le  point  est  rejeté  à  l'infini.  Les  éléments  de  l'intégrale 
double  sont  donc  nuls  et  l'intégrale  elle-même  est  égale  a  zéro. 
Nous  avons  donc  simplement 


/'«* 


Eu  eficctuant  une  transformation  analogue  pour  les  autres 
intégrales  de  l'expression  précédente  de  T  et  portant  les  valeurs 
obtenues  dans  cette  expression,  on  obtient 


/  Q^T        '      /    r    Z'^"       ''G\    ,   ^(d¥       dll 


) 


(dG     d¥\  "1  , 


144.  —  Cette  nouvelle  forme  du  potentiel  peut  être  simplifiée  en 
tenant  compte  des  groupes  d'équations  (3)  et  (4)  qui  donnent  les 
valeurs  des  difTérences  des  dérivées  partielles  de  F,  G,  II,  dans  le 
cas  où  le  syslènio  de  courants  est  dans  un  milieu  non  magné- 
tl([ue  et  dans  le  cas  où  il  est  au  contraire  dans  un  milieu  magné- 
tique. Nous  avons  dans  le  premier  cas 

et  dans  le  second 

145.  Cas  d'un  système  de  conducteurs  linéaires.  —  Quand 
les  circuits  qui  composent  le  système  sont  linéaires,  le  potentiel 
électrodynaniique  du  système  par  rapport  à  lui-même  peut  se 
mettre  sous  la  forme  qu'a  donnée  Neumann  au  potentiel  de  deux 
systèmes   de  courants  linéaires   Tun  par   rapport  à  l'autre.   En 
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effet,  d'après  les  formules  (7)  et  (8)  établies  au  n**  137  les  compo- 
santes de  la  vitesse  de  réiectricité  en  un  point  sont 

idx  idii  idz 

"=-rfr'      "^rfT'      ^=i?r' 

et  les  composantes  du  moment  électromagnétique  au  même  point 
sont 

En  portant  ces  diverses  valeurs  dans  l'expression  (9)  elle  devient 

dx  dx'  +  dy  dxf  +  dz  dz' 


''"'"'II 


'2  Ë        §  r 


ou,  en  appelant  e  Tangle  formé  par  deux  éléments  quelconques 
du  système  de  courants. 


rw,        ^    "I     i       i     dsds^cost 


146.  Cas  d'un  système  de  deux  courants  linéaires,  — 
Appelons  C^  et  C^  ces  deux  courants  et  affectons  les  quantités  qui 
entrent  dans  nos  formules  des  indices  i  et  2  suivant  qu'elles  se 
rapportent  au  courant  C|  ou  au  courant  C^.  Nous  avons  pour  les 
composantes  du  moment  électromagnétique  en  un  point 


%  _l_  /^    /    '^'Jf 


r 


ce  sont  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  des  intensités  i,  et  i^. 
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147.  Forces  électromotrices  d'induction.  —  Dans  Tétudc  de 
rélectromagnétisme  et  de  rélectrodynamîquc  nous  avons  impli- 
citement supposé  que  les  intensités  des  courants  restaient  cons- 
tantes. Or  on  sait  que,  lorsqu'il  y  a  déplacement  relatif  de  cou- 
rants ou  de  courants  et  d'aimants,  il  se  produit  des  phénomènes 
particuliers  connus  sous  le  nom  de  phénomènes  (Tinditction  et 
dont  la  découverte  est  due  a  Faraday.  Ces  phénomènes  se  mani- 
festent dans  les  circuits  par  la  production  de  courants  tempo- 
raires dont  les  intensités  s'ajoutent  à  l'intensité  du  courant  pri- 
mitif et  qui  peuvent  être  attribués  h  des  forces  électromotrices 
que  l'on  nomme  forces  électromotrices  d'induction. 

Des  expériences  faites  sur  l'induction,  il  résulte  que  si  les 
intensités  /,  et  i,  de  deux  courants  fixes  C,  et  C^  subissent  dans 
l'intervalle  de  temps  dt  des  accroissements  rf/,  et  rfz^,  les  forces 
électromotrices  d'induction  développées  dans  les  circuits  sont, 
pour  le  circuit  C,, 


et  pour  le  circuit  C,, 


di^     I    r  ^'i 


B  ^  +  C    ^ 
dt  dt 


148.  Cherchons  l'expression  de  la  force  électromotrice  résul- 
tant du  déplacement  de  circuits  traversés  par  des  courants 
d'intensités  constantes. 

Prenons  d'abord  le  cas  où  un  seul  des  circuits  se  déplace  de 
C  en  ÇJ.  L'expérience  prouve  que  tout  se  passe  comme  si  le  cou- 
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rant  C  était  supprimé  et  qu'en  G  soit  créé  un  nouveau  courant 
(le  même  intensité.  Or,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  dans  le 
paragraphe  précédent,  a  une  variation  di  de  l'intensité  i  du  cou- 
rant C   correspond  une   force  électromotrice  d'induction  A  —7— 

dans  le  circuit  C.  Par  conséquent,  la  suppression  du  courant  C, 
({ui   équivaut   à  une   diminution  i  de  l'intensité  de  ce  courant, 

produit  une  force  électromotrice p-  ;  et  la  création  du  cou- 

'  dl 

m 

rant  C  une  force  électromotrice  (A  +  dA)  -7-  ,  rfA  étant  la  varia- 
lion  du  coefiicienl  A  quand  le  courant  passe  de  C  en  C.  Nous 
avons  donc  pour  la  force  électromotrice  résultant  du  déplace- 
ment 

Il  serait  facile  de  voir  que  si  deux  courants  C,  et  Cj  sont  en 
présence  les  forces  électromotrices  résultant  de  leur  déplace- 
ment relatif  sont,  pour  le  circuit  Cj, 

,  d\        .   dB 

'^'dr'^''~dr' 


et  pour  le  circuit  C, 


.   rfB         .   dC 


Dans  le  cas  où  les  deux  courants  varient  d'intensité  en  même 
Irmps  qu'ils  se  déplacent,  les  forces  électromolrices  d'induction 
sont,  pour  chacun  des  deux  circuits,  égales  à  la  somme  des 
iorces  éleetromotrîces  qui  résultent  de  chaque  genre  de  variation 
plis  séparément;  on  a  donc  pour  le  circuit  Cj, 

dt  dt  ^   di  '    dt  dt  ^     *  "' 

et  pour  l'autre  circuit  C^, 

di^     .    ç.  di^     .     ,    d\S  dC  ^    /n-     \    r'\ 

dt     ^         dl  ^    dt  ^    dt  dt  ^     ^    ^        ^' 
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cycle  fermé.  Si  le  cycle  n'est  pas  fermé,  elle  doit  être  une  diffé- 
rentielle exacte.  En  exprimant  que  c'est  une  différentielle  exacte 
nous  obtiendrons  les  valeurs  de  A,  B,  C. 

150.  —  Pour  transformer  l'expression  (i),  écrivons  les  lois 
d'Ohm  pour  chacun  des  circuits  en  observant  que,  puisqu'il  y  a 
déplacement  des  circuits  il  y  a  production  de  forces  électromo- 
trîces  d'induction  ;  nous  avons 

E.4--;^(A/.  +  Bi.)  =  R/„ 
et 

E.  +-^(B/.  +  CO  =  R,v 

Vax  multipliant  les  deux  membres  de  ces  relations  respective- 
ment par  i^dt  et  i^dt^  nous  obtenons 

E^i.dt  —  V^fidt  =—  i,rf(Az;  +  B«;) , 
et 

V.ji^dl  —  R,/|rf/  =  —  iid  (Bi,  +  C/,) . 

Si  nous  remplaçons  les  quatre  premiers  termes  de  l'expression  (i) 
par  la  somme  des  seconds  membres  des  relations  précédentes, 
nous  avons 

12)  _ /;rf(A/,H-B4)— v/iBz\  +  C/J -[i\dL  +  2/>;rfiM  +  /|rfi\]. 

Dans  le  cas  où  il  n'y  aurait  ni  déplacement  ni  déformation  des 
circuits  celte  expression  se  réduirait  à 

—  A/jrf/j  —  YM^di, — B////j  —  C/^rf/j 
ou 

d[Mi  +  2B/;/,+  C/;)  ; 

elle  serait  donc  la  différentielle  exacte  de  la  quantité 
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Quand  îl  y  a  déplacement  des  circuits  la  différentielle  de  cette 
quantité  est 

et  pour  que  l'expression  (2)  reste  la  différentielle  de  la  même 
quantité  (3)  il  faut  qu'il  y  ait  identité  entre  cette  différentielle  et 
le  développement  de  l'expression  (2)  qui  est 

ildL  —  i.LdM lîrfN  . 

2  •  '  2 

I/identification  donne  les  relations 

—  rfA  =  rfA  +  — rfL, 

2  2 

rfB  =  2rfB  +  rfM, 

2  2 

qui  se  réduisent  à 

rfA  =  — rfL         rfB=  — rfM         rfC-=  — rfN; 

d'où  Ton  tire  en  intégrant  cl  en  supposant  nulle  la  constante  d'in- 
tégration 

A-  — L,         B^  — M,         C=:  — X. 

Ainsi  les  coefficients  qui  entrent  dans  l'expression  des  forces  élec 
tromotrices  d'induction  sont,  au  signe  près,  les  coefficients  Ij,  M, 
X  de  l'expression  du  potentiel  électrodynamique  du  système  de 
courants.  Aussi  appelle-t-on  généralement  coefficients  d'induction 
ces  derniers;  L  et  N  sont  des  coefficients  de  self-induction  et  M 
le  coefficient  d'induction  mutuelle  des  deux  courants. 

151.  Théorie  de  Maxwell. —  La  théorie  de  l'induction  sous 
la  forme  que  nous  venons  de  lui  donner,  a  été  développée  pour 
la  première  fois  par  Helmholtz  dans  son  mémoire  sur  la  Conser^ 
vation  de  la  force  et  peu  de  temps  après  par  lord  Kelvin  ;  celle 
<le  Maxwell  est  différente  et  plus  complète  à  bien  des  égards. 


i38-  isDacriO!^ 

On  peut  en  effel,  par  l'application  des  équatians  de  Lagrnngc  à 

l'étudi»  du  muuvemcnt  des  mnléculcs  du  lluide  inipondôrable  que 

ÎSIaxwelI   suppose  présider  ù   lu  iiianilesinlion    des    pIiênainëiieR 

iHcctriqucs,  retrouver  les  lois  de  l'Induction  et  celle  de  l'Hleetro- 

dynaniiqiie, 

152.  Dans  les  chapitres  qui  précèdent,  nous  avons  été  ame- 
nés à  conclure  que  les  hypothèses  faîtes  par  le  savant  anglais 
n'étaient  que  provisoires,  et  que,  tout  en  nous  sutlslaisant  mieux 
que  l'hypothèse  des  deux  lluides,  elles  n'avaient  pas,  même  aux 
yeux  de  leur  auteur,  plus  do  réalité  objective.  Au  lo/itruire  nous 
louchons  ici,  à  ce  que  je  croîs,  à  la  vraie  pensée  de  Maxwell. 

Au  début  de  sa  théorie,  Maxwell  fait  les  deux  hypothèses  sui- 
vantes : 

1°  l,es  coordonnées  des  molécules  du  lluide  impondérable 
dépendent  des  coordonnées  des  molécules  matérielles  des  corps 
soumis  aux  phénomènes  électriques  et  aussi  des  coordonnées  des 
molécules  matérielles  des  fluides  hypothétiques  (électricité  posi- 
tive cl  électricité  nég-ative)  de  la  théorie  ordinaire  de  l'Électri- 
cité ;  mais    nous   ignorons   comidMemcnt  la  loi    de  celte  dépen- 

2"  Le  poleiiliol  éleelrodynaïuicpif  d'un  sysU-me  de  courants 
n'est  aulrcquc  la  demi-force  vive  du  lluide  de  Maxwell  ;  c'est  donc 
de  l'énergie  kinétique. 

153.  Pour  introduire  dans  les  équations  de  Lagrange  les 
paramètres  qui  délïnissenl  la  position  d'une  molécule  du  lluide  de 
Maxwell  il  l'aut,  par  suite  de  la  première  hypothèse,  connaître  les 
ptiramètrcs  qui  déGnîssent  la  position  d'une  molécule  de  nos 
fluides  hypothétiques.  Or  la  position  d'une  molécule  d'électricité 
A  qui  parcourt  un  circuit  linéaire  C  est  parfaitement  déterminée 
si  on  tonnait  d'une  part,  la  position  du  circuit  dans  l'espace,  et 
d'autre  pari,  la  longueur  s  de  l'arc  O.V  compté  à  partir  d'une 
origine  déterminée  O,  Par  conséquent  si  .c,,  .r„  .r,,...  sont  les 
paramètres  qui  définissent  la  position  des  molécules  matérielles 
qui  constituent  le  circuit,  lu  position  d'une  molécule  du  fluide 
impondérable  de  Maxwell  dépend  des  paramètres  .ï,  .r„  .fj,  .ij. 

Mais,  au  lieu  de  s  on  peut  prendre  une  l'onclion  de  ccl  arc  car 
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la  connaissance  de  cette  fonction  permettrait  de  déterminer  s  et 
par  suite  la  position  d'une  molécule  d'électricité  sur  le  circuit  C; 
Maxwell  prend  la  quantité 


t 


qui  est,  ainsi  que  nous  allons  le  démontrer,  une  fonction  de  s. 

En  effet  la  section  du  conducteur,  qui  peut  être  variable  d'un 
point  a  un  autre,  est  une  fonction  'p  [s)  de  l'arc  s  ;  la  vitesse  de 

l'électricité,  quotient  de  l'intensité  par  la  section  du  conducteur, 

i  .  .  ,        rfs 

est  alors  — —,  et  comme  cette  vitesse  a  aussi  pour  valeur  -r  nous 

cp  [s)  ^  dt 


devons  avoir 


ds  / 

dt         ois)  ' 


d'où  nous  tirons, 


et 

t,  0 

s^  étant  la  position  de  la  molécule  d'électricité  à  l'origine  des 
temps.  Par  consc({uent,  y  est  une  fonction  de  s  seulement  et  nous 
pouvons  prendre  pour  les  paramètres  dont  dépend  la  position 
d'une   molécule    du   fluide  impondérable   de  Maxwell  les  quan- 

154.  Application  au  cas  de  deux  circuits.  —  Si  nous  dési- 
gnons par  t\  et  /,  les  intensités  des  courants  qui  traversent  ces 
circuits  et  si  nous  posons 


I/O  I/O 


la  position  d'une  molécule  du  fluide  impondérable  de  Maxwell 
dépendra  des  paramètres  y^  et  i/^  et  des  w  paramètres  x^,  ...,  x^  qui 
définissent  la  position  des  molécules  matérielles  des  conducteurs. 
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Cl  eutretcmi  par  une  plie  de  force  électrornotrlce  E^,  la  quantité 
d'énergie  voltaïque  qu'elle  fournit  pendant  le  temps  dl  est  E,ijrf/ 
ou  E,oy,.  Or  dans  les  idées  de  Maxwell  la  force  électromotrice 
est  une  force  qui  agit  sur  les  molécules  du  fluide  impondérable  ; 
par  suite  EjOy,  est  un  travail  résultant  du  déplacement  des  molé- 
cules de  ce  fluide. 

Mais  la  force  élcctromotrice  de  la  pile  n'est  pas  la  seule  force 
qui  agit  sur  les  molécules  du  fluide  impondérable  ;  il  faut  encore 
tenir  compte  de  la  résistance  qu'oppose  le  milieu  au  mouvement 
de  ces  molécules  et  dont  le  travail  se  retrouve  sous  forme  de 
chaleur  dans  le  conducteur.  La  quantité  de  chaleur  ainsi  produite 
étant,  d'après  la  loi  de  Joule,  Wfidl^  le  travail  accompli  par  le 
fluide  impondérable  est  —  W^i\d(^  ou  —  Rj/jOy^. 

Nous  avons  donc  pour  le  travail  du  fluide  impondérable  dans  le 
circuit  C, 

{\\,  —  ]\,i,)fjy^, 

et  pour  renscnible  des  deux  circuits 

^y^  —  ^\h)  ^Ui  +  (Ki  —  K.'J  ^^Ur 

Quant  au  travail  des  molécules  matérielles,  il  ne  dépend  que 
des  paramètres  .r,,  .r^, r,',;  nous  le  représentons  par 

X,o.r,  +  X^o.r^...  +X„o.r„, 

de  sorte  que  nous  aurons  pour  le  travail  accompli  dans  un  dépla- 
cement virtuel  tant  par  les  molécules  du  fluide  impondérable  que 
par  les  molécules  matérielles 

(E,  — H,/,;oyj  4-  ,;E,— l{,/,;o//,+X,ox,+X,o.r,+  ...+X,.o.r„, 

et  il  nous  faudra,  dans  chacune  des  équations  de  Lagrange, 
prendre  pour  second  membre  le  coelïicient  de  l'expression  pré- 
cédente (jui  se  rapporte  au  parirmètre  considéré. 

157.  Valeurs  des  forces  électromotrices  d'induction.  — 
I /équation  de  Lagrange  relative  au  paramètre  y^  est 

^/T,  I     ^/;"L/7  +  aM/,/,  +  N7T|  ^        d'Y    


dt  \  dfj\     '      •>  dij\  J        dij^  "'       "'' 
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Mais  T  ne  dépend  pas  de  y^  puisque  aucun  de  ses  termes  n'en 

dépend;  par  conséquent -7 —  =  o.  On  a  aussi --7-p- =  o  car  T, 

éUmt  Ténergre  kinélique  des  molécules  matérielles  il  ne  dépend 
pas  de  y/.  L'équation  précédente  se  réduit  donc  à 

ou 

d 


l\- 


—  (L/,  +  MiJ  =  R,  V 


La  force  électromotrice  d'induction  est  donc  la  dérivée  par 
rapport  au  temps,  changée  de  signe,  de  L/,  +  M/^.  C'est  l'expres- 
sion à  laquelle  nous  étions  parvenus  par  la  méthode  de  lord  Kelvin. 

En  écrivant  l'équation  de  Lagrange  relative  au  second  para- 
mètre ^î,  nous  trouverons  pour  la  force  électromotrice  déve- 
loppée dans  le  second  circuit 

158.  Travail  des  forces  èlectrodynamiques.  —  Si  nous  pre- 
nons une  des  équations  de  Lagrange  relatives  aux  paramètres 
j\,  .i\..,,  .r„,  nous  obtiendrons  le  travail  des  lorces  électrodynami- 
ques pour  un  déplacement  correspondant  à  l'accroissement  Sj',  du 
paramètre  considéré. 

ICn  elFet,  en  observant  que  L/îH-2  M/\/^  +  N«|  ne  dépend  pas 
de  la  dérivée  .^•',,  que  T,  ne  dépend  pas  de  ./-,  et  que  /,  et  /,  ne  dé- 
peiideiit  ni  de  .i^,  ni  de  .r„  nous  avons 

(l      r/T,  I    /.,  (IL  .  .     ^M         .,   ^/N  .      _, 


df     d.v',  2   V  dx,  ^      '''    dj-    ^  '   r/.r, 

Si  nous  su])p<)S()ns  en  outre  qu'à  Tinstant  considéré  le  système 
ioit  au  repos,  '\\  sera  nul,  et  nous  aurons  pour  le  travail  résul- 
tant d'un  déplacement  virtuel, 

Mais  ce  travail  est  celui  des  forces  extérieures  qui  agissent  sur 
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les  molécules  matérielles  du  système  ;  celui  des  forces  électrody- 
namiques est  de  signe  contraire.  Il  est  donc  égal  a  la  variation 
de  la  fonction 

^(L/î  +  aMv.+N^I), 

0 

qui  est,  comme  cela  devait  être,  le  potentiel  électrodynamique 
du  système  par  rapport  h  lui-même. 

159.  Cherchons  maintenant  le  travail  des  forces  électrodyna- 
miques exercées  par  le  courant.  C,,  supposé  fixe,  sur  le  circuit  C^. 

Le  circuit  C,  ne  se  déformant  pas,  SN  est  nul  et  le  travail  des 
forces  électrodynamiques  se  réduit  il 

—  (/J3f.  +  2/.i'oM). 

2 

Mais  le  premier  terme  de  cette  somme  se  rapporte  à  l'action 
que  le  courant  C,  exerce  sur  lui-même.  Par  conséquent  le  travail 
des  forces  électrodynamiques  dues  a  Faction  du  courant  C,  sur  le 
circuit  Cj  a  pour  expression  /,ij8M.  D'ailleurs  M/,/,,  potentiel 
électrodynamique  du  courant  C,  par  rapport  au  courant  C^,  a  pour 
valeur  (129) 


f,/j  =  /,  I  (/a  +  w^  +  /«y)  rfco 


quand  C^   se  déplace  dans  un  milieu  non  magnétique,  ou  plus 
généralement 


Mijfj  =  /j  /  {la-\-mh-\-nc)diù 


quand  C,  se  déplace  dans  un  milieu  magnétique  en  un  point 
duquel  les  composantes  de  l'induction  magnétique  sont  a,  i,  c\ 
nous  aurons  donc  pour  le  travail  des  forces  électrodynamiques 
qui  s'exercent  entre  Cj  et  C^ 


/jO  \[la  -\-mb  '\-  ne)  dto  . 


160.  Expreaeion  des  forces  électrodynamiques.  —  Si  nous 
ilésîgni>iis  pur  X(/t,  Yi/i,  '/.d-  les  composiiiitcs  de  la  force  électro- 
ilvn»m!i[uc  (lue  û  l'action  du  courant  C,  sur  un  élément  x,  y,  z 
du  circuit  C,,  le  travail  de  ces  forces  cjuand  l'élément  se  déplnce 
de  3j',  Si/,  5;  scrii 


(î,  sern.  qu:i 


iraviiUdee 
ul  le  cire 


orces  électrodynamîques  qui  ngisscnl  sv 
t  tout  entier  se  dépljice  ou  se  déforme. 


jd-.{\^x+\Z,j^-/2z\ 


ritilégrjilion  étant  prise  le  long  du  circuit  C,.  En 

expression  du  travail  a  celle  (jue  nous  nvons  Ironi 

s  la  relation 


ment  nous  obteno 

dont  nous  allons 
Soient  C,  [fig. 


galant  cette 
c  précédem- 


^yi,j 


-  -a:]  : 


'./■('"- 


•valuer  le  second  membre, 

Sa)  la  position  du  circuit  C,  et  C,  sa  position 
(innlt^.  Nous  pouvons  par  ces  deux  posi- 
tions faire  passer  une  surface  A  et  prendre 
pour  champ  d'intégration  de 


/( 


la- 


•nh  - 


n<-\  rf<i», 


l'aire  limitée  sur  cette  surface  par  la 
courbe  C,.  [.a  variation^  cette  intégrale 
quand  le  circuit  passe  de  C,  en  C,  est  alors 
la  valeur  de  cette  m^mc  intégrale  étendue  ii  l'aire  comprise  entre 
les  deux  courbes.  Pour  trouver  cette  valeur  considérons  un  élément 
mit  du  courant  C,  dont  la  position  "après  le  déplacement  est  m'n'. 
La  figure  7Hn  m'n'  peut  être  considérée  comme  un  parallélogramme 
dont  If  colé  mn  a  pour  projeclious  du;  dy,  dz  et  le  côté  mn' , 
égal  un  déplacement,  àc,  tij,  2:;  nous  avons  donc  pour  les  aires 
des  projections  de  ce  parallélogramme  sur  les  plans  de  coordon- 

Idiii  =  Zyds  —  'j'dy, 
mdtii  ^  ùzdx  —  Sxdz, 
ndta  =  àxdt/  —  Syrfj", 
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et,  par  conséquent, 

3  i[la  -j-  nih  +  ne)  rfw  =  j  a  {oydz  —  ozdy)  +  b  {ozdx  —  oxdz) 

c  i^xdy  —  Zydx,  ) 


En  portant  cette  valeur  dans  Tégalîté  (i)  H  vient, 

id'z  (Xox  +  Yoy  +  ZSs)  =  /,  /  [cdy  —  hdz^  ox  +  [adz  —  cdx)  o// 

(Arfr  —  at/.r)  oc  ; 

ce  qui  nous  donne  en  identifiant 

Xd'z=  i\  {cdy  —  bdz)y 
Y</t  =  /,  {adz  —  cdx)^ 
'Ad'z  =  i\  {bdx  —  (i^dy). 

Mais  on  sait  que 

iidi  =  i^dxy  çd":  =  i\dy.  ivrfx  =  i^dz, 

par  conséquent,  les  trois  équations  précédentes  peuvent  s'écrire 

/     X  =  6'f    —  iii' 
(2)  Y  =  aiv  —  eu 

Z  =  bu  — ai\ 

161.  Cas  d^un  nombre  quelconque  de  courants»  —  Forces 
électrodynamiques,  —  Les  formules  précédentes  s'appliqnent  au 
cas  où  un  nombre  quelconque  de  courants  C,,  C,...,  C„,  agissent 
sur  l'élément  considéré  du  circuit  C,.  En  effet,  appelonsaj,  b^^e.^, 
a,,  b^.,.,  c'„  les  composantes  de  Tinduction  magnétique  due  aux 
divers  courants  au  point  où  se  trouve  l'élément  de  C,.  La  force 
électrodynamique  produite  par  l'ensemble  des  courants  est  la 
résultante  des  forces  produites  par  chacun  d'eux;  sa  composante 
suivant  Taxe  des  x  est  donc 

Z  =  r^<>  —  b^w  +  c^i>  —  A,w  +  .. .  +  r„i>  —  i„iv, 
ou 

ou,  enfin,  en  désignant  par  a,  &,  c  les  composantes  suivant  les 
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par  conséquent,   nous  aurons  pour   la   variation  correspondante 
de  M/^,  l'intégrale  du  second  membre. 

Pour  avoir  la  variation  de   M/,  résultant  du   changement  des 
intensités  prenons  M,/^  sous  la  forme 


Puisque  les  circuits  ne  se  déforment  ni  se  déplacent,  le  contour 
d'intégration  reste  le  même  et  la  variation  de  M/,  se  réduit  à 


fùYdx  +  oGdy  +  Uldz. 


Nous  aurons  donc  pour  la  variation  totale  de  M/^j 

I  a  {ot/dz  —  ozdi/)  +   b   (Zzdx  —  o.rrfr)  -\-  c  {pxdy  —  Zydz) 

+jVPdx  +   oGdy  +  olldz 
et  par  suite,  pour  la  force  électromotrice  d'induction 


mi. 


■   j  a  {y'dz —  z' 


dy)  -\-  b  (z'dx — .v'd-)-\-  c  {.l'dy — y'dj) 


/df 


rfF    ,         dG  ^     ,    dll    , 

de  -I 7-  du  -\ 7—  dz 

dl     •'         dt 


ou  encore 


M«,  /    /     ,       ,  dF\  ,  /     ,  ,         dG\    , 

^-j    ('y  -hz--j^)d.+  («.'  -  ex'  -  -^)  dy 

+  (l>.r' —  ay' - -j-\  dz. 

163.  Si  nous  désignons  par  P,  Q,  R  les  composantes  sui- 
vant les  trois  axes  de  la  force  électromotrice  d'induction  par 
unité  de  longueur,  la  force  électromotrice  dans  le  circuit  C,  est 
donnée  par  l'intégrale 

fpdx-i-Qdy  +  Rrf?. 
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En  identifiant  avec  l'expression  précédente  de  la  force  électro- 
motrice  nous  obtiendrons  trois  relations  dont  la  première  est 


Jprfx=    /    {cy' 


^''-^y^- 


Nous  en  tirons  par  différentiation 

d¥ 


(i)  ^  =  cy'  —  bz'  — 


dt 


mais  il  est  évident  que  nous  pouvons  ajouter  au  second  membre 
de  cette  dernière  relation  la  dérivée  partielle  — -r-!- d'une  fonc- 
tion uniforme  —  ^,  car,  en  intégrant,  Tintégrale  relative  à  ce 
terme  sera  nulle  et  la  relation  (i)  sera  encore  satisfaite.  Nous 
avons  donc  pour  les  composantes  de  la  force  électromotricc  d'in- 
duction par  unité  de  longueur 

l¥         di( 


!   P^cy'-b--^^ 


(2)  /   Q  =  az^  —  ex'  — 


dt  dx 

dG         d^ 


dt  dy 


U  =  bx"  —  ay' = 7^. 

\  ^  dt  dz 

164.  Montrons  maintenant  que  ces  équations  sont  encore 
applicables  au  cas  où  un  nombre  quelconque  de  courants  C,, 
C,,...  C„  sont  en  présence  du  courant  C,. 

La  force  électromotricc  d'induction  développée  dans  Cj  par  Ten- 
semble  des  n  —  i  autres  courants  est  égale  à  la  somme  des  forces 
électromotrices  développées  par  chacun  d'eux;  on  a  donc  pour 
la  composante  P, 


dt  dx 

-4-..,/  h-'  "^^^  "^^^ 


dt  dx 


^  '"^       ^''^  dt  dx  ' 
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Or  >  cet  >  />  sont  les  cumpusunlcs  siiivnnl  lieux  lies  axes  (le 
l'iiidurtioD  mngiiélique  au  poiiif  coiisidéii?  sur  C,  ;  >  F  est  lu 
conipoanntc  du  moment  électlo magnétique  au  môme  poiiil  ;  quant 
il  >  iL  c'est  une  ronetioii  uniforme  des  coordonnées.  Par  consé- 
quent hi  piemiêrc  des  éi[ii!ili<ius  du  groupe  (a)  s'applique  au  cns 
d'un  nombre  quelconque  de  couriinls  pourvu  que  l'on  prenne 
pour  h,  c,  et  F  les  vuleurs  de  ces  quantités  dues  îi  l'ensemble 
des  courants  ngîssunls.  On  verrLiît  de  la  mi^me  manière  que  tes 
deux  autres  équations  sont  égidenient  iipplieables. 

165-  On  peut  aussi  tenir  compte  de  l'iiction  du  courant  C, 
sur  lui-même.  Eu  cITet  nous  pouvons  considérer  ile  circuit  C, 
comme  formé  de  deux  portions,  l'une  se  réduisant  ii  l'élément  de 
circuit  pour  lequel  ou  cherche  les  composantes  de  hi  force  élec- 
Iromotrice,  l'autre  comprenant  le  reste  du  circuit.  Cette  dernière 
portion  peut  être  confondue  avec  le  circuit  C,  hii-m^me,  de  sorte 
que  si  l'on  néglige  rinduelion  de  l'élénienl  sur  lui-même  l'induc- 
tion provient  (tes  «  circuits  C,,  Cj,..,  C„.  Les  composantes  de  lu 
lorce  éleclromotrice  seront  donc  données  par  les  formules  (a)  où 
rt.  Il,  c,  F,  G,  Il  seront  les  valeurs  dues  à  tous  les  courants. 

166-  Signiûcattion  de  -l.  —  l.a  fonction  i{f  est  une  fonction 
quelconque  des  cooriluunéfs  assujettie  ii  la  seule  condition  d'être 
uniforme.  Ma.xwel  admet  que  c'est  le  potentiel  électrostatique 
résultant  des  masses  électriques  qui  peuven t exister  dans  Icchainp, 

Celte  hypothèse  aurait  hesoin  d'être  vérifiée  expérimentale- 
ment par  ta  concordance  entre  les  valeurs  mesurées  des  forces 
éleclromotrices  d'induction  dans  un  circuit  ouvert  et  les  valeur» 
fournies  par  les  équations  (a)  où  ■]■  serait  donnée  par  l'expérience 
et  les  quanlilés  n,  b,  <;  F,  G.  H  par  les  formules 

A  =  ^  +  4TrB, 


M8  jnductiojv 

et 


"^}-'     "^}~     "^J~- 

Toutefois  il  est  toujours  permis  de  prendre  pour  '|  le  potentiel 
électrostatique  car  les  quantités  F,  G,  H  n'ont  pu  être  détermi- 
nées qu'en  les  supposant  liées  par  Téquation  difTérentielle 

rfF     .     rfG         (lll 


dx  dy  dz 

et  nous  sommes  libres  d'abandonner  cettfc  hypothèse.  Si  nous 
n'avions  pas  introduit  cette  hypothèse,  nous  aurions  trouvé  pour 
F,  G,  H  des  valeurs  de  la  forme 


F  =   1   Jl.^,  +  '^^' 


■fi" 


rf.r 


y,  étant  une  fonction  arbitraire  des  coordonnées,  et  pour  les  com- 
posantes P,  Q,  R  de  la  force  électromotrice  par  unité  de  lon- 
gueur 

^  /         I   /  l     du    d-z  d'^/.  dit 

^  J      dt      r  d.vdf  dx  ' 


{\  =  az'  —  ex 


/dv    d'  d'I.  d^ 

dt      r  dydt        ~dy  ' 


^         ,    ,  ,  i     dw    d-z  d'7.  dif 

R  =  bx'  —  ay'  —    I    — J—. T^ . 

^  J       dt      r  dzdt  dz 

11  est  donc  toujours  possible,  en  choisissant  convenablement  la 
fonction  arbitraire  '/  de  faire  en  sorte  que  la  fonction  ^  qui  entre 
dans  ces  équations  et  les  équations  ('>>)  représente  le  potentiel 
électrostatique. 
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i61.  Équations  du  champ  magnétique.  —  Récapitulons  les 
équations  qui  lient  entre  elles  les  composantes  en  un  point  de 
rinduction  magnétique,  de  la  force  et  du  moment  électromagné- 
tiques, de  la  force  éleclromolrice  d'induction  et  de  la  vitesse  de 
l'électricité. 

Dans  le  §  103  nous  avons  vu,  que  si  a,  3,  y  sont  les  compo- 
santes de  la  force  magnétique  en  un  point  d'un  milieu  magnétique 
dont  le  coefficient  de  perméabilité  est  jjl,  les  composantes  de 
rinduction  magnétique  au  même  point  sont  données  par  les 
équations. 

V   r  =  fxy. 

Si  au  point  considéré  passe  un  flux  d'électricité,  les  com- 
posantes 1/,  (>,  u'  de  la  vitesse  de  ce  flux  peuvent  être  déduites 
des  composantes  de  la  force  magnétique  au  moyen  des  relations 
établies  au  §  118  : 

rfv  dp 


dy 

dz  ' 

dn 
dz 

dt 
dx' 

d- 

dn 

(II)  I  4w 


4mv--  j-, 

ax         dy 

Quant  aux  composantes   F,  G,    H   du  moment  électromagné- 
tique elles  sont  liées  (§  131)  à  celles  de  l'induction   magnétique 
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par  les  équations  différentielles 

rfH         dC 
i  dy  dz  ' 

(III)  *  ^  ''^     ''' 


dz  dx  ' 

rfG  dV 


i    c 


Mais  puisque  a,  A,  c  sont  les  produits  de  a,  p,  y  par  un  facteur 
constant  \k  et  que  a,  p,  y  dépendent  de  /i,  (>,  H'  les  composantes 
F,  G,  H  du  moment  électromagnétique  sont  elles-mêmes  des 
fonctions  de  //,  {*^  w.  D'après  ce  que  nous  avons  dit  aux  §  137 
et  166  ces  fonctions  ont  pour  expressions  : 


F  = 


/•  dx 


(»V)  l  G  =  [.    I    -^./t+^ 


\ 


Enfin  la  force  électroniotrice  rôsullanl  de  Tinduction  électro- 
magnétique et  des  masses  électriques  à  1  état  statique  a  pour 
composantes,  ainsi  que  nous  l'avons  montré  au  Jj  163, 


(V}  Q=rt;'_,..r  —  - 


</t  t/.r 

/G  r/i 


,U  <hj  ' 

R  ^  l,,  -  a,j  -  -  ^^-  _  -^--. 

168.  Équations  des  courants  de  conduction,  —  Dans  les  for- 
mules (HI),  //,  i*y  iv  désignent  les  composantes  de  la  vitesse  de 
Télectricité  sans  distinction  du  mode  de  mouvement  :  conduction 
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ou  il^placenicnl.  Dans  le  cas  où  l'on  a  un  courant  <tc  conduction 
t'es  composantes  doivent  en  outre  satîslitïre  aux  i.'(|Ualions  <]ui 
expriment  la  loi  de  Ohm.  Au  ,^  87  nous  avons  vu  que  sî  C  désigne 
ta  conduetîbilili;  électrique  du  milieu  cl  X  lu  variation  par  unité  de 
longueur  de  la  projection  suivant  l'axe  des  j-  des  forces  électro- 
motrices  résultant  de  toute  autre  cause  qu'une  difioreuce  de 
potentiel  statique,  nous  avons  pour  la  première  de  ces  équations. 


Lorsqu'on  suppose  que  res  lorees  éleclroniotrices  sont  ducs 
uniquement  à  l'induction  exercée  par  les  masses  magnétiques  et 
les  courants  qui  varient  on  qui  se  déplacent  dans  le  champ,  le 
second  membre  de  celte  deruièrc  équation  est  égal  à  P.  Pur 
conséquent,  nous  avons  alors  pour  les  trois  cumposantes  de  la 
vitesse  de  l'électricité  dans  un  courant  de  conduction 


(VI) 


169.  Èqa&Uonades  couraats  de  déplacement.  —  Les  équa- 
tions précédentes  ne  sont  pus  applicables  aux  courants  de  dépla- 
eeinent,  ces  courants  étant  supposés  ne  p,i8  suivre  la  loi  d'Ohm. 
Quant  aux  équations  ^111),  elles  doivent  f^lrc  satisraîlcs  puisque, 
comme  nous  l'avons  déjà  dit  (H8l,  Maxwell  admet  (jue  les 
courants  de  déplacement  obéissent  aux  lois  électromagnétiques 
et  électrodynamîques  d'Ampère,  Mais  outre  ces  dernii-res  équa- 
tions, il  en  existe  trois  autres  qui  lient  les  composantes  dn  la 
vitesse  de  l'électricité,  dans  un  couvant  de  ce  genre,  aux  com- 
posantes de  lu  force  éleetrumotrice. 

Nous  avons  vu,  en  cfl'et  (12),  que  les  composantes  du  dcplacc- 
meut  électrique  sont  données  par  trois  équations  dont  la  pro- 


/■=- 


i-\d., 


-X 


:etlc  roriniile  la    ni^nic  signification  que    dans  le 
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paragraphe  précédent.  Si  donc,  nous  admettons  que  les  forces 
électromotrices  soient  dues  uniquement  à  une  différence  de 
potentiel  statique  et  à  Tinduction  des  aimants  et  des  courants 
placés  dans  le  champ,  le  facteur  entre  parenthèses  dans  l'expres- 
sion de/* est  égal  k  —  P  ;  par  suite,  nous  avons  alors, 

En  dérivant  ces  équations  par  rapport  au  temps,  il  vient  pour 
les  composantes  //,  r,  fr  de  la  vitesse  du  déplacement  électrique 

K    flV 

n  =  — j- . 

471    al 

K    rfR 

4^1    df 

170.  Équations  des  courants  dans  un  milieu  imparfaitement 
isolant.  —  Le  groupe  d'équations  (VI)  s'applique  aux  milieux 
conducteurs  comme  les  métaux  ;  le  groupe  d'équations  (Vlll) 
s'applique,  au  contraire,  aux  milieux  parfaitement  isolants.  Lors- 
(jue  le  corps  est  imparfaitement  isolant,  Maxwell  admet  que  le 
courant  électri(jue  vrai,  duquel  dépendent  les  phénomènes  élec- 
tromagnétiques, a  pour  composantes  la  somme  des  composantes 
du  courant  de  conduction  et  du  courant  de  déplacement  ;  nous 
avons  donc  dans  ce  cas 

\  „^        K   rfQ 

41:    al 
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Remorquons  que  riivpothtsc  de  Maxwell  soulève  une  dilllcull^. 
Kn  effet,  le  milieu  posscJiiul  des  propriélês  intermédiaires  cotre 
celles  des  ctmdueleurs  el  celles  des  isolunts,  lu  force  clectromo- 
trice  qui  produit  le  courimt  doit  vaincre  deux  espèces  de  résis- 
tiince  :  l'une  analogue  li  lu  n^sistauce  -p-  des  niêtuux,  l'iiiitre 
du  genre  de  celle  qu'oppose  un  isoluul.  11  semble  donc  que,  cou- 
truircment  aux  vues  de  Maxwell,  l'inteusitê  du  courunt  el,  par 
suite,  les  quantiti's  «,  \\  n'  dussent  nlors  être  plus  petites  que 
dans  uu  milieu  cunditcteiir  nu  un  milieu  ptu-raitcment  isolant. 

171.  M.  l'utier  a  Biihslitué  ii  l'hypntliése  de  Maxwell  une 
hjpolliùsc  plus  ralioniielle,  11  admet  que  lu  l'urce  éleclromolrice 
eu  un  point  est  la  somme  de  celle  qui  donne  lieu  au  tourant  de 
couduclion  et  de  celle  qui  produit  le  dcplaeemeul.  Nous  avons 
nlors,  en  tirant  des  équations  [VI]  et  (VU)  les  valeurs  des  com- 
posantes de  la  force  clectromotrice  et  additionnant  : 


(X) 


1'=    T7-  - 


c 


i- 


172.  Les  formules  (IXj  et  les  formules  (X)  s. 
des  courants  de  conduction,  les  premières  pour 
pour  K^ao  .  Un  ciindurteur  doit  èlrc  eonsidêi 


■cduiseut  n  eellei 
i=o  les  secondes 


d  après 


Maxwell, 


comme  un  diélectrique  de  pouvoir  inducteur  nul,  et,  d'après 
M.  l'olier,   comme  uu  diélectrique  de  pouvoir  inducteur  inliui. 

Lii  conséquence  de  l'hypothèse  de  M.  Potier  s'interprète  facile- 
ment dans  la  théorie  des  cellules. 

Dans  cette  théorie,  en  eÛ'el,  on  se  représente  un  diélectrique 
parfait  comme  formé  par  des  cellules  parfaitement  conductrices 
séparées  les  unes  des  autres  par  des  intervallejt  purfaitemant 
isolants. 

Qu'a r rive ra-t-il  alors  pour  un  corps  tenutit  le  milieu  entre 
les  diélectriques  cl  les  condiicleurB,  cest-à-dire  pour  un  diélcc- 
'    trique  imparfait'.' 
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Les  rormules  de  Maxwell  et  celle  de  M.  Potier  donnent  à 
cette  question  deux  réponses  difTérentes. 

Adoptons-nous  les  formules  de  .Maxwell  ?  C'est  supposer  que 
les  intervalles  qui  séparent  les  cellules  ne  sont  plus  parfaitement 
isolants  mais  que  leur  conductibilité  spécifique  C  n'est  plus 
nulle. 

173.  Adoptons-nous  au  contraire  les  formules  de  M.  Potier; 
cela  revient  à  supposer  que  les  cellules  conductrices  ne  sont  plus 
parfaitement  conductrices  et  que  leur  conductibilité  C  n'est  plus 
infinie. 

11  est  peu  probable  que  la  réalité  soit  aussi  simple  que  le  sup- 
posent Maxwell  et  M.  Potier.  Peut-être  devrait-on  adopter  une 
combinaison  des  deux  hypothèses  :  des  cellules  imparfaitement 
conductrices,  séparées  par  des  intervalles  imparfaitement  iso- 
lants. 

Tout  cela  a  d'ailleurs  peu  d'importance  ;  toutes  ces  hypothèses 
ne  peuvent  être  regardées  que  comme  une  première  approxima- 
tion, appropriée  îi  l'état  actuel  de  la  science  ;  et  dans  cet  état 
actuel,  on  n'a  intérêt  îi  considérer  que  des  conducteurs  ordi- 
naires ou  des  diélectriques  regardés  comme  parfaits. 


CHAPITRE  XI 

THKORIE  ÉLEGTROMAGNÉTlQUrC  DE  LA  LUMIÈRE 


174.  Conaèquences  des  théorieB  de  M&xweU.  —  Dos 
ilivei'ses  Lln>orics  que  nous  iivoiis  e\|»(»Bi'es  (Unis  les  Cliupilrcs 
prccùdciitB,  il  résulte  iiellfiin'nt  ([in'  lii  piéiit-eupiilion  constante 
lie  Muxwcll  esl  de  trouver  une  explieatiou  îles  phénomènes  élcc- 
Iriques  et  électromagnétiques,  ^ênêruleniciit  nttribués  il  des 
iietiuns  s'exerrant  ii  dîsinnce,  piir  le  mouvement  d'un  lUiide 
hypothétique  remplissant  l'espnce.  \uiis  nvons  pu  constater  que 
Maxwell  n'avait  qu'imparruilemenl  atteint  son  but;  en  particulier 
nous  avons  vu  dans  le  Chapitre  vi  que,  s'il  esl  possible  de  rendre 
compte  des  aLtractions  et  des  répulsions  électrost.ilîques  au 
moyen  des  pressions  et  des  tensions  d'un  lluide  remplissant  les 
diélectriques,  les  propriétés  qu'il  l'atil  alors  attribuer  li  ce  lluide 
sont  incompatibles  avec  celles  que  Maxwell  lui  suppose  dans 
d'autres  parties  de  son  ouvrage.  Ainsi,  malgré  les  ell'orts  de 
Maxwell,  nous  ne  possédons  pas  encore  une  explication  méca- 
nique complète  de  ces  phénomènes  ;  néanmoins  les  travaux  de 
ce  physicien  ont  une  importance  capitale  :  ils  démontrent  la  pos- 
sibilité d'une  telle  explication. 


s  quelques  contradiflions   quf 
de  Maxwell  et  attachons-nous 


175.  Mais  laissons  de  côté  l 
nous  avons  relevées  dans  l'ifuvn 
plus  spécialement  à  la  théorie  qu'il  a  proposée  pour  expliquer 
rElectromagnélisnic  et  l'Induction  et  que  nous  avons  exposée 
dans  le  Chapitre  ix.  Une  des  conséquences  les  plus  importantes 
de  celte  théorie,  et  celte  conséquence  mérite  ii  elle  seule  toute 
notre  admiration,  est  l'idonlité  des  propriétés  essentielles  de 
l'éther  qui,  d'après  FresncI,  transmet  les  radiations  lumineuses 
et  du  iluidc  que  Maxwell  suppose  présider  aux  actions  éleclro- 


L 
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magiiélitjiieR.  Ainsi  tjiic  le  fuit  oljaciver  ce  dernier,  celle  iden- 
lité  de  propriêU's  cstuiic  eoiifiriiiiitioii  de  rexistcncc  d'un  llulde 
servant  de  véhicule  h  l'éiiergie, 

«  Remplir  reepare  d'un  nuuveuii  milieu  toutes  les  Uns  (|iii- 
l'on  doit  pxpliquer  un  nouveau  phénomène  ne  seniit  point  »n 
procédé  bien  pliilosophiijue  ;  an  eoulriiirc,  si,  étiint  arrivés  iiidé- 
peiidumnu'nl,  piir  l'élude  de  di'ux  branches  difl'ércntcs  de  la 
science,  il  rhvpolhèse  d'un  milieu,  les  propriétés  i[u'il  laut 
iittribucr  il  ce  milieu  pour  rendre  compte  des  phénomènes  élec- 
Iromagnétiques  se  Irouvent  être  de  la  nn^nic  nature  i[ue  celles 
(jue  nous  devons  attribuer  îi  l'élher  luminirêre  pour  expliquer 
li's  phénomènes  de  la  lumière,  nos  raisons  de  croire  ii  l'exis- 
lence  physique  d'un  pareil  milieu  se  Irouveioiit  sérieusement 
conlirmëes.  n  Maxwell.  Traité  d'Electricité,  t.  Il,  S  781. 

176.  I.'élber  et  le  llnide  de  Maxwell  jouissant  des  mêmes 
propriétés,  la  lumière  doit  être  considérée  comme  un  phciiamèue 
électromagnétique  et  le  mouvement  vibratoire  qui  produit,  but 
notre  rétine,  l'i  m  pression  d'une  intensité  lumineuse  doit  résulter 
de  perturbations  périodiques  du  champ  mugiiêtique.  S'il  en  est 
ainsi,  des  équations  générales  de  ce  cbump  doit  pouvoir  se  déduire 
l'explication  des  phénomènes  lumineux,  (Vest  ii  celte  explicutioii 
qu'on  a  donné  le  nom  de  Théorie éleclromaj'nélifjne  île  la  lumière. 

Cette  théorie  conduit  nécessairement  îi  des  rcliitions  entre  les 
valeurs  des  consliiules  optiques  et  des  constantes  électriques 
d'un  même  corps.  Si  ces  relations  se  trouvent  salisfuiles  nuniéri- 
i|nement  par  les  données  de  l'expérience,  elles  constitueront  autant 
de  vérilicutions,  indirectes  mais  néanmoins  très  probantes,  de  la 
Ihéoric,  L'une  des  meilleures  véririeations  de  ce  genre  est  l'ac- 
cord satisfaisant  que  l'on  constate  entre  les  valeurs  trouvées  par 
Foucault,  Fizean  et  M.  Cornu  pour  lu  vitesse  de  propagation  de 
la  lumière  cl  celle  qu'cui  déduit  de  la  Ihéorie  électromagnétique. 
(Cherchons  d<mc  la  formule  qui  exprime  cette  vitesse  en  runction 
des  constantes  .■U-elriqii.-s  mesurables  du  milieu  oii  s-eirecluc  la 
piopagalion. 

177.  Équations  de  la  propagation  d'une  perturbation 
magnétique  dans  un  diélectrique.  —  Tous  les  corps  trunspa- 
rinls  cliial  <les  isolants  plus  ou   moins   parfaits,    si    toutefois  on 
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excepte  les  solutions  électrolytiqiies,  bornons  d'abord  notre  étude 
\\  la  considération  des  diélectriques.  De  plus  admettons  que  les 
molécules  matérielles  du  milieu  qui  propage  les  perturbations 
magnétiques  sont  en  repos. 

Par  suite  de  cette  dernière  hypothèse  les  composantes  .r',  y',  z\ 
de  la  vitesse  d'un  point  matériel  sont  nulles  et  les  équations  (V) 
du  §  167  se  réduisent  aux  suivantes  i 


dt  dx  ' 

Q==- 


dG        4 
1i         ly' 


d\\         d^ 
dt  dz 

Le  potentiel  électrostatique  'i  étant  dû  à  des  masses  électriques 
ne  variant  ni  en  grandeur  ni  en  position,  cette  quantité  et  ses 
dérivées  partielles  par  rapport  h  x,  y,  z,  sont  indépendantes  du 
temps  ;  par  conséquent  en  dérivant  les  équations  précédentes  par 
rapport  à  /,  nous  obtenons 


(0 


dl^ 

d'V 

dl 

dt'  ' 

'fQ 

d^G 

dl 

df'  ' 

m 

d'W 

dl 

dl*  ■ 

La  perturbation  magnétique  étant  supposée  s'efFectuer  dans  un 
milieu  diélectrique,  les  composantes  i/,  r,  w  de  la  vitesse  de 
Télectricité  sont  liées  aux  composantes  de  la  force  électromo- 
trice par  les  équations  (VllI)  d'où  nous  pouvons  tirer  les  déri- 
vées de  P,  Q,  Il  par  rapport  à  ^  En  portant  les  valeurs  de  ces 
dérivées  dans  les  équations  précédentes  nous  avons 


4?://  =  —  K» 
(2)  \  4w  ^  _  K 


47Cii'=  —  K 


d'V 

IF' 

d'G 

-dF' 

d'il 
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Pour  avoir  les  équations  clifTérentielles  qui  donnent  F,  G,  H  en 
fonction  du  temps,  il  nous  faut  exprimer  //,  (^,  jv  en  fonction  de 
F,  G,  Il  et  des  dérivées  de  ces  quantités.  Pour  cela  adressons- 
nous  aux  groupes  d'équations  (1),  (II)  et  (III). 

Les  équations  (I)  et  (III)  nous  donnent 

d\\         dC 
*  dy  dz 

rfF         rfll 

_  rfG  _  rfF 
^^'~  dx         1^' 

Au  moyen  de  ces  équations  calculons  les  dérivées  de  a,  [i,  y,  par 
rapport  a  j*,  y,  5  et  portons  les  valeurs  ainsi  trouvées  dans  les 
équations  (II)  ;  nous  obtenons 

^   »             dx  ' 

^TZiki»  =  -= AG, 

Anuiii*  =  —: AH , 

*  dz 

J  désignant  la  somme  des  dérivées  partielles  : 

j  _  rfF     ^/G  ,  rfn 

dx         dî/         dz 

L'élimination  de  //,  r,  iv  entre  ces  dernières  équations  et  les 
équations  (2)  nous  conduit  aux  équations  dilTérentielles  cher- 
chées. 

K'X— .r^r  =    M* 


di'  dx  ' 

^    ^  '      '     di'  dîj  ' 

KjJL    -r^=  AU   


dl'  dz 


Sous  cette  forme,    ces  équations  sont  semblables  à   celles  du 


EQlATlO.\S  DE  I.A  VHOI'ACATIOS  Di'.\E  l'EaTLHBATIOS  1Î9 

mouvement  d'une  molécule  dun  milieu  l'Iustique  (')  et  pnr  con- 
séquent il  celles  du  mouvement  d'une  molécule  d'éther  ;  c'est  une 
|iremière  conËrmiition  de  l'hypothèse  sur  lu  nnlnic  olectruniEi- 
j^nétique  des  vibrations  lumineuses. 

178-  Ces  équations  étant  linéaires  cl  ii  coi-HUicnls  cunslanls, 
les  dérivées  pur  rupport  a  nne  variiible  quelconque  des  fonc- 
tions F,  G,  11  qui  y  satisfont,  sont  uussi  des  solnlions  de  ces  équa- 
tions ;  en  outre,  il  en  est  encore  de  ni^nie  de  toute  combiniiison 
linéaire  de  ces  dérivées.  Pnr  conséquent  les  lonipusantes  «,  h,  r 
de  l'induction  mngnétique,  liées  aux  conipostintes  du  moment 
électromagnétique  piir  les  relations  (Hl),  satisfont  îiux  équa- 
tions (A),  D'ailleurs  dans  ce  cas  ces  dernières  se  sïmplilienl  car  lu 
quantité  J  est  alors 


nulle  {102}.  Nous 


partielles 


Quant  aux  composantes  a,  ^,  f  de  lu  force  magnétique  elles 
doivent  également  satisfaire  aux  équations  (A)  puisqu'elles  ne 
difFtrcnt  de  n,  i,  c  que  par  un  facteur  constant  ;  la  somme  J  des 
dérivées  partielles  subsiste  alors  dans  les  équations. 

Enfin  les  composantes  11,  v,  h'  de  la  vitesse  du  déplacement 
étant  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  des  dérivées  de  a,  ^i,  ■; 
sont  aussi  des  solutions  des  éqnations'  (A),  l.'hvpothèac  de  l'in- 
compressibilité de  l'électricité  étant  exprimée  par  la  condition 
tir,     ,     ,/.■     ,     ,/.v 


J  disparail  di's  éqnalions. 


yKT/QUf:  ni':  r.i  i.i:Mih:iiE 


J  = 


lo  suppose  Maxwell(133),   les  com- 
inirnl    éiectrnmagnôtiqiie    satifll'ont  à 

</G       tin 


les  (rquatioiis  (A)  et  celles  qui  donnenl  lesciimposiiiili's  delà  force 
magnétique  ne  contiennent  pjis  J.  Mais  Tnliandon  do  celte  hypo- 
Ihëse  ne  modifie  en  rien  les  résultats  auxquels  conduit  la  théorie 
électromagnéliqucde  la  lumière  car  J  dlsparnil  lorsqu'on  suppose 
périodiques  les  perlurlialions  du  champ  magnétique. 

En  effet  dérivons  les  équations  (A)  par  rapport  à  .r.  ij,  :,  et 
additionuniiH  ;  nous  obtenons  après  simplification 

KiJL  -— -  =  o  ; 

J  doit  donc  ^trc  une  f<niction  linéaire  du  temps,  ou  une  cons- 
tante, ou  zéro  ;  il  en  est  de  même  pour  les  dérivées  de  )  pur 
rapport  ii  ,r,  y,  :.  Or,  si  F,  G,  H  sont  des  l'nnctions  périodiques 
du  temps,  J  et  ses  dérivées  sont  également  des  fonctions  pério- 
diques ;  pal'  suite  ces  quantités  ne  peuvent  être  ni  des  fonctions 
du  premier  degré  en  /,  ni  des  constantes  ;  elles  sont  donc  nulles. 

180.  Caa  des  ondes  pianes.  — Supposons  que  les  phénomènes 
électromagnétiques  qui  on!  lien  dans  le  diélectrique  ne  dépen- 
dent que  du  temps  cl  delà  coordonnée  z  du  point  considéré. 
Dans  ce  cas  ces  pliénomènes  sont,  au  même  instant,  identiques 
pour  tous  les  points  d'un  plan  parallèle  au  plan  des  xi/  ;  on  dit 
alors  que  les  perturbations  magnétiques  forment  des  0H(/e«/j^i7/ie«. 

Les  composantes  F,  G,  Il  du  moment  électromagnétique  ne 
dépendant  pas  de  .r  ni  de  y,  les  dérivées  de  ces  quantités  par 
rapport  à.f  et  à  »/  sont  nulles  et  les  équations  (A)  se  réduisent  à 

l       ^     (/(*    ~   dz' 


(li) 
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Le  pouviiir  inducteur  spécifiqui:  n'îiyiml  pua  île  dinieusiuiis 
dans  le  svslèmc  élefti-ostiitiquc.  les  dimensions  du  déplacement 
dîiiis  ce  système  sont  celles  du  quuticnt  d'un  polfutiel  par  une 
longueuiet,  par  suite,  celle  du  quotieuL  d'une  ijuanlité  d'électri- 
cité piir  le  cai'ré  d'une  longueur.  Il  s'ensuit  que  si  ou  passe  d'uu 
système  de  mesures  ii  ui)  autre  dans  lequel  l'unité  de  longueur  a 
conservé  I»  même  valeur  que  dans  le  premier,  les  nombres  qui 
mesurent  le  déplacement  dans  l'un  et  l'autre  sysli-nio  sont  dans 
le  même  rapport  que  cens  qui  exprinieut  nue  nii^uie  quantité 
d'électricité.  Si  doue  nous  appelons  de  rapport  del'uuité  éleetro- 
magnétique  de  qnaulité  d'électrîcîté  ii  l'unité  électrostatique,  le 
nombre  ({ui  exprime,  suit  nue  quantité  d'électricité,  suit  un 
déplacement   dans  le   premier  système    est  égal  nu    produit    de 

—  pur  le  noml>re  qui  mesure  la  même  grandeur   dans  le  système 

électrostatique.  D'autre  part  on  sait  que  le  rapport  des  unités  do 
force  éieclromotrice  dans  les  deux  systèmes  de  mesure  électrique 
est  inverse  de  celui  des  unités  de  quantité  ;  donc  le  nombre  qui 

exprime  dans  le  système  électronuiguétique   est  le  produit 

de  ('  par  la  mesure  de  cette  quantité  au  moyen  de  l'unité  êlec- 
U'oslatique.  Il  en  résulte  que  la  valeur  du  quotient  de/'  par 
~j^  et.  par   suite,  la   videur  de    R    se     triiuvenl   multipliées   par 

—j- quand  on  passe  du  système  électrostatique  au  système  élec- 
Iromagnêtique.  Le  pouvoir  inducteur  spécifique  du  vide  étant 
I  dans  le  svstème  clectroslatîquej  sa  valeur  est  ,  dans  le 
svstème  électromagnétique. 


Si   nous  portons 


;elte  ■ 


de  K    dai 


I    de  la 


■  /K 


v^ 


la  vitesse  de  propagation  d'une  perturbation  éleclromagriétinut 
est  donc  égale  au  rapport  i'  des  unités  de  quantité  d'électricité 
dans  les  deux  systèmes  de  mesures  électriques. 
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183.  —  Cette  dernière  ((uuntité  ii  élé  déterminée  par  de  nom- 
breux expérimentateurs  au  moyeu  de  méthodes  que  l'on  peut 
classer  en  trois  groupes  suivant  que  i-  est  donné  par  le  rapport 
des  unilésdc  (juanlité  d'électricité,  ou  p«r  celui  des  forées  élec- 
tromotrices, ou  enfin  par  la  comparaison  des  capacités.  Voici  les 
résultats  de  quelques-unes  de  ces  déterminations  pour  le  ([uutient 
par  lo  '"  de  lu  valeur  de  v  exprimée  en  unités  C.  G.  S. 


.'"' groupe.       W'i'hcr  et  Kulilriiuttli  .    ,    ,    .        ...  i.  1071 

Maxiïull.  1868 Ï.8410 

I    W.  Thomson  cl  King,  1869 3,8080 

l  Mac  Ki.:ha[i,  i8:a »,896i> 

1  Shid»   1880 ï.oSîo 

"*'"■'"""■•■.  F.x«.r.  ,88. ..9.00 

/  Lord  Kelvin.  18B9 l.onl 

'    Pollnl,   1891 3,0091 

'    UiirmuBGsni,  iBgG î.oooi 

I  AjTlon  et  Pcrrj-,  1879 1.96 

;   Stnlctuv,  1881 3,99 

J.-J.  Tliornson,  1B8Ï a.gGio 

l  t  '88> ;  3.0.9 

\  KIcmL-ni-if       i88.i ]   3.oi8i. 

1                        {   r886 r   î,oMï 

^'""  «'■'"'P'-                            ,    .886 ,    -S.oori 

1  Hiintlfcll.    ;   1887 ]    '1,0019 

I                        [   1888 '   3,uo9ï 

E.-B.  RosB.  1889 1,0004 

J.  J.  Tliornsori  cl  Si;arle,  1890    ....  j.ggl'i 

'  AbrflliHiu.  1891 ...  3,9911 

our  la  vitesse  de  la  lumière  dans  le  vide,  M.  Cornu  a  trouvé 
1  3,oo4X  10'°  centimètres  :  seconde  aveu  une  erreur  probablement 
I  inférieure  â  '/|,,„.  On  voit  que  ce  nombre  ne  diffère  que  d'une 
I  quantité  très  petite,  de  l'ordre  des  erreurs  cxpérimcatiiles,  des 
rvaleurs  de  v  données  par  MM,  Klemcncic,  Himstedt,  Rosa, 
Kd' après  des  méthodes  paraissant  présenter  la  plus  grande  prêii- 
T  sion,  La  théorie  de  Maxwell  reçoit  donc  une  confirmation  aussi 
I  satisfaisante  qu'il  est  permis  de  la  souhaiter. 

D'autre  part,  M.  Hertz,  en  mesurant  la  vitesse  de  propagation 
I  des  ondes    électromagni'rtiques,  a    trouvé  un   nombre    du    même 
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sîble  :inais  ce  qui  montre  conibieu  il  faut  peu  se  (icr  ii  des  extra- 
polations de  ce  genre.  C'est  sans  doute  là  la  principale  cause 
des  divergences  que  uous  signalons  plus  loin. 

185.  —  Au  moment  où  Maxwell  écrivait  son  Traité,  la  piiralfine 
était  le  seul  diélectrique  dont  le  pouvoir  inducteur  ait  été  déter- 
miné avec  une  exactitude  sulTisnntc.  Une  seule  vérification  de  lu 
relation  K  =  /i'  était  donc  possilile  j  encore  était-elle  peu  satis- 
faisante. MM.  Gibson  et  Barclay  avaient  trouve  pour  le  pouvoir 
inducteur  de  la  paraffine  solide  1,975,  dont  lu  racine  carrée  est 
i,4o5.  Or  ce  nombre  diffère  sensiblement  de  lu  valeur  1,422  de 
l'indice  de  réfraction,  pour  une  longueur  d'onde  infinie,  déduite 
des  expériences  du  D'  Gladstone  sur  la  paraflinc  fondue.  Toute- 
fois, les  nombres  comparés  se  rapportant  à  deux  états  différents 
de  la  paraffine,  leur  divergence  ne  peut  infirmer  la  théorie  ;  aussi 
Maxwell  en  eonclut-il  seulement  que  si  la  racine  carrée  de  K  n'est 
pas  l'expression  complète  de  l'indice  de  réfraction,  clic  eu  forme 
le  terme  le  plus  important. 


a  fait  de  nombreuses  détermin 
pécifiquos    des    corps    transpa 
au  point  de  vue  qui  nous  occupe. 


186.  —  Depuis,  on    a  fait  de  nombreuses  déterminations  dt's 
pouvoirs    îiiductei 
voici  les  résultats,  : 

Pour  les  solides  la  iticiiie  carrée  de  K  diilere  de  l'indice  de 
réfraction  d'une  quantité  quelquefois  considérable.  D'après 
M.  Hopkinson  les  indices  de  réfraction  des  dïU'ércntes  espèces 
de  verre  sont  toujours  plus  petits  que  la  racine  carrée  de  leur 
pouvoir  inducteur  ;  pour  certains  verres  ils  ne  sont  que  la  moitié 
de  cette  racine. 

Lu  relation  K  =  h"  se  trouve  un  peu  mieux  vérifiée  dans  le 
cas  des  liquides.  l'nur  certains  hydrocarbures  liquides,  les  expé- 
riences de  MM.  Hopkinson,  Négréano,  Palaz  montrent  que  la 
vérification  est  assez  satisfaisante.  Les  deux  tableaux  suivants 
résument,  le  premier  les  résultats  de  M.  Négréano,  le  second 
ceux  de  M.  Palaz  ;  dans  ces  tableaux  l'indice  de  réfraction  se  rap- 
porte ii  la  raie  D  du  sodium. 
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K  v'k"  h„ 

Xj'lëiic  (ini'lanjj;eilc  |))iisioiirs  leitmirps)       1,1679  •■^"Sg  1,4897 

Mélaxyli>ac J.3781  i,ï4"'  ^•'\'èll 

Pseudocumi^nc 3,{3io  1,^^91  1.4837 

,  Cymènc 3.4706  1.5716  1.4837 

Eiseneede  tfri'bcnthini' a. 3618  i,5o3g  1,4736 

tl 

Bcntinc ^1^377  i.5t7  i|4997 

Tolufnc  n"  I 3.Î646  t.îî?  1,4949 

I)        n"  a   .    . î,3649  i,5Î7  1,4848 

Pi'lrolc  OrdinaicL- n" i,ia34  1,437  1,4487 

"  "  ""  ■' -'-0897     '.'f'iS      ',4477 

n        reciiiiî' ï,'9io     1.481       i,4;G6 

I.a  vérifiGation  est  beaucoup  moins  butine  si  l'on  prend  des 
huiles  végétales  on  niiimules.  Pour  celles  sur  lesquelles  il  a 
opéré,  M.  llopkiiison  a  loiijours  trouvé  n  >  V'K.  M.  Piiliiï  arrive 
il  une  conclusion  inverse  piiiir  l'huile  de  navet  et  l'huile  de  ricin  : 

Huile  dp  niiïil vT^—  1,737        n„=  1,4706 

Huile  de  ricin -1,147  ^.-'CT'. 


En  1888,  M.  Gouy  (')  a  mesuré  le  pouvoii*  inductenr  spccï- 
fifjue  de  l'eau  par  l'attraction  qu'éprouvent  deux  pluleaux  élec- 
trisés  entre  lesquels  se  trouve  une  couche  de  ce  liipiide  ;  il  » 
trouvé  K  =  80.  Il  en  résulterait,  d'après  la  relation  de  Maxwell, 
fl  =  9  environ,  nombre  il  ppu  près  sept  fois  plus  grand  que  l'in- 
dice de  réfraction  réel  ;  cette  relation  est  donc  dans  ce  cas,  tout 
il  fait  en  défaut.  Il  est  vrai  qu'elle  n'a  été  établie  que  pour  les 
corps  isolants,  condition  qui  est  loin  d'être  satisfaite  par  l'eau, 
toujours  plus  ou  moins  conductrice  pur  suite  des  sels  qu'elle 
contient.  Mais  au  moins  on  devrait  trouver  pour  K  des  valeurs 
de  pins  eu  plus  petites  lorsqu'on  prend  de  l'eau  de  plus  en  plus 
pure  ;  or  c'est  précisément  l'inverse  qui  parait  avoir  lieu. 

Enfin,  si  nous  passons  aux  gaz,  nous  trouvons  un  accord  très 
satisfaisant  entre  les  valeurs  de  ^K  et  celles  de  n.  Le  tableau 
suivant  donne    les  valeurs  de  ces  quantités  pour  quelques   gaz  ; 
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i'Ioiici.-s  (le  M.  Btiltzriiiinn. 

K  ^/K"  H 

Air t.oïKiSipo  i,ooo3yS  1,000294 

Acide  cnrl)oniqui- i,ooih|,(6  i,000(S73  i.ooojîj 

Hydrogène l,ouoa6.i  i.oooi3a  1.0001(8 

OiyJe  (le  carboni- 1,01)0690  i,ooa34ï  i.oooïîî 

Proloxyde  il'nzoli' i,ooo9)ti{  1,000491  i.oooïiG 

Bicarbiirc  il'hydrog^ni?   ....        i.ooiJi'i  i,ooo6SR  1,000710 

l'polot'nrliiil'i'  d'hydrogcii!' 000944  1,000471  1,00044! 

187,  — En  l'ésuiiié,  la  reluLion  K  =^  h'  est  viirifiée  pour  les 
gaz  et  qii<!l(|ues  liquides  ;  elle  est  eu  JéHiut  pour  lu  plupiirt  des 
liquides,  des  solides,  et  surtout  pour  Tenu.  Malgré  lu  mullipli- 
cité  des  reeherclics,  nous  ne  sommes  dune  pas  mieux  renseignés 
que  Maxwell  sur  le  de^rrê  d'exactitude  qu'où  doit  jieeorder  à  eetle 
relation. 

Mais  si  Von  exeeple  IV'iUi.  qui  s'éciule  i-oiiij.H-temenl  dos  dié- 
lectriques p:ir  sa  nature  êlectrolytique  dès  qu'elle  reuferme  une 
trace  d'un  set  en  dissolution,  les  divergences  constatées  entre  n 
et  la  racine  carrée  de  K  ne  sont  pas  de  nature  Ji  faire  abandon- 
ner eelte  relation,  surtout  si  Ton  tient  compte  des  conditions 
déroctneuscs  dans  lesquelles  on  l'applique.  En  premier  lieu  les 
substances  étudiées  en  vue  de  su  vérification  sont  souvent  loin 
d'être  des  isolants  parfaits  comme  le  suppose  sa  dènionstration 
Comme  isolants,  la  plupart  des  solides  siuit  beaucoup  niuins  bons 
que  les  gaz  et  quelques  liquides  lels  que  le  pétrole  et  la  benzine 
bien  pure  ;  or  ce  sont  précisément  ces  derniers  corps  qui  véri- 
fient le  mieux  la  relation  de  Maxwell,  Eu  second  lieu,  le  pouvoir 
inducteur  et  l'indice  de  réfraction  varient  avec  la  température, 
et  gènéralonietit  les  mesures  des  deux  quantités  ii  comparer  sont 
faites  il  des  températures  dilTcrentes.  Enfin,  ou  suit  que,  quelle 
que  soit  la  méthode  employée  pour  la  mesure  de  K,  les  résultats 
dépendent  de  la  rapidité  des  variations  du  champ  dans  lequel  s 


.  pla, 


I  substance  ;  peut-être   donc,  la  relation  dont  il 


s'ugit  se  trouverait-elle  mieux  satisfaite  si  les  variutions  du  champ 
étaient  aussi  rapides  que  les  vibrations  lumineuses.  Pour  ces 
diverses  raisons  il  ne  faut  pas  s'étonner  si  la  vérification  de  cette 
relation  n'est  pas  aussi  satisfaisante  que  la  comparaison  du  rap- 
port c  et  de  la  vitesse  de  la  lumière  dans  le  vîde. 
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Ainsi  cil  un  point  d'une  onile  pliine,  le  déphicement  électrique 
cl  le  mumt-nt  éleclromagnétiijue  ont  même  direction  ;  la  force 
êleclronioIriiT  cl  l'induction  leur  sont  perpendiculiiires  ;  ces 
directions  sont  d';,illcnis  siluccs  di.ns  le  plnn  de  Tonde. 


—    Miiis,   lorsque  les  pcrlurbatioiis 
sseï!  rnpides  pour  donner  nuissiince  a 


Diugiiétiques 
K  phénoniisnes  lumi- 
neux, quelle  est  lu  direction  du  dépluccmeut  électrique  pnr 
rupport  !iu  pliui  de  pohirisiitiuti  de  Iji  lumière?  L'hypothèse  de 
Miixwell  sur  l'expression  de  l'ênergic  kinctique  du  milieu  qui 
transmet  les  ondes  cl  l'étude  des  diverses  théories  proposées 
pour  l'explicution  de  lu  téflexion  vitreuse  nous  pcrnieltcnl  de 
répondre  fucilcmcnl  :i  celte  question. 

Nous  savons  que  dans  les  théories  ordinaires  de  la  lumière,  les 
phéiiomèues  observes  dans  les  utitteux  isotropes  s'interprètent 
tout  aussi  bien,  soit  eu  admettant,  avec  Fresiiel,  que  les  vibra- 
tions de  l'éthcr  sont  perpendiculaires  nu  plan  de  polarisation, 
soit  en  admettant,  comme  le  font  Neumnnu  et  Muc-Cullagh,  que 
ces  vihraliniis  s'elTectuenl  dans  le  plan  de  polarisation.  Nous 
avons  montré,  en  outre,  ii  propos  delà  réflexion  vitreuse  ('),  que 
ces  deux  hypothèses  cunduisent  il  des  résultats  opposés  pour  la 
densité  de  l'éther  ;  si  l'on  adopte  celle  de  Fresnel,  lu  densité  doit 
filre  considérée  comme  variable  ;  si  l'on  prend  celle  de  Neumann 
et  Mac-Cullagh,  cette  densité  est  constante. 

Mais  dans  l'une  et  l'autre  théorie  l'énergie  kinétlque  a  pour 
!  valeur 


-/'?(;'■+■',"+;")''-• 


p  désignant  lu  densité,  ;',  y/,  C  'es  composantes  de  lu  vitesse  de 
In  molécule  d'éther.  SuivnnI  Maxwell,  l'énergie  kinétique  n'est 
uutre  que  le  potentiel  électrodynamiquo  du  système  de  courants 
qui  existent  dans  le  milieu;  l'expression  de  celle  énergie  est  donc. 
,  dans  le  cas  où  le  milieu  est  supposé  magnétique  (143), 


«:.)•' 


-  'ib  - 


;,-},h, 
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anisotrope. 


"  4rAdy  /  ' 

^TZ  \dz  /  ' 

^{/  désigne  le  potentiel  électrostatique,  X,  Y  et  Z,  les  composantes 
de  la  force  électromotrice  due  h  toute  autre  cause  qu'une  diffé- 
rence de  potentiel.  En  supposant  cette  force  éleclromotrice  due 
uniquement  à  Tinduction  produite  par  les  courants  et  les  aimants 
du  champ,  ces  égalités  deviennent 

/=— P 


(0  \g=~(l. 


471 

471 


471 

191.  —  Mais  il  n'est  pas  nécessaire  pour  établir  ces  formules 
de  s'appuyer  sur  l'hypothèse  de  la  constitution  cellulaire  des 
diélectriques. 

D'après  les  formules  (V  II)  du  Chapitre  précédent,  les  compo- 
santes du  déplacement  électrique  dans  un  milieu  isotrope  sont 
proportionnelles  à  celles  de  la  force  éleclromotrice;  par  suite, 
l'hypothèse  la  plus  simple  qui  se  présente,  est  d'admettre  que, 
pour  un  milieu  anisotrope,  /)  ^^  h  sont  des  fonctions  linéaires  et 
homogènes  de  P,  (^,  R, 

f=\P    -j-BQ   +CR, 
..=  AT  +B'Q+CR, 

D'ailleurs  les  neuf  coedicients  A,  B,  C,...  ne  sont  pas  absolu- 
ment arbitraires.  Montrons  en  effet  qu'ils  forment  un  déterminant 
symétrique. 

Si  nous  donnons  aux  composantes  du  déplacement  des  accrois- 
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scinents  df^  dg^  dit,  le  travail  correspondant  de  la  force  électro- 
motrice  est 

OU,  d'après  les  relations  précédentes, 

B  (ArfP  +  Bdi)  +  CrfR)  +  Q  [k'dV  +  B'rfQ  +  CdK) 

+  R  (A"rfP  +  B"rfQ  +  C'dR), 

ou  encore 

( AP  +  A'g  +  A^'R)  d?  +  (BP  +  B'Q  +  B''R)  rfQ 

(CP  +  CQ  +  C  R)  rfR. 


Pour  qu'il  y  ait  conservation  de  Ténergie  cette  expression  doit 
être  une  différentielle  exacte.  Cette  dernière  condition  s'exprime 
par  trois  égalités  dont  la  première  est 

rf(AP  +  AQ  +  A^^R)  rf(CP+C^Q  +  C^R) 

d)\  ~  dV  ' 

nous  en  tirons 

A''  =  C. 

Les  deux  autres  égalités  nous  donneraient 

B  =  A',  C  =  B", 

ce  qui  montre  bien  que  le  déterminant  des  coedicients  est  symé- 
trique 

Le  nombre  de  ces  coedîcients  se  trouve  donc  réduit  à  6.  Par  le 
choix  des  axes  de  coordonnées  nous  disposons  des  valeurs  de  trois 
d'entre  eux;  nous  pouvons  donc  faire  ce  choix  de  telle  sorte  que 
les  coellîcients  qui  ne  sont  pas  sur  la  diagonale  du  déterminant  se 
réduisent  à  zéro;  les  valeurs  de  /*,  g^  h  se  réduisent  alors  aux 
expressions  (i). 

192.  —  Xous  devrions  faire,  pour  les  équations  qui  donnent  les 
composantes  dr,  6,  r  de  l'induction  magnétique  en  fonction  des 
composantes  a,  Jâ,  y  de  la  force  électromagnétique,  la  même  hypo- 
thèse que  celle  que  nous  venons  d'adopter  pour  exprimer  fy  gy  h 
en  fonction  de  P,  Q,  R.  Nous  serions  ainsi  amenés  h  remplacer 
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les  équations  (I)  du  Chapitre  précédent  par  trois  équations  de 
même  forme  n'en  différant  qu'en  ce  que  le  coefficient  jx  aurait 
dans  chacune  d'elles  une  valeur  différente  [jl,  jjl',  jjl'.  Mais  la  per- 
méabilité magnétique  des  corps  transparents  étant  toujours  très 
voisine  de  l'unité,  ce  coefficient  n'a  guère  d'influence  sur  le 
résultat  des  calculs.  Pour  ne  pas  compliquer  inutilement  la 
question  nous  admettrons  que  [jl  est  constant  et  égal  h  i . 

193.  —  En  dérivant  les  équations  (i)  par  rapporta  /,  et  rem- 
plaçant dans  les  seconds  membres  des  équations  ainsi  trouvées, 

---  ,  -_.-  et  ---  par  les  valeurs  obtenues  au  ^  177,  nous  avons  les 
dt      dt        dt 

relations 


^'ïiu  =  —  K 


d'F 

dt*   ' 


47tiV  =  —  K'' 


Cl 

dm 


dt 


2     > 


qui  peuvent  s'écrire 


d'V 


(C) 


de 

—     j.  i|.k", 

d'G 

I    , 

dû 

—      j^,  4««'. 

d'W 

I    , 

de 

—       1^,,  4""'- 

Nous  avons  d'ailleurs  (167) 


47://     =     —^ 


{D)  ;  4^^  = 


d[f  dz 
doL  rfv 
dz         dx  ' 


rf3         d% 
dx        dy 

Enfin,  puisque  nous  avons  supposé  a  =  i,  les  équations  (III)  du 
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S  167  deviennent 


'a 


rfH         dG 


iK]  '3= 

^        dz  d.v  ' 


dtj  dz 

rfF  dl\ 


I 


V 
i 


dG         rfF 
rf.r  ^/y 


Tels  sont  les  trois  groupes  d'équations  qui  permettent  de  déter- 
miner les  valeurs,  h  un  moment  quelconque,  des  éléments  d'une 
perturbation  magnétique  en  un  point  d'un  diélectrique  anisotrope, 
lorsqu'on  connaît  leurs  valeurs  initiales. 

194.  —  S'il  est  vrai  que  la  lumière  est  due  à  une  perturbation 
de  ce  genre,  ces  équations  doivent  nous  conduire  h  l'explication 
de  la  double  réfraction  que  présente  la  lumière  lorsqu'elle  tra- 
verse un  milieu  anisotrope.  L'étude  que  nous  avons  laite  de  ce 
phénomène  (*),  nous  permet  de  montrer  qu'il  en  est  bien  ainsi, 
sans  entrer  dans  de  longs  développements. 

Nous  savons  que  si  on  désigne  les  composantes  du  déplacement 
de  la  molécule  d'éther  par  ;,  yj,  JJ  dans  la  théorie  de  M.  Sarrau, 
par  X,  Y,  Z  dans  la  théorie  de  Neuman^,  par  11,  r,  tv  dans  celle 
de  F'resnel,  on  a  les  neuf  relations  (*) 


it 


dl* 

—  (III, 

d\ 

m 

dl- 

—  Ih; 

d^; 
di' 

—  fir, 

dZ 

d\ 

dji 

dz  ' 

d\ 

dZ 

dz 

d.r' 

d\ 

dX 

"'  ~    d.r  dij  ' 


(')  Tlicon'e  niatliematique  (Je  ta  Lumicre.  p.  217  ù  3 18. 
(*j  Luc.  cit.,  p.  '27<). 
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dij  (Iz 


Z  = 


dz         d.v  * 
d'f;  d\ 


d.v         dy  ' 


Ces  équations  deviennent  identiques  aux  groupes  (C),  (D)  et 
(E)  du  paragraphe  précédent  si  nous  y  faisons 

—  _i  I  ——  .  — _L 

a  =  ^Tzit,,,.^  X=a,...,  5  =  F, 

Or  les  trois  théories  optiques  de  Fresnel,  de  Neuniann,  et  de 
M.  Sarrau  expliquent  également  bien  tous  les  faits  observés 
puisque,  jusqu'ici,  aucune  expérience  n'a  pu  faire  préférer  Tune 
à  Tautre;  nous  pouvons  donc  être  assurés  que  les  groupes  d'équa- 
tions (C),  (D),  (E),  déduits  de  la  théorie  de  Maxwell,  permet- 
tront d'expliquer  tous  les  phénomènes  connus  et  ne  seront  en 
contradiction  avec  aucun  d'eux. 

195.  —  En  particulier,  l'équation  des  vitesses  de  propagation 
des  deux  ondes  planes  provenant  d'une  même  onde  incidente 
doit  être  identique  dans  la  théorie  électromagnétique  et  dans  les 
théories  optiques.  Dans  ces  dernières  elle  est 

nr  n 

—  a  V  ^  —  h  N  "  —  c 

/»  /;î,  Il  étant  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  au  plan  de 
l'onde;  par  conséquent  elle  devient  avec  les  notations  de  la  théorie 
électromagnétlcjue 


m'  n 

I       I  '  /\'  I  ~l"    1  '  it\'>  —  o. 


KV^  —  I     '     K'V-  —  I     '    K 'V-  —  I 

11  en  résulte  que  les  vitesses  de  propagation  suivant  les  axes 
de  coordonnées  sont  Inversement  proportionnelles  aux  racines 
carrées  des  pouvoirs  inducteurs  suivant  ces  mêmes  axes  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  que  ces  racines  carrées  sont  proportion- 
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nelles  ans  valeurs  dos  indii-cs  dp  n'Iriictiiiii  suivaiil  les  axes  d'élas- 
ticité du  milieu. 

196.  —  Celte  relation  sp  trouve  assez  bien  vérifiée  pour  le 
soufre  L-rîstullîsé.  Les  pouvoirs  indueteurs  suivant  les  trots  axes 
d'êlaslit'ité  d'un  eristal  de  cette  substance  sont  respectivement, 
d'après  M.  Boitzmann  (')  :  4<773,  —  3,970,  —  ii,8i  1 .  I. es  racines 
carrées  de  ces  nombres  :  a,  i85,  —  '.91.  —  i.t)5  dîfi'érpnt  peu 
des  indices  de  réTniction  correspondan!  aux  m'>mcs  directions  : 
a, 143,  —  i,g6  —  '189. 

Les  autres  substances  unisotropes  tMudiées  donnent  des  résultais 
bien  moins  satisfaisants.  D'après  les  expériences  faites  par  M.  J. 
Curie  (*)  sur  le  quarts,  le  spath,  la  tourmaline,  béryl,  etc.,  la  racine 
carrée  de  K  est  toujours  beaucoup  plus  grande  (jue  l'indice  de 
réfraction;  toutefois,  conformément  à  la  tliéorie,  les  cristaux 
positifs,  comme  le  quartz,  possèdent  un  pouvoir  inducteur  plus 
grand  suivant  la  direction  de  l'axe  optique  que  suivant  une  direc- 
tion perpendiculaire,  tandis  que  pour  les  cristaax  négatifs, 
comme  le  spath  d'Islande,  c'est  suivant  cette  dernière  direction 
que  le  pouvoir  inducteur  est  le  plus  grand. 

La  relation  K  :^=  /?'  n'est  donc  que  très  imparraîtemcnt  vérifiée. 
Mais,  comme  dans  le  cas  des  corps  isotropes,  nous  devons  faire 
observer  que  les  conditions  que  suppose  rétablissement  de  cette 
relation  ne  sont  pas  remplies  par  les  substances  étudiées.  Plu- 
sieurs d'entre  elles  sont  hygrométriques  et  acquièrent,  par  la 
couche  d'eau  qui  les  recouvre,  une  conductibilité  qui  peut  expli- 
quer jusqu'il  un  certain  point  les  divergences  observées.  Cette 
manière  de  voir  se  trouve  (Failleurs  eonlirméc  par  les  résultats 
obtenus  pour  le  soufre,  substance  remarquable  par  ses  propriétés 
isolantes  et  par  lu  difhculté  avec  laquelle  la  vapeur  d'eau  se 
condense  sur  sa  surface. 

197.—  L'identification  des  équations  des  S  193  et  194  nous 
permet  de  déterminer  les  directions  relatives  des  diverses  quan- 
tités qui  définissent  le  courant  de  déplacement  en  un  point,  et 


(•)  Litmiète  ÊUctrlquf.  I.  XIX,  p. 


LXX,  iinrL  II.  p. 


el  pui 
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leurs  directions  par  nippoit  liu  rayon  lum 
plnn  de  polarisation. 

Nous  siivons  ijuc  les  directions  ON  et  OF  [fig.  3!1)  des  vibra- 
tions de  Neumann  cl  Fresnel  sont  recliingulaires  entre  elles  et 
situées  dnns  le  plan  de  l'onde,  et  que 
les  directions  OS  et  ON  des  vibrations 
de  M.  Siirrnu  et  de  Neuniiinn,  égale- 
ment  perpendiculaires  entre  elles,  sont 
dans  un  plan  normal  au  rayon  luniineu^t 
OR.  Or.  de  l'identité  des  éfiuiilions  que 
nous  venons  de  rappeler,  il  résulte  qui; 
la  vitesse  du  déplacement  électrique  est 
parullèle  à  la  vibration  de  Fresnel,  la  '"' 
force  électromagnétique  parallèle  ii  celle 

de  Neuraann,  enfin  le  moment  électromagnétique  et,  par 
suite,  la  force  électroniolricc  parallèles  ii  la  vibration  de 
M.  Sarrau.  Nous  en  concluons  que  le  déplacement  électrique 
s'effectue  dans  le  plan  de  l'onde  perpendiculairement  il  la  force 
électromagnétique,  et  que  cette  dernière  quantité,  située  dans  le 
plan  de  l'onde,  est  perpendienlaire  ii  la  direction  du  rayon  lumi- 
neux et  à  la  force  êlectroinolrico,  elle-même  normale  au  rayon. 
Dans  le  cas  d'un  corps  isotrope,  lu  direction  de  ce  rayon  se  con- 
fond avec  celle  de  la  normale  On  au  plan  de  l'onde  et  par  con- 
séquent la  force  électroMotrice  prend  la  direction  du  déplace- 
ment comme  nous  le  savions  déjà. 

Quant  aux  directions  pur  rapport  au  plan  de  polarisation  il 
résulte  de  ce  que  nous  savons  sur  la  position  de  ec  plan  relative- 
ment aux  vibrations  de  l'éther  que  la  force  électroniolrîce  et  le 
déplacement  sont  presque  normaux  au  plan  de  polarisation  taudis 
que  la  force  électromagnétique  lui  est  sensiblement  parallèle.  Si 
Ton  passe  au  cas  d'un  milieu  isotrope  ces  quantités  deviennent 
rigoureusement  perpendiculaires  ou  parallèles  au  plan  de  polari- 
sation. 


198.  Propagation  dana  un  milieu  imparfaitement  isolant. 
— Absorption  de  la  lumière.  —  Nous  avons  dans  ce  cas  le  choix 
entre  les  formules  (IX)  de  Ma.wcU  cl  les  formules  (X)  de  M.  Potier 
(170  et  ni).   Ces   doux    groupes    de    formules    conduisant  aux 

Pdincahé.  Klwlricilô  et  Opli.(.iP.  l-i 
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mêmes  résultats,  prenons  celles  de  Maxwell  et  cherchons  quel 
est  alors  le  mode  de  propagation  d'une  onde  plane  électroma- 
gnétique. 

Si  nous  prenons  le  plan  des  xi/  parallèle  au  plan  de  Tonde  et 
Taxe  des  x,  parallèle  à  la  direction  du  moment  électromagnétique, 
nous  avons  G  ==  H  =  o,  et  les  équations  (i)  du  paragraphe  177 

se  réduisent  à  la  première 

rfP  _         d'F 

dt   ~       ~dF' 
d'où  nous  tirons  : 


dt  ' 


en  négligeant  la  constante  d'intégration  qui  doit  être  nulle  lors- 
que les  perturbations  sont  périodiques.  En  portant  ces  valeurs 
dans  la  première  des  équations  (IX)  de  Maxwell 

Il  =  Lr  + 


47Î     dt  ' 
nous  obtenons  : 

Mais  les  groupes  d'équations  (I),  (II),  (III)  du  paragraphe  167 
nous  donnent  : 


_iL=_!_(. 
dz  [i.  \ 


dtj  dz  )x.  \        dif 

ou,  puisque,  par  suite  du  choix  des  axes  de   coordonnées,  F  ne 

dépend  pas  de  y 

I     d'Y 
4T.n  = — -  ; 


|JL     d:^ 


nous  avons  donc  en  éliminant  n  entre  l'équation  (i)  et  cette  der- 
nière 

Cette   équation   est  satisfaite  par  une  fonction   périodique   du 
temps  de  la  forme 
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pourvu  que  les  coefficients  n  et  m  satisfassent  ii  la  relation 

Mais  n  ayant  pour  valeur  -7^,  T  désignant  la  période  de  la  fonc- 
tion, cette  quantité  est  réelle;  par  suite  nr  est  une  quantité 
essentiellement  imaginaire.  Il  en  est  de  même  de  m  et  nous  pou- 
vons poser 

m  =  q  — pi. 

En  portant  cette  valeur  de  m  dans  Tégalité  précédente  et  en 
écrivant  qu'il  y  a  égalité  entre  les  parties  réelles  et  les  parties 
imaginaires  nous  obtenons  les  deux  conditions 

(3)  i  '^'  -  i''  =  ^^"'; 

La  fonction  périodique  satisfaisant  ii  Téquation  (s*)  peut  alors 


s'écrire 


dont  la  partie  réelle,  la  seule  qui  nous  intéresse  au  point  de  vue 
des  conséquences  expérimentales,  est  : 

F  =  e~^''  cos  (/if  —  ^r). 

199.  —  Si  l'on  fait  abstraction  des  variations  de  F  résultant 
du  facteur  cos  (^nt  —  fjz)^  cette  expression  nous  montre  que  la 
valeur  du  moment  électromagnétique  varie  comme  l'exponen- 
tielle e~^''.  Or,  d'après  la  seconde  des  équations  de  condition  (3), 
p  et  fj  sont  de  môme  signe;  par  suite,  si  la  direction  de  propaga- 
tion de  l'onde  plane  considérée  est  celle  des  z  positifs,  p  et  (j  sont 
positifs  et  e~'^'  décroît  quand  z  augmente.  La  valeur  du  moment 
électromagnétique  diminue  donc  h  mesure  que  l'onde  pénètre  plus 
profondément  dans  le  milieu  considéré. 

Il  en  est  de  même  pour  le  déplacement  électrique  et  la  force 
électromagnétique  puisque  les  valeurs  de  ces  quantités  se  dédui- 
sent de  celles  du  moment  électromagnétique  par  une  suite  d'équa- 
tions différentielles  linéaires  et  du  premier  ordre  qui  laissent  sub- 
sister dans  leurs  expressions  le  facteur  e~^''. 
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Il  LU  osl  encore  niiisi  pour  lu  vitesse  de  déplu  ce  ment  d'une 
jiiulécuk-  d'ôtker  lumiDirèrc  puisque  nous  iivons  vu  (189)  que 
(■cite  vitesse  est  proportionnelle  ti  In  force  électromugnétiquc. 

Par coiiscquciil,  lotsijue  tes  pcrtiirliutions  magnétiques  seront 
(issez  rapides  pour  donner  lieu  aux  phénomènes  lumineux,  Tin- 


te usité 
movcni 


de    la   lu  m 


prop< 


rlionnelle  j 


i   de    lu    vitesse 


!  d'une  molécule  d'éllier,  devra  varier  com 


200.  —  Dans  le  eus  oii  la  substance  considérée  possède  un  pou- 
voir inducteur  spécilique  très  faible  et  une  perméabilité  miigué- 
tîque  voisine  de  i ,  la  valeur  de  p  déduite  des  équations  [3]  montre 
que  cette  quantité  est  aensiblenieut  proportionnelle  à  la  racine 
carrée  de  C,  Il  résulte  donc  do  ce  qui  précède  que  l'intensité  de 
la  himiêre  transmise  par  un  tel  milieu  est  d'autant  plus  faible 
ijue  C  est  plus  grand;  en  d'autres  termes,  plus  un  corps  est  con- 
ducteur pour  l'éleclricité,  plus  il  est  opaque  pour  la  lumière. 

11  y  a  un  graud  nombre  d'exceptions  il  cette  règle.  Toutefois, 
d'une  manière  générale,  les  corps  solides  transparents  sont  de  bons 
isolants  tandis  que  les  corps  solides  conducteurs  sont  très  opa- 
«lues.  Kn  outre,  il  résulte  des  recherches  de  M.  J.  Curie  (')  sur  les 
diélectriques  que  la  liste  de  ces  corps  rangés  par  ordre  de  con- 
ductibilité croissante  est  presque  identique  il  celle  de  ces  mêmes 
corps  rangés  par  ordre  de  diuthermauéité  décroissante.  Voici 
ces  deux  listes  ;  celle  des  pouvoirs  diathcrmes  est  déduite  des 
travaux  de  JMelloni. 


ï^el  gemme. 

Fluorine. 

Spath  d'Islande. 

Quartz. 

B.r,l„,c. 

Alun. 

VriTc. 

Tourmaline  roucée 


Soufre. 

l'iuorlnc. 

Spalli  J'Islanik-. 

(JuiMI,. 

Verre. 

BiMjlinc. 

Touniiiline  foncée. 

Mun. 


KÈri.Exioy  uKs  o.\des  181 

On  pourrait  encore  citoi'  l'ébonite  qui  a  été  signalée  coaimo 
»e  laissnnl  fiicilemcDt  traverser  par  les  nidîattuns  obscures. 

201.  —  Cniilrairemcnt  a  la  loi  précédente  les  élcctrolytes  sont 
bons  conducteurs  de  réioctricitc  et  gcnérnleinent  transparents. 
Maxwell  explique  ce  fait  en  faisant  observer  que  la  cunduclibi- 
llté  des  électrolytcs  n'est  pas  de  même  nature  que  la  conductilii- 
lïté  des  métaux.  Dans  ceux-ci  les  molécules  matérielles  sont  en 
repos  ;  et  l'électricité  seule  est  en  mouvement  ;  diins  les  électro- 
lytcs,  au  contraire,  les  ions  se  meuvent  d'une  électrode  à  l'autre 
ut  le  transport  de  l'électricité  s'effectue  par  les  ions  qui  devien- 
nent uinsi  les  conveiteiirs  de  l'électricité. 

On  peut  trouver  une  autre  explication  qui  a  été  également 
donnée  par  Maxwell.  L'énergie  absorbée  par  le  passage  de 
l'onde  à  travers  la  substance  doit  se  retrouver  nécessairement  sous 
tiue  forme  quelconque.  Dans  les  mëtnux,  elle  se  transforme  en 
clialenr.  Dan»  les  électrolytcs,  elle  sert  h  efTecluer  la  séparation 
des  ions.  Mais  le  sens  du  mouvement  des  ions  dépend  de  celui 
du  mouvement  électrique  ;  par  suite,  rcfTcl  produit  par  le  passage 
d'une  certaine  quantité  d'électricité  dans  un  sens  se  trouve 
détruit  par  le  passage  d'une  même  quantité  en  sens  inverse  et 
une  succession  de  courants  alternutifs  comme  ceux  qui  résultent 
des  perturbations  capables  de  produire  l.i  lumière  ne  peut  donner 
lieu  il  une  décomposition.  It  n'y  a  donc  pas  d'énergie  nlisorbée 
et  l'intensité  lumineuse  à  la  sortie  d'un  électrolyte  doit  être  sen- 
siblement égale  il  l'intensité  de  la  lumière  incidente. 

202.  —  Maxwell  a  fait  queli[ucs  expériences  pour  vcriller 
([Uantilalivemcnl  sî  l'inlensilé  lumineuse  décroît  bien  comme 
rexponentielle  e"'''".  Il  a  opéré  sur  le  platine,  Vor,  l'argent,  qui 
réduits  en  lames  très  minces,  laissent  passer  la  lumière.  Il 
semble  résulter  que  la  transparence  de  ces  corps  est  beaucoup 
plus  grande  que  ne  le  voudrait  la  tliéorîe.  Mais  ce  résultat  s'ex- 
plique racilemeut;  l'épaisseur  des  lames  n'est  pas  uniforme  et 
une  forte  proportion  de  la  lumière  transmise  traverse  une  épais- 
seur beaucoup  plus  faible  que  la  valeur  de  :  prise  dons  le  calcul 
de  l'exponentielle. 


203.  Réflexion  des  ondes. 


Le 


s  d,-  la 


éfle- 


iRi 


TiiKoniK  s/.i:rTitoM.\G.\f:TiQi i;  df.  là  iamikiif. 


Iu^ni^^e  peuvent  so  dt-duiic  des  éqiiiitîoiis  du  champ  miiguêtît^ue. 
Dans  une  note  publiée  duns  Iii  tiiiducliun  française  du  traïlé  de 
Mnxweil  (t.  Il,  p.  Soj)  M.  Potier  it  montré  qu'un  retrouve  ainsi 
les  formules  données  par  Fresnel  pour  la  rcllexion  vitreuse  et 
celles  de  Cauchy  et  Lamé  pour  la  réflexion  métallique.  Ces  for- 
mules ayant  été  vériliées  par  l'expérience,  leur  déduction  de  la 
théorie  de  Maxwell  est  une  nouvelle  confirmation  de  cette  théoiie. 
Cependant,  les  valeurs  numériques  des  constantes,  déterminccs 
par  les  méthodes  oplique  et  électrique  ne  concordent  pas;  le 
désaccord,  notable  pour  les  diélectriques  transparents,  est  encore 
plus  marqué  pour  les  métaux.  En  particulier  la  réilexion  de  la 
lumière  sur  le  fer  devrait  dilTérev,  d'après  la  théorie  de  Maxwell, 
de  la  réflexion  sur  les  autres  métaux  puisque  le  coclUcient  de 
perméabilité  magnétique  du  fer  est  environ  3o  fois  plus  grand 
que  celui  de  la  plupart  des  métaux  ;  or  l'expérience  n'a  jusqu'ici, 
révélé  aucune  particularité  dans  les  lois  de  la  réilexion  sur  le  fer. 


Cette  divergence  peut  s 


L-xpliqu« 


Il  suppose  que  l'induc- 
tion magnétique  est  un  phénomène  qui  n'est  pas  instantané.  Avec 
des  vibrations  exlréuiement  rapides,  le  phénomène  n'aurait  pas 
le  temps  de  se  produire. 

On  pourrait  invoquer  un  argument  ti  l'appui  de  cette  manière 
de  voir.  Les  expériences  de  M.  Fizeau  sur  la  vitesse  de  propaga- 
tion de  l'électricité  ii  travers  un  lil  ont  prouvé  que  cède  vitesse 
est  plus  faible  dans  le  fer  que  dans  le  cuivre.  Cela  s'explique 
aisément  car  grâce  au  phénomène  de  l'aimantalioii  transversale 
qui  se  produit  dans  un  fil  de  fer  parcouru  par  un  courant,  la  self- 
induction  du  fer  est  plus  grande  que  celle  du  cuivre. 

Au  contraire,  les  expériences  de  Ilcrtz  donnent  pour  la  vitesse 
dans  te  fer  la  même  valeur  que  pour  la  vitesse  dans  le  cuivre, 
comme  si,  dans  ces  alternances  extrôniemeiit  rapides  réalisée» 
par  l'illustre  physicien  de  Carlsruhe,  le  fer  n'avait  pas  le  temps 
de  se  magnétiser  par  induction.  «  Auch  Eisendriihte  maehen 
neineii  Hegel,  die  Magnelisirbar- 
so  schnellen  Bcwegungen  nichtin 
,  f.  XXXIV.  p.  558). 


kc-iiic  Auii 

lahnie  von  ilcr 

.llg, 

kc[l  des  K 

sens  komnit  iil 

su  bel 

Botiiiclil  >. 

(Hci-li!,  Wied 

.  .!«„ 

204,  Energie  de  la  radiation.  - 
des  phénomènes  lumineux,   !•■    mi 
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renferme  de  l'énergie  sous  forme  d'énergie  potentielle  et  sous 
forme  d'énergie  kinétique  ;  l'énergie  potentielle  est  due  à  la 
déformation  du  milieu,  supposé  élastique  ;  l'énergie  kinétique 
résulte  de  son  mouvement  vibratoire.  L'énergie  totale  d'un  élé- 
ment de  volume  reste  constante  et  par  suite,  quand  l'énergie 
potentielle  varie,  l'énergie  kinétique  varie  en  sens  inverse  d'une 
quantité  égale. 

Dans  la  théorie  électromagnétique,  on  suppose  également  que 
l'énergie  du  milieu  est  en  partie  potentielle,  en  partie  kinétique. 
L'énergie  potentielle,  due  aux  actions  électrostatiques,  a  pour 
expression  (32) 


W  =J^  {f'  +  k^  +  h*)  d-., 


l'énergie  kinétique  est  le  potentiel  électrodynamique  du  système 
de  courants  développés  dans  le  milieu,  c'est-a-dire  (144) 


T  =/-^  (a^*  +  P6  +  T^)  rf'. 


Cherchons  les  valeurs  de  ces  deux  quantités  dans  le  cas  d'une 
onde  plane  parallèle  au  plan  xi/  et  dans  laquelle  le  moment  élec- 
tromagnétique est  dirigé  parallèlement  a  l'axe  des  .r. 

Nous  avons  alors,  d'après  le  paragraphe  181, 

G  =  H=o,       Q  =  R  =  o,       g=h=o, 
a  =  Y=o,       a  =  c=  Oy 

et  les  expressions  des  deux  formes  de  l'énergie  deviennent 


J      OTÎ.U. 


b'  ch. 


Mais  les  équations  (VII)  et  (III)  du  champ  électromagiictinuc 
nous  donnent 

/•=     K  p^    K     dV 

'       4"  4^    di  ' 

dV 
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de  sorte  que  nous  avons  pour  les  valeurs  de  Ténergîe  potentielle 
et  de  Ténergle  kinétique  rapportées  à  l'unité  de  volume 

La    fonction    F,   devant  satisfaire  à    Téquation    différentielle 

(180) 

d'F  _  d'¥ 
•*  di*   ~  dz*  ' 


est  de  la  forme 


F=f{z-\t), 


OU 


v=    • 


nous  avons  donc 


V/K}x' 


dF 


dt 
dF 


et  par  conséquent 


Kr4!i]'=.j_riîLr. 

L  ^/  J       1^.  L  dz  A 


Les  valeurs  (i)  et  (2)  des  deux  formes  de  l'énergie  sont  donc 
égales  entre  elles  ;  quand  l'une  d'elles  varie,  l'autre  varie  dans  le 
même  sens  de  la  même  quantité.  Nécessairement,  puisqu'il  y  a 
conservation  de  l'énergie  dans  le  système  tout  entier,  l'énergie 
perdue  dans  un  élément  de  volume  doit  se  retrouver  dans  un  autre 
élément.  Ces  conséquences  diffèrent  de  celles  des  théories  ordi- 
naires de  la  lumière  que  nous  avons  rappelées  en  commençant. 

205.  Tensions  et  pressions  dans  le  milieu  qui  transmet  la 
lumière,  —  Nous  avons  vu  (81)  que  dans  un  milieu  diélectrique 
en  équilibre  contraint,  un  élément  de  surface  perpendiculaire 
aux  lignes  de  force,  subit  une  tension  normale  dont  la  valeur  par 


Tf;ySIO.\S  ET  PRESSJOS: 


i8S 


unité  (le  surlucc  est  égale  au  produit  àe— — par  le  ciirré  de  la  forci* 
étectt'ODiotricG,  lundis  que  sur  les  éléments  parallèles  aux  lignes 
s'exercent  des  pressions  rjui,  rapportées  ii  l'unité  de  surface,  ont 
la  même  valeur  c[tie  cette  tension.  Si  donc  nous  prenons  l'axe 
des  :r  parallèle  aux  lignes  de  force  et  si  avec  Muxwell,  nous  con- 
venons de  représenter  les  pressions  par  des  quantités  négatives, 
nous  aurons  pour  le.t  valeurs  des  tensions  et  des  pressions,  par 
nnilé    de  surface,    i|ui    s'exercent  sur  des  élénienls  perpendicu- 


laii 


.rdoni 


1'™  =  --=^!*'. 


R  d'iixes.  l'énev 
»  pour  v,,lc„r 


''■■  — w""- 

électrost:iti(]ue  rappor- 


par  consé(iuent  les  tensions  et  press 
les  éléments  considérés  sont  égiiU 
par  unité  de  volume. 


ions  p;ir  unité  de  sut'fare  sur 
i  il   l'énergie  électrostatique 


206.  —  La  loi  des  attractions  et  des  répulsions  étant  la  même 
pour  les  masses  électriques  et  les  masses  magnétiques  nous 
(levons  nous  attendre  ii  trouver  de»  tensions  et  des  pressions  ana- 
logues aux  précédentes  dans  le  champ  magnétique.  Maxwell 
traite  le  cas  général  où  il  existe  dans  le  champ  des  aimants  et  des 
courants.  I,h  méthode  qu'il  emploie  est  sujette  à  des  ohjections. 
Mais  il  est  inutile  d'euA-isager  le  ca»  général  puisque,  d'après 
l'hypothèse  d'Ampère,  le  niugnctisme  permanent  s'explique  par 
des  courants  pnrliculaires.  Nous  pouvons  donc  supposer  qu'il  n'y 
a  que  des  courants  circulant  dans  un  milieu  dont  la  perméabilité 
est  égale  à  i  ;  nous  y  gagnerons  en  rigueur  et  en  concision. 

Considérons  un  élément  de  volume  (/t,  et  soient  ii,  v,  ir  les 
composantes  de  la  vitesse  de  l'électricité  au  point  qu'il  occupe. 
D'après  notre  hypothèse,  l'induction  magnétique  en  ce  point  se 
conToad  avec  la  l'orée  électromagnétique  el  les  formules  (a)  du 
paragraphe  160  qui  donnent  les  composantes  delà  force  éicctro- 
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dynamique  rapportées  à  Tunîté  de  volume  deviennent 

X  =  yi^  —  p^f, 

Y  ==y.w  —  y//, 

Z  :=  ^/z  —  ar. 

Les  composantes  iiy  ç,  w  de  la  vitesse  de  rélectricité  étant  liées 
à  celles  de  la  force  électromagnétique  parles  équations  (II)  (167), 
la  première  des  équations  précédentes  peut  s'écrire 

ou,  en  ajoutant  et  retranchant  au  second  membre  le  produit 

rfa 


a 


dx 


,  ^,  rfa  ^    rfa  doL  doL         ^,    rfS  rfv 


rfo:  t^y  *     dz  t/j:  '     ^/x  *     dx 

Mais,  puisque  la  force  électromagnétique  est  égale  à  Tinduc- 
tion  magnétique,  la  relation  qui  lie  les  composantes  de  cette  der- 
nière quantité  (102) 

da  db  de 

+  -T-    =  O, 


dx          dtj  dz 

devient 

d'x          d{i  dr 

'  H — 7^  =  0; 


dx  dy  dz 

/^a     ,     rf3  rfv\ 

nous    pouvons   donc  aiouter  le  produit  a  1-^ y 1 7^)  au 

'  •*  *  \dx         du         dz  I 

second  membre  de  la  relation  qui  donne  4~X  sans  en  changer  la 
valeur  et  nous  avons 

^a      .    ^    d/a  d%  d%  ^^   d'^j         ^     rfy 


dx  du  ♦    dz  dx  '     d. 


ly  ♦    dz  dx  '     dx  ^    dx 


+  a- hot-^^ ha  — ^. 

dx  dy  dz 

Kn  rangeant  convenablement  les  termes  du  second  membre  on 


rKysioys  et  PREssfo\s  187 

voit  que  Ton  peut  écrire 

et  de  même 

4«Z  =  ^  (a?)  +  -^  (T.3)  +  ^  (  ^ ^-)  . 

207.  — Supposons  maintenant  que  les  forces  éleetrodynamiques 
soient  dues  à  des  pressions  ou  tensions  résultant  de  Félasticité  du 
milieu  et  désignons  les  composantes  des  tensions  par 

'  Pxj,rfoj,  Pj.,,d(o,  P^-rf'o,  pour  un  élément  normal  à  Taxe  des  x, 
P„,rfa>,  Pyyrfw,  l\,,dM,  —  —  y, 

P,^rfo>,  P.yrfw,  P,,rfo>,  —  —  -. 

Un  parallélipipcde  élémentaire  de  volume  d':  et  dont  les  faces 
sont  parallèles  aux  plans  de  coordonnées  doit  être  en  équilibre 
sous  Taction  de  ces  neuf  forces  et  des  trois  composantes  X^t,  Yrfr 
ZrfT  de  la  force  électrodynamique.  En  écrivant  que  ce  paralléli- 
pipède  ne  peut  prendre  aucun  mouvement  de  rotation  autour 
d'un  quelconque  des  axes  de  coordonnées,  nous  obtenons  les 
relations 


P    ==  P  P    =  P  P     =  P 


X3    y 


et,  en  écrivant  qu'il  ne  peut  y  avoir  translation  suivant  ces  mêmes 
axes,  nous  avons 


^^    dW,     ,     rfP.,,     ,     ./!> 


ZJr 


dx  dy  dz     ' 


dx  dy  dz 

dY\,  d\\,,  d\\. 


dx       '        dy  dz 

1/identification  de  ces  valeurs  de  X,  Y,  Z  avec  celles  que  Ton 
déduit  des    équations  obtenues   dans   le   paragraphe    précédent 
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nous  donne  : 

a3 
p p    I 

va 

Lorsqu'on  prend  les  axes  de  coordonnées  de  telle  sorte  que 
Taxe  des  x  soit  parallèle  h  la  force  magnétique,  on  a  ^:=:y  =  o 
et  par  conséquent  les  six  dernières  composantes  des  tensions  que 
nous  venons  de  calculer  sont  nulles.  Les  trois  premières  devien- 
nent 

a*  y}  a* 

Ht.'  "'~        87:  '  "  ~         87r  * 

Un  élément  perpendiculaire  aux  lignes  de  force  magnétique 
éprouve  donc  une  tension  normale  et  les  éléments  parallèles  à 
ces  lignes  de  force,  des  pressions  normales.  Les  valeurs  de  cette 
tension  et  de  ces  pressions  rapportées  à  Tunlté  de  surface,  sont 
égales  entre  elles.  Elles  sont  aussi  égales  h  Ténergie  électrody- 
namique par  unité  de  volume  puisque  cette  énergie,  par  suite  du 
choix  des  axes  de  coordonnées,  devient 

2 


8- 


208.  —  Appliquons  ces  résultats  au  cas  d'un  milieu  transmet- 
tant des  ondes  planes,  en  prenant  le  plan  des  xij  parallèle  ii 
Tonde  et  l'axe  des  .r  parallèle  au  moment  électromagnéti([ue. 

La  force  électromotrice  ayant  même  direction  que  le  moment 
électromagnétique,  les  lignes  de  force  électrique  sont  parallèles 
à  Taxe  des  x  ;   un   élément  perpendiculaire  à  cet  axe  subit  donc 
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M'gic  éle. 


■clrostiiliqiie  ^ 
ks  lignes  de  force  manuel 
diî  l'orci;  i>lectri»|iii'  piiis([i 
force    electromotrico  aonl 
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ir  unité  de  suifiice  est  égale 
\  rapportée  ii  riiiiilé  de  volume.  Mais 
iqiie  sont  pei'pcndiculuires  aux  ligues 
f  la  force  électromagnélîtiue  et  la 
■eetangulaires   entre  elles  ;  par  suite, 


l'élément  considéré  est  parallèle  iiux  lignes  de  force  magnétique 
et  de  ce  fait,  il  éprouve  une  pression  normale  dont  la  valeur  par 
unité  de  surface  est  égale  ;i  l'énergie  électrodyiiamique  T  rap- 
portée il  l'unité  de  volume.  Ces  ilcux  iinntitités  \V  et  T  étant 
toujours  égales  entre  elles  (204}  la  pression  et  la  tension  ((ui 
s'exercent  sur  l'élément  se  compensent. 

On  verrait  cju'il  en  est  de  même  pour  nu  élément  perpendi- 
culaire il  l'axe  des  ij. 

Pour  un  élément  perpendiculaire  îi  t'axe  des  =.  c'est-ii-dire 
parallèle  au  plan  de  l'onde,  la  pression  électrostatique  s'ajoute 
il  la  pression  électromagnétique,  de  sorte  que  la  pression  totale 
par    unité   do    surface  est  égale   il   l'énergie    totale   par  uni 


209.  —  Maxwell  a  calculé  la  pression  qnî  a'e.tercc  sur  une  sur- 
face éclairée  par  le  soleil.  En  admettant  que  l'énergie  de  la 
lumière  qu'un  fort  rayon  de  soleil  envoie  sur  un  espace  d'un 
mètre  carré  est  de  if.^,i  kilngrammélres  par  seconde,  l'é 
moyenne  contenue  dans  un  mètre  cube  de  l'espace  traversé  par 
le  rayon  est  d'environ  4i  >  t'iX  io~'  kilograntmètre  ;  par  suite  la 
pression  moyenne  par  métro  carré  est  4','i6Xio~' 
ou  o,ono4<^'i  gramme. 

ha  moitié  de  cette  pression  étant  égale  ii  réncrgie  électrosta- 
tique et  il  l'énergie  électrodynamique,  il  est  facile  d'obtenir  les 
valeurs  de  la  force  électromutrice  par  unité  de  longueur  et  de  la 
force  électromagnétique.  Maxwell  a  trouve  que  la  force  électrii- 
motriee  est  d'environ  (joo  volts  par  mètre  cl  que  la  force  électro- 
magnétique est  de  0,191)  en  mesure  électromagnétique,  soit  un 
peu  plus  du  dixième  de  la  cumposaiile  horizontale  du  champ 
magnétique  terrestre  en  Angleterre. 

210.  Interprétation  des  pressions  électrodynamiques.  — 
Nous   avons    fait  remarquer  (84)   que  l'existence   des   piessie 
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cicctrostatûjurs  s'accordait  mal  avec  l'hypolhcse  fonda  mentale  de 
la  localisation  de  l'énergie  dans  le  milieu  diélectrique.  Les  pres- 
sions électrodynamiqiics  s'interprètent  plus  ra:ilemeiit  et  dans  un 
mémoire  publié  dans  le  Phitos ophUal  Ma^(i~ine('),  Maxwell  en  a 
donné  une  cxpHcution  iiui  présente  un  certain  inlérét. 
ra.'-\-^'- 


L'é 


e  cleclrodjnaniiquc  /  — 
;  kinélique  nous  pouvons  regarder  It 


i/Télant  supposée  de 
:  milieu  dans  te([ucl 


l'énergie 

s'efTcctucnt  les  phénomènes  électrodynamiques  comme  constitué 
par  des  molécules  animées  de  mouvements  de  rotiUion.  Si  a',  fl',Y' 
sont  les  cjmpnsantes  du  niouvem<!nt  de  rotation  d'une  des  molé- 
cules supposée  libre,  l'éncrgip  kinélique  résulliuit  de  ce  mouve- 

a"  -+-  ^"  4-  y" 
ment  est  proportionnelle  à ■ — ■  Il  est  donc  possible 


d'identifier  le) 


de  l'en. 


i-g.e  U 


.on  de  l'en. 
u  tourbilloi 


éleclrodjnamique  avec  celle 
:  en  prenant  les  composantes 
de  la  rotation  proportionnelles  ii  celles  de  la  l'urce  éiectrimnigné- 
tique,  l.a  direction  de  celte  force  devient  alors  celle  de  l'axe  de 
l'olatiun  de  la  molécule. 

Si  nous  supposons  cette  molécule  sphérique,  elle  tendra  à 
s'aplatir  aux  pôles  et  ti  se  renfler  ii  l'équateur.  L'n  élément  de 
surface  perpendiculaire  ii  l'axe  de  lolalion  se  trouvera  sollicité 
par  une  force  normale  dirigée  vers  le  centre  de  la  molécule;  au 
contraire,  un  élément  situé  sur  l'équateur  parallèlement  il  l'axe 
subira  une  force  normale  dirigée  vers  l'extérieur  de  la  molécule 
tournante.  Comme  l'axe  de  rotation  a  même  direction  que  lu 
force  magnétique,  un  élément  perpendiculaire  ii  cette  force  est 
donc  soumis  st  une  tension,  tandis  qu'un  élément  parallèle  est 
soumis  il  une  pression,  ha  dilTérence  algébrique  entre  les  valeurs 
de  cette  pression  et  de  celte  tension  est  due  il  la  force  centrifuge  ; 
elle  est  proportionnelle  il  a."  -|-  P"  -(-  v",  c'cst-ii-dire  au  double  de 
l'énergie  kinètique.  Nous  reliouvons  donc  bien  les  résultats  du 
paragraphe  aO"]. 

Dans  son  mémoire,  Ma.xucU  suppose  que  la  rotation  des  nwilé- 
cules  magnétiques  se  transmet  de  l'une  ii  l'autre  au  moyen  d'un 
niécunîsme  de  connexion  formé  de  petites  molécules  sphériqucs 
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dont  le  rôle  peut  être  assimilé  à  celui  d'engrenages.  L'induction 
magnétique  est  alors  due  h  l'inertie  des  sphères  tournantes,  la 
force  électromotrice  est  l'effort  exercé  sur  le  mécanisme  de  con- 
nexion, enfin  le  déplacement  de  l'électricité  est  le  déplacement 
résultant  des  déformations  de  ce  mécanisme. 


CHAI'ITKK    \II 

POI.AlllSATION    IIOTATOIUK    MAC.NKT  IQU  E 


211.  Lois  du  phénomène.  —  Lu  i-otLitiuii  du  plan  de  polarisa- 
tion de  la  lumiL'ie  sous  riiiiiuetiee  d'un  champ  magnétique  créé 
par  des  aimants  ou  des  coulants  est  le  phénomène  lé  plus  remar- 
cjuable  de  ceux  qui  mettent  en  évidence  les  uclions  réciproques 
de  lu  lumière  et  de  1  électricité. 

Découverte  par  l''ariiday  en  i845,  la  polarisation  rotaloire  mn- 
gnôlîque  ii  été  ensuite  étudiée  pur  Verdet  qui  a  établi  les  lois 
suivanteii  : 

1°  La  rolalion  du  plan  de  polarisation  d'une  lumière  simple  est 
proportionnelle -il  l'épaisseur  du  milieu- traversé  par  le  rayon; 
elle  varie  à  peu  près  en  raison  inverse  du  carré  de  la  longueur 
d"onde  de  la  lumière  employée; 

■j."  Elle  est  proportionnelle  :i  lu  composante  de  l'intensité  du 
champ  magnétique  suivant  la  direction  du  rayon;  la  rotation  est 
donc  maximum  quand  lu  direction  du  rayon  coïncide  avec  celle 
duchnmp;  elle  varie  comme  le  cosinus  de  l'uugle  l'orme  par  ces 
deux  directions  lorsqu'elles  ne  coïncident  pas; 

'.i°  Sa  grandeur  et  son  sens  dépendent  de  la  nature  du  milieu. 
Les  corps  diumugnétiqucs  dévient  le  plan  de  polarisation  dans 
le  sens  du  courant  qui.  tournant  autour  du  rayon,  donnerait  au 
champ  sa  direction  actuelle;  les  corps  magnétiques,  comme  les 
dissolutions  de  perclilurure  de  Ter  daus  l'alcool  ou  l'éther  don- 
nent une  rotation  inverse.  Toutefois  celte  dernière  loi  présente 
quelques  exceptions  ;  ainsi  te  chromate  neutre  de  potasse,  quoique 
(liumagnétiquc,  produit  comme  le  perchlurure  de  l'er  une  rota- 
tion de  sens  inverse  à  celui  du  courant. 

212.   —  Une  dill'érento   inipoilaiilc   dislingue  la    polaiisation 


rotatoire  miignôtîqiie  de  la  polarisation  rotatoîre  que  présentent 
iinturellement  certaiiicti  substnnces  eristallisées  comme  le  qunrtz, 
et  plusieurs  liquides  comme  l'essence  de  lérébentliine. 

Dans  re  dernier  phénomène  la  rolalîon  du  plan  de  polarisation 
est  encore  proportionnelle  à  IVpuisseur  de  la  substance  traver- 
sée, mais  le  sens  de  cette  rotation  change  en  même  temps  que  la 
direction  de  propagation  du  l'avon;  en  d'autres  termes  le  sens 
de  rotation  reste  toujours  le  même  pour  un  observuteur  qui  se 
place  de  manière  à  recevoir  le  rayon  de  lumière,  l'ai-  suite,  les 
plans  de  polarisation  de  deux  rayons  traversant,  suivant  des 
directions  opposées,  une  même  épaisseur  d'une  substance  active, 
subissent  des  déviations  égales  mais  de  sens  inver&e.  Il  en 
résulte  que  si  un  rayon  polarisé  rectiligncmcnl,  après  avoir 
traversé  une  substance,  est  réllcchi  sur  lui-même  de  manière  à 
la  traverser  une  seconde  fois  en  sens  inverse,  le  plan  de  pola- 
risation de  la  lumière  émergente  se  confond  avec  celui  de  la 
lumière  incidente. 

Dans  lu  polarisation  rotatoire  magnétique  le  sens  de  la  rotation 
est  indépendant  de  la  direction  du  rayon  ;  il  ne  dépend,  pour  une 
substance  déterminée,  que  de  la  direction  du  champ  magnétique. 
Un  rayon  lumineux  que  l'on  fait  passer  deux  fois  en  sens  în- 
uoven  d'une  rêlh'xion  subit 
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213.  Essais  d* explication  de  la  polarisation  rotatoire  ma- 
gnétique. —  Avant  Maxwell  plusieurs  tenlalîves  avaient  été  faites 
dans  le  but  d'expliquer  la  rotation  du  plan  de  polarisation  sous 
riniluence  d'un  champ  magnétique. 

Dès  Tannée  qui  suivit  la  découverte  de  Faraday,  Airy  (*)  proposa 
plusieurs  formules  exprimant  cette  rotation  en  fonction  de  la 
longueur  d'onde  dans  le  vide  de  la  lumière  employée  et  de  l'indice 
de  réfraction  de  la  substance  pour  cette  lumière.  Airy  avait  été 
conduit  à  ces  formules  par  les  travaux  antérieurs  de  Mac-Cullagh 
sur  la  polarisation  rotatoire  du  quartz.  Comme  nous  l'avons  vu 
dans  un  autre  ouvrage  (*)  la  rotation  du  plan  de  polarisation 
d'un  rayon  se  propageant  suivant  l'axe  du  cristal  s'explique 
par  l'addition  de  certaines  dérivées  du  troisième  ordre  des 
composantes  du  déplacement  d'une  molécule  d'éther  aux  seconds 
membres  des  équations  du  mouvement  de  cette  molécule  ;  ces 
équations  deviennent  alors,  si  l'on  prend  pour  axe  des  z  la 
direction  du  ravon  lumineux. 

» 


^^IFF-  dz^  ^"  dz'  ' 
d\  _^_    jl^ 

?  dl-   '~  dz'         "   dz'  ' 

Vax  substituant  aux  dérivées  du  troisième  ordre,  par  rapport 
à    Zy    les    dérivées   du    même    ordre    prises   par   rap|)ort  à   z  et 

dW  d^' 

»  ^+-^-T-^^  t*t 7-7^,  Airv  obtint  la  formule 

dz^dt  dz'dt 


où  m  est  un  coollicieiit  dépeiulaiit  de  riiiteiisité  du  champ  magné- 
ti(jue,  A  hi  longueur  d'onde  dans  le  vide,  /  l'indice  de  réfraction. 
La  substitution  de  dérivées  du  troisième  ordre  prises  uniquement 

ï/^y,              d'\  j    •    »  •  . 

par  rapport  au  temps  4--^  et yr^   •**  conduisit  a  une  autre 

formule 


(•> 


Cj  Philosophical  Magazine,  juin   i8.4<'>. 

(*)   Théorie  mathématique  tie  la  Lumière,  p.   18.1. 


ESSAIS  DEXPUCATIOy   DE  LA    POLAIllSATlO.\  liOTATOIllE  IJ 

Eiiliii,  en  prcMiitiit  les  dérivées  du  premier  ordre  par  rappot 
Il  lemps  H-  ~-  et ^,  it  arriva  ii  une  troisième  formule 


(111) 


d/  / 


214.  —  Quoi([ue  très  différeiiles,  ces  formules  rendaient  compte 
des  fints  observés  par  Faraday  (jui  n'avait  fait  aucune  mesure 
quantitative.  Ce  physicien  avait  seulement  démonlrc  ([uo  In  rota- 
tion dépend  de  lu  nature  de  la  radiation  en  l'unstataut  (ju'nvec 
la  lumière  blanche,  l'image  donnée  par  l'analyseur  présente 
des  colorations  rapidement  variables  avec  la  position  de  lu  sec- 
tion principale  de  celui-ci  ;  toute  formule  contenant  la  longueur 
d'onde  était  donc  acceptable.  En  1847,  M.  Kd,  Becquerel  (') 
compara  le  phénomène  de  Faraday  ii  la  polarisation  rotatoire 
présentée  par  l'eau  sucrée  ;  il  trouva  que  ces  deux  phénomènes 
étaient  absolmnrnt  analogues;  par  auilc  la  loi  de  Biot  semblait 
applicable  ii  la  polarisation  rotatoire  magnétique,  c'est-b-dire 
que  la  rotation  devait  être  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
longcur  d'onde.  La  formule  (III)  qui  est  loin  de  remplir  cette 
condition  devait  donc  i>lre  rejetée. 

Des  expériences  directes,  faites  avec  te  plus  grand  soin, 
furent  entreprises  par  Verdet,  en  i8G3,  pour  mesurer  la  rotation 
du  plan  de  polarisation  de  radiations  simples,  de  longueurs 
d'onde  connues,  sous  l'inDuence  d'un  champ  magnétique;  leurs 
résultats  furent  comparés  aux  valeurs  fournies  par  chacune  des 
formules  précédentes  dans  lesquelles  le  coefTicient  m  était 
déterminé  au  moyen  des  données  d'une  expérience.  Comme  on 
devait  s'y  attendre  d'après  les  résultats  de  M.  Becquerel,  la  for- 
mule (III)  donue  des  nombres  s'écartanl  beaucoup  de  ceux  four- 
nis par  l'expérience  ;  la  formule  (II)  convient  mieux,  mais  la 
formule  (!)  est  celle  qui  est  préférable  ;  en  particulier,  pour 
le  sulfure  de  carbone,  les  nombres  donnés  pur  cette  dernière 
formule  ne  diffèrent  des  résultats  de  l'expérience  que  d'une 
quantité  de  l'ordre  de  l'eireur  expérimentale, Des  trois  formules 
proposées  par  Airy  la  première  est  donc  la  seule  ii  conserver. 
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l;i  formule  (I 


dz'iU 
lent  d'une 


215.  —  M;.is,  si  lu  concordance  de 

rience  justiGc   l'inlroduction    des    dérivées  -|- 

duns  les  seconds  membres  des  équatïous  du 
molécule  d'éther,  aucune  considération  théorique  ne  préside  au 
<:huix  de  ces  dérivées,  il  l'exclusion  des  autres  ;  on  ne  possédait 
donc  pas  encore  de  théorie  de  la  polarisation  rotatoire  magné- 
tique. Il  est  vrai  que  Airy  n'avait  pus  proposé  ses  formules 
comme  donnant  une  explication  mécanique  de  la  rotation  du 
plan  de  polarisation  mais  seulement,  dit-il,  <'  pour  faire  voir 
qu'elle  peut  être  expliquée  par  des  équations  qui  semblent  de 
nature  ii  pouvoir  se  déduire  de  quelque  hypothèse  mécanique 
plausible,  quoique  l'on  n'ait  pas  encore  formulé  celte  hvpo- 
thësc.  » 

Quelques  années  avant  les  expériences  de  Verdet,  M.  Ch.  Neu- 
mann  (']  avait  tenté  de  combler  cette  lacune.  Neumaiiii  suppose 
que  les  molécules  du  Uuide  électrique  des  courants  particulaires 
qui,  d'après  Ampère,  prennent  naissance  il  l'intérieur  d'un  corps 
aimanté  agissent  sur  les  molécules  d'éther  ;  en  outre  il  admet 
que  ces  actions  réciproques,  comme  celles  qui  s'exercent  entre 
deux  molécules  électriques  dans  la  théorie  de  Weber,  sont  modi- 
liées  par  le  mouvement  relatif  de  ces  molécules.  11  résulte  de  ces 
hypothèses  qu'une  molécule  d'éther  est  soumise  non  seulement 
aux  forces  résultant  de  l'élasticité  de  réther,maîs  encore  ii  des 
forces,  variables  avec  le  temps,  provenant  des  actions  des  molé- 
cules électriques  voisines.  Neumann  démontre  que  la  résultante 
de  ces  dernières  forces  est  à  chaque  instant  proportionnelle  il 
la  vitesse  de  la  molécule  d'éther  et  à  la  force  magnétique  cl 
perpendiculaire  au  plan  de  ces  deux  directions.  Par  conséquent, 
si  nous  considérons  une  onde  plane  se  propageant  suivant  la 
direction  du  champ  magnétique,  et  si  nous  prenons  le  plan 
des  jy  parallèle  ii  l'onde,  les  composantes  suivant  les  axes 
des  X  et  des  y,  de  cette  résultante  auront  respectivement  pour 
valeurs 

dr  (i\ 


{•)  Die  magntlUrbc  Drehung  Jer  Polar 


icrficient    propoi'tîoiincl    a    l'inlcnsïté    du    rhamp. 
otic  pour  les  êquiitîoiis  du  mouvement  d'uue  mole- 


dr-  - 


dt 


Ces  équntiuiis  ne  dilfcrcnt  des  équations  de  Mac-Cullngh  (213) 
([ue  pnr  la  substitution  des  dérivées  de  r^  et  £  pur  rapport  à  t 
aux  dérivées  du  troisième  orJre  de  ces  mêmes  (juantités  par  rap- 
port à  ~;  par  suite  elles  doivent  conduire  pour  la  valeur  de  la 
rotation  du  plan  de  polarisation  It  la  formule  (IH),  Tormulo  en 
complet  désaccord  avec  l'expérience.  La  théorie  de  Nenmaiin, 
bien  que  remarquable  par  la  simplicité  des  hypothèses,  doit 
donc  ftre  rejetêe. 


216,  Théorie  de  Maxwell.  —  Ainsi,  au  uniment  où  Maxwell 
écrivait  suu  Truilo,  il  était  reconnu  que  la  théorie  de  Neumann 
conduisait  ii  une  formule  en  compliite  contradiction  avec  les 
résultats  expérimentaux,  et  que,  des  rurmutcs  proposées  par 
Airy,  la  formule  (I)  était  celle  qui  s'accordait  le  mieux  avec  ces 
résultats.  Il  suflisait  donc,  pour  obtenir  une  théorie  acceptable 
de  In  polarisation  rotutoirc  magnétique,  d'expliquer  par  des 
hypothèses  plausibles,  l'addition  des  deux  dérivées  du  troisième 

ordre  -\ tti-  cl j-^rr-  "ut  équations  du  mouvement  d'une 

molécule  d'éther  dans  un  milieu  isotrope. 


Faisons   obseï 


rver  qu 


l'introduction  de  ces  dérivées  dans  les 


équations  du    mouvement  peut,   indépendamment  de  toute  idée 
théorique,  s'effectuer  de  deux  manières  différentes. 

Pour  le  montrer  rappelons  en  quelques  mots  comment  on 
arrive  aux  équations  du  mouvement  d'une  molécule  d'éther  dans 
un  milieu  isotrope  (').  Si  nous  appelons  U  la  fonction  des  forces 
qui  résultent  de  l'élasticité  de  l'éther  lorsqu'un  ébranlement  se 
propage   dans   ce   milieu,    le    mouvement    d'une    molécule    de 
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masse  m  subissant  un  déplacement    Ç   suivant  Vuxc  Aei 
donné  par  l'équation 

t„ 


dt' 


di 


où  £  a'est  ([u'une  des  composantes  du  déplacement  ;  v;  et  Ç  étant  les 
deu\  îiulres  composantes,  nous  aurions  en  outre  deux  équations 
analogues.  Lorsqu'on  admet  que  les  forces  qui  s'exercent  entre 
les  molécules  n'agissent  qu'à  des  distances  excessivement 
petites,  la  fonction  U  peut  s'écrire 


U: 


=/«W,, 


W  étant  la  valeur  de  lu  l'onction  des  forces,  rapportée  ii  l'unité 
de  volume,  au  point  occupé  par  l'élément  (/-r,  et  l'intégrale 
étant  étendue  à  tout  l'espace  occupé  par  l'éther.  L'étude  de  \V 
montre  que  c'est  une  fonction  des  dérivées  parlielles  des  divers 
ordres  de  Ç,  t,,  Ç  par  rapport  aux  coordonnées  .f,  ij,  z,  et,  par 
diverses  transformations,  on  arrive  à  mettre  les  équations  du 
mouvement  (i)   sous  la  forme 


—\JL  rt"     V  ■'    rfw 

~'     2éd.r     dV   '^JLd.r'     dV 


-,  'j,  s  ; 


4'  élanl  l'une  ijuelconque  des  dérivées  de  \  par  i"ip 
î"  une  quelconque  des  dérivées  secondes  de  ç  pai 
mêmes  variables.  Ces  équations  nous  montrent  que  les  termes 
de  \V  qui  ne  contiennent  ces  dérivées  qu'à  la  première  puis- 
sance doivent  disparaître  lors(]u'on  suppose  les  déplncemeuts 
périodiques.  Par  conséquent,  si  nous  négligeons  les  termes  du 
Iroisièoie  degré  par  rapport  à  ces  dérivées  «'t  si  nous  désignons 
par  \V,  l'ensemble  des  ternies  du  second  degré,  l'équation  pré- 
cédente devient 


_d'î  Y*    "     ''"1    I  V^    «■ 

dl'  ~~2j^~^'         Zj''--' 


En  général,  le  second  membre  de  cette  équation  contient  des 
dérivées  de  S,  r,,  ^,  pur  rapport  à  x,  y,  :,  de  tout  ordre  â  partir 
du  second,   mais  pour  les  milieux  isotropes  les  dérivées  d'ordre 
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iiiipuir  (lisparutssent,  Cotte  équation  se  simplifie  encore  diiiis  ce 
cas.  lui'squ'on  considère  une  untle  phine  perpendiculaire  !i  l'iixe 
lies  z;  il  110  reste  plus  que  les  dérivées  d'ordre  pair  de  \  pur 
rapport  ii  z.  1. 'équation  précédente  peut  alors  s'écrire 
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df 
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Les  deux  iiutres  éi[uatioiis  du  mouvetucnt  s'ol 
rempluçuiit  clans  cellc-eî,  ^  pur  r,,  puis  par  ï. 

Mais  les  équatioas  générales  telles  que  {2)  pet 
sens  la  lerme  in.li.iuée  par  l.agrange, 

j_jn_ dJ  _  dV 
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l'énergie  kinétique. 


que  pr 
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leiu/fs.  Cette  dernière  équation  n'uLaiit  qu'une  lriiiianniii.nn.i. 
de  l'équation  (a),  il  est  évident  qu'elle  ne  peut  contenir,  comme 
cflle-ci,  que  des  dérivées  d'ordre  piiir  dans  le  cas  d'un  milieu 
isotrope.  Par  conséquent,  pour  que  les  équations  du  mouvement 
contiennent  des  dérivées  d'ordre  impair  il  laut  introduire  des 
termes  comptémenlaircs,  soit  dans  l'expression  de  la  fonction  U 
relative  aux  corps  isotropes,  soit  an  contraire  dans  l'expression  T 
ergie  kinétique.  On  a  donc  deux  moyens  différents  pour 
'sd'Airv. 


de  l'é 


aux  fol 


217.  —  Dans  les  théories  ordinaires  de  la  lumière  c'est  lu  fonc- 
tion V  qui,  rlninjjêe  de  signe,  réprésente  l'énergie  potentielle  du 
milieu,  que  l'on  modifie  toutes  les   foi 
les  phénomènes  présentés  par  les  milieux  anisutropc! 


qu'il  s'agit   d'expliqu 


thé 


Je  la  polarisation  lotatuire  de  Maxwell,  c'est,  au  con- 
traire, l'énergie  kinétique  T  qui  est  modifiée,  U  conservant  la 
ra6me    expression     que    dans    un    milieu    isotrope.    Quant  aux 
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raisons  invoquées  par  ce  physicien  pour  justifier  cette  modifica- 
tion et  surtout  pour  arriver  aux  termes  complémentaires  qu'il 
convient  d'introduire  dans  T  pour  retrouver  la  formule  (I),  elles 
laissent  beaucoup  à  désirer  comme  précision  et  comme  clarté. 
Nous  y  reviendrons  plus  tard  ;  pour  le  moment  acceptons  sans 
explications  le  résultat  des  spéculations  de  Maxwell  et  montrons 
comment  Téquation  (4)>  et  les  deux  qui  s'en  déduisent  par  la 
substitution  de  r^  et  ^  à  ly  conduisent  dans  le  cas  d'une  onde 
plane,  ii  la  formule  (I). 
Si  nous  posons 

df  do         Q  do  do 

e/v  d.r  dy  *    dz  ^ 

o  étant  une  fonction  quelconque  et  a,  p,  y  les  composantes  de  la 
force  magnétique,  le  terme  complémentaire  introduit  par  Maxwell 
dans  l'énergie  kinétique  a  pour  expression  : 


(5) 


f    L'    dy  \  dy  dz  )       '    rfv  \  dz         d.v  ) 


X>±.{Ali —Wd',. 


dy 

Dans  le  cas  d'une  onde  plane  parallèle   au  plan  des  xy^   les 

composantes  ;,  r,,  !J  ne  dépendent  ni  de  x,  ni  de  î^  ;  par  suite, 

on  a  : 

do  do 


•  / 


rfv  '     dz 

et  le  terme  complémentaire  se  réduit  à 


«y 

L'énergie  kinétique  est  donc  égale  à 
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218.  —  Cherchons  ce  que   devient  Téquation  (4)  lorsqu'on  y 
porte  cette  valeur  de  T. 

Si  nous  supposons  y  constant,  nous  avons 

d  di    r  (  d'\  _  d\  \. 

Le  terme  principal  de  T  ne  donne  rien  dans--^  ;  quant  au  terme 

complémentaire,  il  faut  le  transformer  pour  pouvoir  calculer 
sa  dérivée  par  rapport  ii  ç.  Or,  on  peut  écrire 

j  '^-dz^'^'=J  ^">  m'^'^-J  -dTih'^'' 

la  première  intégrale  du  second  membre  étant  étendue  à  la 
surface  du  volume  considéré,  et  A  désignant  le  cosinus  de  Tangle 
formé  par  Taxe  des  x  avec  la  normale  à  l'élément  rfa>  de  cette 
surface.  Si  nous  supposons  les  intégrales  de  volume  étendues  à 
l'espace  tout  entier  les  éléments  de  l'intégrale  double  se  rap- 
portent à  des  points  situés  à  Tinfini.  Comme  on  peut  supposer 
que  S,  r,,  ï  sont  nuls  à  l'infini,  les  éléments  de  cette  intégrale 
sont  également  nuls,  et  nous  pouvons  écrire 


dz 


En  effectuant  une  transformation  analogue  pour  Tintégrale  du 
second   membre   de   l'égalité  précédente,  nous  obtenons 

df,'  di  , 


dz    dz 


^-y^-- 


La  dérivée  par  rapport  à  $  de  cette  dernière  intégrale  est 

d\' 


dz 
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par  suite  le  terme  complémentaire  de  T  donne 


—  ( 


dans  Téquation  (4)  et  celle-ci  peut  s'écrire  : 

d'I  ^       d\  dW 


—  aC 


D'après  Caucliy       »    a  pour  expression  dans  un  milieu  isotrope 

'  dz^  "^     '   dz''^'" 

C'est  d'ailleurs  ce  qui  résulte  de  la  forme  du  second  membre 
de  l'équation  (3).  L'équation  (4)  et  celle  qui  s'en  déduit  en  rem- 
plaçant \  par  Y,  deviennent  donc 

d^"-  d^r  d^l  d^^ 

.    0  —1  —  iC-  '     —  V  4-  \         ^      I 

^^^  /        d\     ,       ^,       ./-;  ,     d\      ,     ,      rf^r, 


0 


+  ^^u  izrTT  —  ^^0  T:r  +  ^V  "Trr  + 


il'     '       ^   ^/r.V/  '  dz'     •       '   c/c' 

219.  —  Cherchons  à  satisfaire  \\  ces  équations  en  posant 

i     î  =  /•  cos  l/^/  —  (iz) 
f    7,  =  /•  sin  \tit  —  qz) 

égalités  qui  expriment  que  la  molécule  considérée  décrit  une 
circonférence  de  rayon  /*.  \\\\  substituant  ces  valeurs  de  \  et  tj, 
nous  obtenons,  après  suppression  des  facteurs  communs^  l'équa- 
tion de  condition. 

(8)  ^n}  —  :iO;q^n  =  A/y*^  +  A//^  -j-  . . . 

Va\  divisant  les  deux  membres  par  (j^  nous  avons  une  équation 
du  second  degré  en  — .Ce rapport  exprimant  la  vitesse  de  pro- 
pagation du  mouvement,  nous  avons  donc  deux  valeurs  pour  cette 
vitesse.  Mais  le  cofficlent  A^  étant  positif  et  les  coenicients  A,..., 
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Si  maintenant,  dans  l'équation  (8)    nous   regardons  y  comme 
constant  nous  avons  en  dérivant  par  rapport  à  n 

ap«-2CY,/«-4Cy/«-^=(2A//+4A//+ )-^=^J- 

Pour  la  môme  raison  que  précédemment  le  terme  2Crfj^n  peut 
être  négligé  par  rapport  à  2p/i  et  le  terme  4^79/2  .  par  rapport 
à  ceux  du  second  membre  ;  par  suite  nous  obtenons 

_  dq    df/ 
^  dfj     dn 

Si  nous  portons  dans  la  relation  f  10)  la  valeur  de  — ; — tirée  de 

^     '  df/ 

cette  dernière  égalité,  nous  avons  pour  la  valeur  de  la  dérivée 
partielle 


Pour  exprimer  cette  dérivée  en  fonction  de  la  longueur  d*onde 
dans  le  vide  X,  de  la  lumière  considérée  et  de  Tindice  de  réfrac- 
tion /du  milieu,  remarquons  que  Ton  a 

^A  =  2711  et  n\  =   27îV, 

V  étant  la  vitesse  de  propagation  dans  le  vide.  De  ces  deux  rela- 
tions nous  tirons 

in 


df/ 

dy' 

df/               Cf/^    df/ 
d^                  p      dn 

V 


et  par  conséquent 

En  outre,  en  différentiant  la  seconde,  nous  obtenons 

Xdn  +  ncD.  =  o, 


d'où 


n  },  di  ^    di 

et         n  —, —  =  —  A 


dn  (ûs  dn  fi/s 


If  diflerenles  el  de  signes  conlniires;  ou  bien,  ce  ([ui  revient  UU 
même,  il  une  valeur  de  ij  doivent  correspondre  deux  viileiirs  de 
n  diflerant  par  la  valeur  absolue  et  par  le  signe.  Mais  le  milieu 
considéré  constitue  un  système  dynamique  dont  l'état  est  détei- 
niiné,  it  chaque  instant,  par  un  certain  nombre  d'équations.  .Nous 
avons  donc  ii  rendre  compte  de  ce  lail  que,  pour  une  valeur 
déterminée  donnée  îi  l'une  et  ii  l'autre  des  quantités  t/  el  /',  il  y 
n  deux  valeurs  distinctes  de  n  qui  satisfont  ii  ces  équiitions. 
écrivons  l'équation  de  Lagrange  relative  au  p.irami'lrc  /■, 

rf_  rfT^  _  rfT_  _  j/V^ 


Ce  pai'iiinélre  ayant  une  vaji'ur  dclernil 
avec  le  temps,  ;'  est  nul;  pur  cunst'({ne[it  U 
rait  de  l'équation  pi-écédente,  qui  devient 

'/T.    ,     dV  _ 

,/,•  +    ,/r  —  °' 


c\unm. 


Mais  T,  énergie  kinétique  du  système,  est  une  roiictimi  homo- 
gène du  second  degré  des  vitesses  de  ce  système;  T  contient 
doue  n',  puisque  n  est  la  vitesse  angulaire  d'une  molécule 
d'éther.  11  peut  également  contenir  des  termes  où  se  trouvent  les 
produits  de  n  par  d'autres  vitesses  et  aussi  des  termes  dans  les- 
quels ces  vitesses  entrent  au  secoud  degré  maïs  ofi  ne  iigure  pus 
n.  Quant  a  U,  Maxwell  suppose  qu'il  conserve  la  valeur  qu'il  pos- 
sède dans  nn  milieu  isotrope  non  soumis  îi  l'action  dn  magné- 
tisme; par  suite,  U  ne  renferme  que  des  dérivées  de  5  et  t,  par 
rapport  ii  :;  il  no  contient  donc  pas  n.  Par  conséquent  l'expres- 
sion la  plus  générale  de  l'équation  de  Lagrange  que  nous  venons 
de  considérer  est 

l'uisi(ne,  d'après  ce  i|ui  précède,  cette  équation  doîl  ^tro  satis- 
faite pour  deux  valeurs  de  n  inégales  en  valeur  absolue,  il  fuul 
nécessairement  que  B  soit  dîfl'érent  de  zéro.  Comme  les  termes 
Dn  proviennent  uniquement  de  l'énergie  kînétique,  cclle-cî  con- 
tient donc  au  moins  deux  séries  de  termes.  L'une,  An',  est  homo- 
gène et  du  second  degré  par  rapport ii  n;  c'est   l'expression  de 
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l'énergie  kinctiqiie  d'un  milieu  non  soumis  a  l'action  iln  magné- 
tisme. L'autre  contient  la  première  puissance  de  n;  ellfi  est  due 
au  champ  niagnétifjue  et,  par  siiilc,  clic  représente  le  terme 
complémeiilaîre  (iii'il  s'agîl  <.i'rxpli(]iier  ou  au  moins  une  partie 
de  ce  terme. 


223.— Voici  mainteniiril  les  conclusions  (pu-  Maxwell  détluil  de 
ce  tjiii  précède  : 

«  Tous  les  termes  de  T  sont  du  second  degré  pur  rapport  aux 
vitesses.  Donc  les  termes  qui  renferment  n  doivent  l'enfcrmer 
quelque  autre  vitesse.  Or  relie  autre  vitesse  ne  peut  être  ni  r' 
ni  1/',  puisque,  dans  le  cas  que  nous  considérons,  r  et  y  sont 
constants.  C'est  donc  une  vitesse  existant  dans  te  milieu,  indé- 
pendamment du  muuvement  qui  constitue  la  lumière.  De  plus, 
ce  doit  être  une  quantité  ayant  avec  n  une  relation  telle  qu'en  la 
mnltipliant  par  n  le  résultat  soit  une  quantité  scalaire;  car,  T 
étant  une  quantité  scalaire,  ses  termes  ne  peuveni  être  que  des 
quantités  scalaires.  Donc  celte  vitesse  doit  être  dans  lii  même 
direction  que  ii  ou  dans  lu  direction  contraire,  c'est-à-dire  que  ce 
doit  être  une  vitesse  ani^iilnire  relative  a  l'axe  des  z. 

«  Or  celte  vitesse  ne  peut  être  indépendante  de  la  force  ma- 
gnétique; car,  si  elle  se  rapportait  à  une  direction  fixe  dans  le 
milieu,  les  phénomènes  seraient  différents  quand  on  retourne  le 
milieu  bout  pour  bout,  ce  qui  n'est  pas  le  cas. 

<i  Nous  sommes  donc  amenés  il  cette  conclusion,  que  celle 
vitesse  est  obligatoirement  liée  ii  la  force  magnétique,  dans  le 
milieu  où  se  manifeste  lu  rotation  magnétique  du  plan  de  polari- 
sation (rrniVérf'é/ecr/vV/fe,  t.  Il,  îj  8ao).  n 

Un  peu  plus  loin  [S  SaaJ,  Ma.xwell  ajoute  : 

ft  Lorsqu'on  étudie  1  action  du  magnétisme  sur  la  lumière  po- 
larisée, on  est  dune  conduit  ii  conclure  que,  dans  un  milieu  soumis 
il  l'action  d'une  force  magnétique,  une  partie  du  phénomène  est 
due  a  quelque  chose  qui,  par  sa  nature  malhématîque,  se  rap- 
proche d'une  vitesse  angulaire  agiiisant  autour  d'un  axe  dirigé 
suivant  la  force  magnétique. 

i<  Cette  vitesse  angulaire  ne  peut  être  celle  d'aucune  partie  de 
dimensions  (înies  du  milieu,  tournant  d'un  mouvement  d'ensem- 
ble.  Nous  devons  donc   penser   que  cette   rotation  est    celle    de 
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du  milieu  ont  pour  valeur 


(>4)' 


/  _    I      rf    /  </;  rfr;  \ 

1         '~   -i     dt\dy  dz  )' 

,.,.  \  i     d  /dl  rfC  \ 

I      d   /  d'/\  dl  \ 

'         2     dl\dx  dy  ) 

Or,  puisque  d'après  les  conclusions  du  §  223  l'énergie  kiné- 
tique  doit  contenir  cette  vitesse,  le  terme  correspondant,  dans  le 
cas  où  les  axes  de  coordonnées  sont  quelconques  par  rapport  à 
la  direction  de  la  force  magnétique,  doit  être  de  la  forme 

et  le  terme  complémentaire  de  Ténergie  kinétique  d'un  certain 
volume  du  milieu  a  pour  expression 

aC  /  ((o,a'H-  tù^^'  +  (O3Y')  d'z. 

Si  dans  cette  expression  nous  remplaçons  a',  ^\  ^  par  les 
valeurs  (12)  et  ui,,  w^,  tos,  par  les  valeurs  (i3)  nous  obtenons 

t/ 

/     |_    ds  \dz        dx  )       '    djj  \dz        dx  J        ^  dz  \dz        dx  /  \    ^ 
I      dx  \dx        dy  /  dy  \dx         dy  /        *  dz  \dx        dy  J  \ 


Montrons  que  si  Ton  étend  l'intégration  à  l'espace  tout  entier 
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la  première  intégrale  de  cette  somme  est  nulle  dans  le  cas  qui 
nous  occupe.  En  effet,  en  intégrant  par  parties,  le  premier  terme 
de  cette  intégrale  donne 


7x:dxdtj  -  /    j;'-^  rfT. 


L'intégrale  de  surface  se  rapportant  à  la  surface  limite,  qui  est 
à  rinfini  d'après  notre  hypothèse,  s'  et  a  sont  nuls  ;  par  suite 
l'intégrale  elle-même  est  égale  à  zéro.  Dans  l'intégrale  triple  du 

second  membre  entre  la  dérivée  -7-  ;  si  donc  le  champ  magné- 
tique est  uniforme,  comme  c'est  généralement  le  cas  lorsqu'on 
étudie  la  polarisation  rotatoire  magnétique,  cette  dérivée  est 
nulle  et  l'intégrale  triple  l'est  aussi.  En  prenant  ainsi  successive- 
ment tous  les  termes  de  la  première  intégrale  de  l'expression  du 
terme  complémentaire,  on  verrait  qu'ils  sont  tous  égaux  à  zéro. 
11  n'y  a  donc  à  considérer  que  les  trois  autres  intégrales  de  cette 
expression. 

Celles-ci  peuvent  se  mettre  sous  une  autre  forme.  Considérons 
en  effet  le  premier  terme  de  la  première  d'entre  elles  ;  nous  obte- 
nons, en  intégrant  par  parties 


a'z. 


ou,  puisque  l'intégrale  de  surface  est  nulle  pour  les  mêmes  rai- 
sons que  précédemment 

I         dx    dtj      ^  J      ^    dxdy 


Le  second  terme  de  l'avant-dernière  intégrale  du  terme  com- 
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Une  triinslormalion  analogue  efTccluée  sur  lous  les  termes  et 
lin  groupement  convenable  de  ceux-ei  montrera ieiit  que  l'expres- 
sion (i4)  se  l'éiluit  bien  ii  l'cxpiession  [À'j  que  nous  avons  intio- 
daite  [211]  comme  terme  complémentaire  dans  l'énergie  kinétique 
(lu  milieu  soumis  ii  ructinn  du  magnétisme. 

1226-  DifBcultés  soulevées  par  la  théorie  de  Maxwell.  — 
Dans  la  théorie  que  nous  venons  d'analyser,  Maxwell  semble 
iivoir  complètement  abandonné  la  Ihéorie  électromagnétique  de 
In  lumière.  Nous  avons,  en  effet,  implicitement  admis  avec  ce 
physicien,  que  lorsqu'une  onde  se  propage  dans  un  milieu  placé 
dans  un  champ  magnétique,  les  composantes  Ç,  r,  et  !J  du  déplace- 
ment d'une  molécule  il'éther  ne  dépendent  pas  directement  de  la 
l'orée  magnétique.  Or,  nous  avons  vu  (189)  que  la  concordance 
de  la  théorie  électromagnétique  de  la  lumière  avec  les  théories 
actuellement  adoptées  pour  l'explication  des  phénomènes  lumi- 
neux exigeait  que  les  dérivées  par  rapport  au  temps  de  Ç,  r,,  t^ 
soient  respectivement  égales  aux  composantes  sr,  3,  y  de  la  force 
magnétique.  Pour  que  la  théorie  de  Maxwell  sur  la  polarisation 
rotaloire  magnétique  s'accorde  avec  lu  théorie  électromagnétique 
il  faudrait  qu'il  en  fiU  encore  ainsi  ;  c'est  ce  qui  ne  semble  pas 
avoir  lieu. 

D'autre  part  les  formules  de  Helmholtz  semblent  assez  dîHl- 
cilement  applicables  au  cas  qui  nous  occupe.  Hlles  s'appuient 
sur  les  principes  de  l'Hydrodynamique  qu'il  serait  sans  doute 
malaisé  d'étendre  â  l'éllicr,  puisqu'il  faudrait  y  supposer  une 
pression  uniforme  dans  tous  les  sens. 
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Elles  supposent  en  outre  qu'il  y  a  entre  les  composantes  du 
déplacement  et  celles  du  tourbillon,  certaines  relations  qui  pour- 
raient s'écrire  : 


d%  d\ 


dydt  dzdt  ' 

^         dzdt         dxdt  ' 

_    d\  d'I 

^        dxdt         dydt  ' 

et  dont  Maxwell  ne  tient  pas  compte. 

227.  —  Admettons  pour  un  instant  que  les  dérivées  ç',  7/,  ^' 
sont  respectivement  égales  à  a,  p,^  et  cherchons  les  conséquences 
de  cette  hypothèse  . 

Le  terme  principal  de  l'énergie  kinétique  devient 


^jV4-P^  +  f)^/T. 


Les  binômes  alternés  qui  entrent  dans  l'expression  (i4)  du 
terme  complémentaire  ou  les  dérivées  par  rapport'  au  temps  de 
ceux  qui  se  trouvent  dans  l'expression  (5)  de  ce  même  terme  ont 
alors  pour  valeurs 

d^i^         dr^'         d'f         d^ 


dy 

dz 

'ly 

dz' 

dV 

<rc: 

dx 

dy 

dz 

dx 

dz 

dx' 

dr{ 

dl 

d? 

doL 

dx         dy  dx  dy 

Mais  d'après  les  équations  (II)  du  paragraphe  167  les  seconds 
membres  de  ces  égalités  sont  respectivement  égaux  a  ^tzu^  ^infj  ^r^^v. 
Comme  //,  (^,  ii»,  sont  les  dérivées  par  rapport  au  temps  des  com- 
posantes/)  j^^,  h  du  déplacement  électrique  nous   obtenons   donc 
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ne  contient  pas  y'.  Par  conséquent  Téquation  précédente  se  réduit 

il 


t 


ou,  en  remplaçant  T  par  la  valeur  précédente  et  eflectuant  la  dé- 
rivation, 

Pour  que  y  soit  constant  il  suffit  donc  que  le  second  ternie  le 
soit  également.  Or,  si  nous  tenons  compte  des  relations  (i5)  qui 
donnent  les  composantes  du  déplacement,  nous  avons  pour  ce 
terme 

ou,  puisque  l'onde  est  perpendiculaire  à  Taxe  des  z, 
ou  enfin 


Mais  ;  et  7,  étant  les  composantes  du  déplacement  d'une  molé- 
cule d'éther,  ces  quantités  satisfont  aux  écjuations 

;  =  r  cos  [ni  —  (jz), 
r^  =  /•  sin  [ni  —  fjz]. 

Si  nous  calculons  les  dérivées  de  ;  et  y,  par  rapport  à  /  et  leurs 
dérivées  secondes  par  rapport  à  :;  et  si  nous  portons  les  valeurs 
ainsi  trouvées  dans  le  terme  précédent,  nous  obtenons 

Cr'nfj-  [ —  cos  (/// —  fjz)  cos  [ni  —  fjz) 

—  sin  (ni  —  fjz)  sin  [ni — (jz)^  =  —  Cr'nrj, 

(l'est  donc  une  quantité  indépendante  de  l:  par  suite  y  ^^^ 
constant. 
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■énergie  de  ce 

lii  théoiie  découle  de  l'appli- 
is  d'Ilfïlmtioltz  aux  tourbillon» 
Il  mcignétismp.  Ku  pffel  il  fiiul 
;  milieu  ait  pour  viileur 


Or,  si  a.  _3,  ••  sont,  comme  l'admet  Maxwell,  les  compo- 
santes d'un  tourbillon  d'Ilelmliult^  l'énergie  kinêlique  du  milieu  a 
une  valeur  toute  dilTérciile, 

Il  paraît  assez  difficile  d'aplanir  cette  dillicultê.  On  ne  pourrait 
^uère  y  parvenir  qu'en  modifiant  prulundêmeut  la  théorie  de 
Maxwell  et  ces  modilicattons  la  rapprocheraient  de  la  théorie 
proposée  par  M.  Potier. 

230.  Théorie  de  M.  Potier.  ~  Celle  tluorie  est  fondée  sur  les 
deux  hypothèses  suivantes  : 

1°  La  matière  pondérable  participe  dans  une  certaine  mesure, 
variable  avec  la  longueur  d'onde,  au  mouvement  de  l'èlhcr  ; 

a"  I.cs  molécules  d'un  corps  pondérable  deviennent  de  vérita- 
bles aimants  sous  l'action  d'un  champ  magnétique. 

I.a  première  hypothèse,  déjii  admise  par  Fresnel,  semble  con- 
linnéc  par  les  expériences  de  M.  Fîzeau  sur  l'entraincment  de 
l'éther;  la  seconde  est  conforme  au  mode  ordinaire  d'interpréta- 
tion des  propriétés  magnétiques  on  diamagnétiques  des  milieux 
pondérables. 

De  ces  deux  hypothèses  il  résulte  que  chaque  molécule  aiman- 
tée du  milieu  éprouve  un  déplacement  périodique  lorsqu'un 
rnyon  traverse  ce  milieo.  Kn  général  ce  déplacement  n'est  pas 
une  translation,  les  deux  pôles  de  l'aimant  se  déplaçant  de  quan- 
tités illégales;  lu  direction  de  l'axe  magnétique  d'une  molécule 
change  donc  périodiquement  ainsi  que  les  composantes  de  son 
moment  magnétique  et,  par  suite,  des  forces  électrouiotrices 
d'induction  prennent  naissance  dans  le  milieu.  Ces  forces  s'ujou- 
tant  il  celles  qui  résultent  de  la  perturbation  magnétique  consti- 
tuant la  lumière,  la  foi  qui  lie  celle  perturbation  au  temps  se 
trouve  modifiée  et  on  c-oiicoît  que  le  pliin  de  polarisalitm  cliunge 
d'azimut 


ii8  poLjitis.iTioy  Hor.iTuiliE  mag.\-/-:tiqi  E 

231.  —  Montrons,  en  cffel,  que  les  hypotht'Bes  de  M.  Potier 
conduisent  b  introduire  dans  l'expression  de  l'énergie  kinétique 
le  terme  compK'nientaire  de  Maxwell  et,  par  conséquent,  permet- 
tent de  retrouver  la  formule  (I)  d'Airy. 

Soient  .r,  i/,  ;  cl  .r  -}-  ô.r,  y  -\-  iy,  ;  -|~  3;  les  coordonnées  des 
pôles  d'une  molécule  uimantée  dans  sa  position  normale,  et 
-|-  fli  et  —  m  les  masses  magnétiques  respectives  de  ces  pôles; 
nuus  avons  pour  les  composantes  du  moment  magnétique  de  la 
molécule, 


•alcurs  nouvelles  de  ces  composantes  lorsque  la 
ngée  de  su  position  d'équilibre  par  l'cH'et  de  la 
lineusc,  il  nous  faut  connaître  la  direction  sui- 
;  pondérable  est  entraînée  par  cette  per- 


Pour  avoir  les  v 
molécule  est  dér 
perturbation  hii 
vant  laquelle  la 

turbation.  Nous  admettrons,  ce  qui  est  le  plus  naturel,  que  cette 
direction  est  celle  du  déplacement  électrique.  Comme  d'ailleurs, 
dans  la  théorie  électromagnétique,  le  déplacement  électrique  est 
perpendiculaire  au  plan  de  polarisation  (189),  cette  hypothèse 
revient  a  admettre  que  la  matière  pondérable  se  déplace  suivant 
la  direction  de  la  vibration  de  Fresnel.  Si  donc/,  g,  li  sont  les 
composantes  du  déplacement  électrique  au  point  j-,  y,  r,  et  s  un 
coeirictcnt  de  proportionnalité,  nous  aurons  pour  les  coordon- 
nées de  l'un  des  pôles  de  la  molécule  déplacée. 


-^f- 


et  pour  les 


■  =-/■+. 0/; 


r+ôr  +  .A  +  .ÔA. 


La  variation  o/  de  la  cunqiosaute  /du  déplacement  pour  les 
variations  Zx,  Ztf,  5;  des  coordonnées  peut  se  développer  suivant 
les  puissances  croissantes  de  ces  dernières  quantités;  en  négli- 
geant les  termes  du  second  degré  et  des  degrés  plus  élevés,  nous 


•7  =  - 


^ôr. 


■onstquent  Icf 


létique  de  la 
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molécule  déplacée  sont  données  par 


•% 
*• 


m  {ox  +  £o/;  =  mùx  +  e  ~j—  mox  +  £  -—-  woy  +  ^    /T  ''^'^ 

(JLX  ^V  Cl  j%> 

et  Jeux  autres  expressions  analogues. 

232.  —  Introduisons  les  composantes  de  la  magnétisation. 
Soient  A,  B,  C  ces  composantes  au  point  x^  y  z\  A',  B',  C  leurs 
nouvelles  valeurs  quand  ce  point  s'est  déplacé  de  tfy  tg,  th  ;  nous 
avons 

kd-z  =  wox,       Bot  =  //i2y,       ddi  =  moz^ 

X'd-z  =  m  ifix  +  ttif) ,  B V/t  =  m  {ty  +  co^') ,  Cd-z  =  m  (ô>3  +  so//) , 

^T  étant  le  volume  de  la  molécule  aimantée.  Par  suite  la  dernière 
égalité  du  paragraphe  précédent  peut  s'écrire 

A'  =  A  +  ïfA  ^+3-^+0  #V 

\      ilx  dy  az  ) 

Mais  les  composantes  de  la  magnétisation  sont  liées  à  celles  de 
la  force  magnétique  (103)  par  les  relations 

A  =  xa,         B  =  y.p,  C  =  xy 

X  étant  la  fonction  magnétisante.  Par  conséquent  Tégalité 
précédente  devient,  lorsqu'on  y  remplace  A,  B,  G  par  ces  va- 
leurs. 

ou 

(i)  A'=xa+£x 


t/v 


233.  —  D'autre  part  l'induction   magnétique  a   pour  compo- 
santes 

et  ces  composantes  deviennent  après  le  déplacement  de  la  molé- 
cule 
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Or  on  sait  que 


par  suite  si  on  pose 


I  +  4îTX  =  u.  ; 


(C  ne  désignant  pas  la    composante  de  la  magnétisation  suivant 
Taxe  des  r),  on  obtient  pour  les  composantes  de  Tinduction 

If 

a'  =  aa  +  'i'iTiK.  — /-, 
*  iN 

A'  =  a3  +  327:^C  4^, 
L'énergie  kinétique  du  milieu, 


aura  donc  pour  valeur 


T=^/;-+?'+v.)..+4^  C(,4+ ?±+,, ^)„. 


t/ 


Nous    retrouvons   donc  la  même  valeur  que  dans  la  théorie  de 
Maxwell,    le  ternie    complémentaire    étant   mis   sous   la    forme 

(•6)  C). 


C)  Postôrienroment  à  l'époque  où  ces  lerons  onl  élé  fuiles  d'après  les  indiculions 
verbnles  de  M.  Polier,  ce  savant  a  exposé  sa  théorie  de  lu  polarisation  rotatoire 
magnétique  dans  deux  notes  publiées,  l'une  dans  la  traduction  française  du  Traité 
de  MaxvcU  (t.  11^  p.  534),  l'autre  dans  les  Comptes  rendus  de  f  Académie  des 
Sciences,  (t.  CVIII,  p.  5io).  Dans  ces  deux  notes,  M.  Potier  détermine  les  com- 
posantes de  la  force  électromotrice  induite  par  le  déplacement  des  molécules 
aimantées  et  démontre  qu'en  chaque  point  du  milieu  cette  force  éloctromotricc  est 
normale  au  courant  qui  passe  par  ce  point,  dirigée  dans  le  plan  de  l'onde,  ))ro- 
portionnelle  au  courant  et  à  la  composante  suivant  la  direction  du  rayon  de  la 
force  magnétique.  Introduisant  ensuite  les  composantes  de  cette  force  électro- 
motrice  dans  les  équations  du  champ  magnétique,  il  en  tire  les  équations  difle- 
rentielles  qui  donnent  à  chaque  instant  les  composantes  de  la  perturbation.  11 
arrive  ainsi,  dans  le  cas  d'une  onde  de  plan  parallèle  au  plan  des  sy,  soit  aux 
équations 

,.      d^V   ,       ,.    ^      dHl         d^V 

,.     d^G         „    ^     d^V        d'G 
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raîgiiilte  du  gai viinom être  dê\*icr.  Pour  lu  plupart  des  méluux  et 
poui-  un  chnmp  niagnéti([ue  trtiversiuitle  plan  de  lit  Hgured'avnnt 
en  arrière  la  déviation  du  galvauomctrc  indique  que  le  courant 
qui  traverse  cet  instrument  va  de  C  en  D  dans  la  branche  trans- 
versale du  conducteur;  le  courant  AB  parait  donc  entraîné  sui- 
vant lu  direction  de  la  force  électromagné tique  qui  s'exerce  sur 
le  conducteur  lui-même.  l'our  le  ter,  la  déviation  de  Taiguille 
du  galvanomètre  et,  par  suite,  le  courant  dérivé  changent  de 
sens  ;  néanmoins  on  peut  encore  dire  que  le  courant  est  entraîné 
suivant  lu  force  magnétique,  puisqu'il  l'intérieur  d'une  lame  de 
fer,  par  suite  de  l'aïmantalion  sons  l'intluence  du  champ  exté- 
rieur, le  sens  des  lignes  de  force  et  la  direction  de  la  fort-e  ma- 
gnétique ont  changé  de  signe. 

Ces  faits  peuvent  évidemment  s'interpréter  en  admettant  qu'une 
force  éicctrnmotricc  prend  naissance  sous  l'action  du  champ 
magnétique  et  qu'elle  est  dirigée  suivant  la  force  magnétique 
qui  agit  sur  la  matière  pondérable  du  conducteur.  Quant  a  sa 
grandeur,  comme  l'effet  observé  est  toujours  très  petit,  on  peut 
admettre  qu'elle  est  proportiuunelle  ii  la  force  magnétique. 
Toutefois  cette  explication  est  peu  satisfaisante,  car  elle  devrait 
s'appli<]uer  à  tout  conducteur  quelles  que  soient  ses  dimensions, 
et  le  phénomène  de  Hall  ne  se  produit  plus  dès  que  l'épaisseur 
de  la  lame  dépasse  quelques  dixièmes  de  millimètre.  D'ailleurs, 
elle  a  été  mise  en  doute  par  des  expériences  récentes,  notam- 
ment par  celles  de  M.  Righi  et  ^1 .  Leduc,  qui  ont  montré  qu'une 
hétérutropie  spéciale  du  conducteur  sous  l'action  du  champ  était 
la  meilleure  explication  des  faits. 


236-  —  Quoiqu'il  en  soit,  M.  Uowland  adopte  l'hypothèse  de 
la  production  d'une  force  électroniotricc  et  suppose  qu'une  force 
électromutrîco  du  même  genre  se  développe  dans  un  milieu  non 
conducteur  placé  dans  un  champ  magnétique  lorsque  ce  milieu 
est  parcouru  par  les  courants  de  déplacement  résultant  de  la 
propagation  de  lu  lumière.  C'est  d'ailleurs  celte  même  force 
clectromotrice  ([ue  M.  Potier  introduit  au  moyen  d'hypothèses 
plus  acceptables  que  celles  de  M.  Rowtand. 

Cette  force  électromatrice  étant  proportionnelle  à  la  force 
électromagnétique  et   ayant  même   direction  que  celle-ci,  nous 
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aurons  pour  ses  composantes 

(i)  1^^'^  ^^^*^ — '*"^' 

\  R,  =  e  [ijii  —  ai*). 

I/induction  magnéti([iie  se  compose  de  l'induction  du  champ 
constant  auquel  est  soumis  le  milieu  et  de  Tinduction  du  champ 
périodique  donnant  naissance  à  la  lumière.  Les  composantes  de 
la  première  sont  [xa,,  [i.,3,,  [xv^,  les  composantes  de  l'intensité 
du  champ  constant  et  uniforme  étant  a,,  j3j,  y^  ;  celles  de  la 
seconde  sont  données  par  les  équations  (III)  du  §  167.  Nous 
avons  donc, 

rfll         dG 

clG        (IV     . 
(Li'  dy  '  ' 

237.  —  Si  Ton  considère  une  onde  plane  parallèle  au  plan  des 
xy  les  variables  ne  dépendent  ni  de  .r,  ni  de  y  et  les  équations 
jirécédentes  se  réduisent  ii 


\ 


(IV. 


♦  '    .  ( 
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/F 


dz 


-4-   «JL? 


Los  éi|uations  ,  IL  du  Jj  167  (jui  donnent  les  composantes  «,  c, 
ir  de  la  vitesse  du  déplacement  électri<|ue  deviennent 
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Vax    \    remplaçant  les  dérivées  de  a  et    de  h  par  rapport  à  r. 
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par    leurs  valeurs    déduites   des    équations   (21,    nous  obtenons 
puisque  aj,  3j,  v^,  sont  constants 

/  _  1     rf-F         d%  _         I     drV 

'    47:« -y^ yrr  y 

l  a     az  dz  \x     az 

(ii)  \ I     d'C         d%,  I     d'G 


i4^ 


:»      > 


4"»''^=^. 


Nous  pouvons  donc,  à  l'aide  des  relations  (2)  et  (3),  exprimer 
les  composantes  de  la  force  électromotrice  données  par  les 
équations  (i)  en  fonction  du  moment  électromaf^nétique  ;  nous 
trouvons  pour  les  composantes  parallèles  au  plan  de  Tonde 

p "li     _i'   ^1 

quant  h  la  troisième  composante  il  est  inutile  de  la  considérer, 
car  étant  perpendiculaire  au  plan  de  Tonde  elle  ne  peut  avoir 
aucun  cflet  sur  la  perturbation  magnétique  constituant  la  lumière. 
Les  composantes  de  la  force  électromotrice  résultant  de  cette 
dernière  perturbation  étant  (177) 

dl  ^  dt 

nous  aurons  pour  les  composantes  parallèles  au  plan  de  Tonde  de 
la  force  électromotrice  totale 

P  =  _ iL  _  ^v.   '/'G 


dt  4~      dz 

^  dG  £•',     d'V 

Q  = yr+    " 


t    * 


dt  4^       ff'"^ 

et,  par  suite  des  équations  (VI II;  du  n**  169, 

,  ,,   dH\         Ksv,      dT 


d('      '       4-       dz'dt 
PoiNCARÉ.  Elcclricilc  cl  Oplique,  »• 
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En    reiHplaçiint    les   premiers    membres   de  ces  éqiiatioi 
leurs  valeurs  (3)  nous  obtenons  eiifiii 

rr-F 


-  +  - 


,  dK\ 


Uz'ill 


D'apiés  la  iciiiiirque  laîte  au  n"  118,  a,  ^.  v  salislont  à  des 
'■'luatioiis  de  m^me  forme;  par  suite  il  on  est  de  même  des  com- 
posantes ;,  ï|,  X,  du  dêpliiceiucnt  d'une  molécule  dVlher  dont  les 
dérivées  par  rapport  il  t  sont  \,  t,.  ^.  Nous  retrouvons  donc  les 
éi)uutîons  du  mouvement  qui  ont  conduit  Airy  îi  une  expression 
de  l'uugtc  *]  de  rolatiim  du  plan  de  pnliirisHtion  d'accord  avec 
rexpérienee, 

238.  Phénomène  de  Ken:  —  A  la  polarisiilîon  rotatoire  ma- 
f^nétique  se  rattache  un  pliénonùne  di^-couvert  en  i8^6  par 
M.  Kerr  {')  et  qui  consiste  dans  la  rotation  du  plan  de  polarisa- 
tion d'un  rayon  polarise  réiléehi  sur  le  pôle  d'un  utniant. 

Lu  lumière  d'une  lampe,  polarisée  par  uu  nicul  et  rêltécKiepar 
une  lame  de  verre  inclinée  ii  4^"<  tombe  normalemeut  sur  le 
pôle,  s'y  réfléchit  et,  oprcs  avoir  traversé  la  lame  de  verre  et  un 
nicol  analyseur,  est  reçue  par  l'œil.  Une  musse  de  fer,  qui  est 
percée  d'un  trou  conique  pour  permettre  le  passade  aux 
rayons  lumineux,  est  placée  très  près  de  la  surface  réfléchis- 
sante, dans  le  l»ut  de  rendre  très  înlensi'  l'aiiuantiition  de  celle 
surface. 

Ayant  placé  le  polariseur  dans  une  position  telle  que  les 
vibrations  qui  tombaient  sur  les  pôles  étaient  parallèles  ou  per- 
[lendiculaires  au  plan  d'incidence,  el  ayant  tourné  l'analyseur 
jusqu'il  l'extinction.  M,  Kerr  vit  reparaître  la  lumière,  bien  que 
liiiblenient,  en  aimantant  par  un  courant  le  pôle  rélléchissant. 
.Mais  comme  M.  Kerr  ne  disposait  <jue  d'une  faible  force  niagué- 
tique,  pour  rendre  l'action  plus  évidente,  il  dépbu;uit  lêgère- 
nienl  le  polariseur  ou  l'analyseur  avant  de  faire  l'expéiience,  de 
manière  à    ee  que  l'cxlinction  ne  fut  pas  complète.  .\u  moment 


/  .M.,^«; 


.   [.■(iS,7); 


,K:«|, 


l'un  feriiiiiit  le  courant  dans  une  certaine  direction,  ]n 
tuinipre  reçue  par  l'œil  augmentait  t  dans  la  direction  contmire, 
nlle  diminuait  el  souvent  l'on  arrivait  tout  a  fait  à  l'extinction. 
fCctte  diminution  di-  l'intensité  se  produisait  si,  avant  le  passage 
un  courant,  ou  avait  tourné  l'analyseur  dans  une  direction  coii- 
lire  à  celle  du  courant  d'aimantation.  M.  Kerr  en  conclut 
"il  se  produisait  par  luimantalion.  une  rotation  du  plan  de 
polarisation,  en  sens  contraire  des  courants  d'Ampère. 

M.  Kerr  oliserva  également  une  rotation  lorsque  le  ravoti 
mbait  obliquement  sur  la  surface  réfléchissante  ;  mais  dans  ce 
is  les  pliénomèiies  se  compliquent  de  la  polarisation  elliptique 
ic  a  la  réflexion  métallique,  ii  moins  cependant  que  les  vîfjra- 
ims  du  rayon  incident  soient  ou  parallèles  on  perpendieuliûrcs 
I  plan  d'incidence. 

239,  —  M,  (lor.lon  ,•,  el   M,  l-'itzgeridd  (',   .epéli-rent  l.ii-iur.L 

I   expériences  avec    des   cliamps   magnétiques   très  puissants: 

|t«s  résultats  qu'ils  obtinrent  confirmèrent  les  tnivaux  de  M.  Kerr. 

iPlus     récemment    l'étude   de    ce    pliénouiéne   a   été  reprise  par 

Righi  (")  qui   l'a  rendu  plus  facilement  observable  en  l'am- 

ylifianl   par  des  réflexions    successives   du    rayon    lumineux  sur 

■deux  pôles  d'aimant  convenablement  disposés.  F.nBii  M.  Kuntz(') 

icnl  occupé    de    cette    question;  il  a   montré  que  la 

(réflexion    sur    le   nickel  el    le  cobalt   donnait  aussi  naissance  an 

Xihénomèue    de    Kerr;    de    plus,  il  a  reconnu  que  la  rotation  du 

nlau    de  polarisation  dans    le    cas    de   l'incidence   normale,  qui 

»bnnge  de  valeur  avec  la  couleur  de  la  radiation,  est  plus  grande 

K>ur  les  rayons  rouges  que  pour  les  rayons  violets  :  la  dispersion 

SBt  dune  anormale. 


Mais  malgré  ces  nombreux  travaux  el  le 
de  M.    Higlii    i"'    rexpUriitlon   complète   i 

s  reehcrciici 
lu  pbénomè 

g;;.. 

.Kl  (Lidicilibl- 

i  tliéoriqui 
ne  dn  Kei 

•^{')  Philwphical  Magaziar,  3- gêrio,  t.  lU.  p.  Sifl  H 
(1)  Hémaii'E  çtàaruU  h.  VKeaiimw  rojblt-dos  U^c 
C)  WifH.  An».,  octobre  188^. 

'R  iMc.  t!l..  et  noiivcciu  Miiaiirr  \n^M  .l,.n»  !,■.   1..-, 

e  iS8i). 

228  POLARISATIOS  ROTATOIRE  MAGNÉTIQUE 

fait  encore  défaut.  On  ne  peut  affirmer  si  c'est  un  phénomène 
nouveau  ou  s'il  est  dû  uniquement  au  pouvoir  rotatoire  magné- 
tique de  Tair  qui  environne  les  pôles.  Aussi,  n'insisterons-nous 
pas  plus  longuement  sur  ce  sujet. 

En  résumé,  Maxwell  n'est  pas  arrivé  à  se  tirer  des  difficultés 
que  soulève  le  phénomène  observé  par  Faraday.  M.  Potier  en  a 
donne  une  théorie  satisfaisante.  Nous  verrons  plus  loin  que 
M.  Lorentz  est  également  arrivé  h  une  explication  satisfaisante 
<[ui  se  rattache  à  ses  idées  générales  sur  la  nature  de  Télectricité. 
Disons  seulement  que  dans  la  théorie  de  Lorentz  comme  dans 
celle  de  Potier,  les  molécules  matérielles  prennent  part  à  la 
vibration  et  que  c'est  cette  circonstance  qui  produit  la  polarisa- 
tion rotatoire  ;  seulement,  dans  la  théorie  de  Potier,  les  molé- 
cules en  mouvement  agissent  parce  qu'elles  transportent  avec  elles 
leur  magnétisme  ;  dans  celle  de  Lorentz,  elles  agissent  parce 
qu'elles  transportent  avec  elles  une  charge  électrique. 


DEUXIEME  PARTIE 


THEORIES  ELEGTRODYXAMIOl  ES 


I)  AMPERE,   WEBER,   HELMOLTZ 


CHAPITRE   PREMIER 


FORMULE  D AMPERE 


240.  Action  de  deux  éléments  de  courant.  —  Ampère  avait  la 
prétention  de  ne  rien  emprunter  qu'à  rexpérience(*).  Cette  pré- 
tention n'est  pas  absolument  justifiée,  car  l'expérience  ne  peut 
porter  sur  deux  éléments  de  courant.  On  peut  observer  l'action 
d'un  courant  fermé  sur  une  portion  de  courant,  mais  non  l'action 
d'une  portion  de  courant  sur  une  autre. 

Si,  en  effet,  la  décharge  d'un  condensateur  par  exemple  cons- 
titue un  courant  qui  d'après  les  idées  antérieures  à  Maxwell  n'est 
pas  fermé,  ce  courant  est  de  trop  courte  durée  pour  qu'on  puisse 
l'utiliser  dans  les  expériences.  On  ne  peut  donc  expérimenter 
que  sur  des  courants  fermés  ;  on  peut,  il  est  vrai,  par  divers  arti- 
fices, rendre  mobile  une  portion  d'un  des  courants,  ce  qui  permet 
d'étudier  l'action  d'un  courant  fermé  sur  une  portion  de  courant 
(voir  ce  sujet  discuté  plus  loin,  n**  258)  ;  mais  cette  portion  mobile 
reste  toujours  soumise  à  l'action 
simultanée  de  tous  les  éléments 
de  l'autre  courant  fermé. 

Ampère  qui  énonce  une  loi 
applicable  à  deux  éléments  de 
courant  a  dû  par  conséquent  faire 
des  hypothèses.  Voici  ses  hypo- 
thèses :  Fig.  36. 

1®  Pour  avoir  l'action  d'un  cir- 
cuit fermé  sur  un  élément  de  courant,  il  suffit  de  composer  les 


{*)  Le  titre  de  son  ouvrage  est  :   Théorie  mathématique  des  jfhéi 
dynamiques  uniquement  déduite  de  V expérience^  i8a6. 


énomènes  électro- 
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actions  des  éléments  de  ce  circuit   fermé  sur  l'autre   élément  ; 

1^  1/action  de  deux  éléments  de  courant  est  une  force  dirigée 
suivant  la  droite  qui  les  joint. 

Soient  deux  circuits  C  et  C  (fig.  36).  Soit  A  un  point  de  C.  Je 
définis  le  point  A  par  la  longueur  s  de  l'arc  OA  comptée  à  partir 
du  point  fixe  O. 

Soient  maintenant  AB  et  A'B'  deux  éléments  appartenant  res- 
pectivement aux  circuits  C  et  C^  Soit  O'  un  point  fixe  de  C  à 
partir  duquel  nous  compterons  les  arcs,  et  appelons 

OA  =  s,       OA'  =  s'  ; 
d'autre  part, 

OB  =  «  +  £/.s       O'B' =  «'  +  £&'; 

d'où 

AB  =  dsy 

et  de  même. 

En  appelant  x^  y  y  z  les  coordonnées  de  A 
X  +  dx^  y  -+-  dyy  z  -+-  dz^  celles  de  B 

x',  y',  z\         )>         A! 
x'  -f-  dx',  y'  +  dy',  z'  +  dz' ,         »         B' 

la  distance  des  deux  éléments  AB  et  A'B'  est  donnée  par 

(,)  ,•»  =  (.r  -  .T'Y  +  (y  -  y'Y  +  (= -  -J  ; 

;•  est  fonction  de  s  et  s' 

T  •         T  1     A  r»  ^'''     ^y     ^^ 

Les  cosinus  directeurs  de  At>  sont— r— ,  — p-,  — r-, 

as      du      as 
1     mnf         ^^'      ^y'     ^^ 


I 


»  de  A  A' 


.r  —  X      xj  —  ij      z  — 


r  r  r 


Soient  h  l'angle  de  AB  avec  AA', 
6^       »      de  AB'  avec  AA', 
£        »      des  deux  éléments  AB  et  A'B  . 


ACTIOy  DK  DEUX  tLÉME.\rS  DE  COiRAM  àM 

On  a  : 

,  d.r     .r'  —  .r     .     du      u  —  //         dz       d  —  z 


/ 


ds  '         r  ds  '        r  ds 


r 


dj      y  —  x        dy'     y— y       dd     z—z 


^^     r^'-ir—i- — ^^•— ;—- "-rfz- 


ds      dx  du     du'         dz     dz' 

cos  £  = . I ^ .  —, I . . 

\         "         ds  '   ds  ds      ds  ds      ds' 

Entre  ces  trois  cosinus  et  les  dérivées  de  la  fonctîou  /•  existent 
certaines  relations. 

On  trouve  en  effet  par  différentiatiou  : 

^^-  ds  -2j  ^  ds   ' 


(4; 


\ 


dr       ^  X  —  x'     dx  f 

-i-=y -— =  — cosft, 

as       ^       r  as 

f     dr  V^x'  —  X     dx/  

ds'       ^       r  ds' 


H\ 


le  signe  H  indiquant  une  permutation  circulaire  à  effectuer  sur 
les  lettres  x,  y,  z;  x\  y' y  z'. 

Différentions  maintenant  la  relation  (3)  par  rapport  à  s'  ;  il 
vient, 

rfr      dr  d^r  ^  dx'     dx 

ds      ds'  dsds'  /^  ds'      ds 

d'où,  en  tenant  compte  des  relations  (4), 

r  ^   =  cos  n  cos  9  —  cos  s. 

dsds 

L'action  de  ds  sur  ds  est  évidemment  proportionnelle  aux  lon- 
gueurs ds  et  ds'  des  deux  éléments  et  aux  intensités  i  et  i'  des 
deux  courants  ;  elle  dépend  d'autre  part  de  la  distance  r  des  deux 
éléments  et  des  angles  8,  h'  et  s.  Elle  ne  peut  manifestement  dé- 
pendre d'aucune  autre  ([uantilé.  Nous  pouvons  donc  représenter 
cette  action  par  la  formule  : 

iidsds'f{r,h,H',z)' 


22  î  POLAniSATIOS  ROTATOIRE  MAGyÉTiqi'E 

aurons  pour  ses  composantes 

\  R,  :=  £  [hu  —  av), 

I/induction  magnétique  se  compose  de  l'induction  du  champ 
constant  auquel  est  soumis  le  milieu  et  de  Tinduction  du  champ 
périodique  donnant  naissance  à  la  lumière.  Les  composantes  de 
la  première  sont  [xa,,  jjl^,,  jjlYj,  les  composantes  de  l'intensité 
du  champ  constant  et  uniforme  étant  a,,  j3,,  v^  ;  celles  de  la 
seconde  sont  données  par  les  équations  (III)  du  §  167.  Nous 
avons  donc, 

rfll         r/G 

dV         d\\  ^ 


dz  dx 

dG        dV 


dx  dy 


:^ïi- 


237.  —  Si  Ton  considère  une  onde  plane  parallèle  au  plan  des 
xjj  les  variables  ne  dépendent  ni  de  x,  ni  de  y  et  les  équations 
précédentes  se  réduisent  à 


(IC. 
'/F 

CI  ,^* 


('    ML*' 

i     t  1 


Les  équations  (II)  du  §  167  qui  donnent  les  composantes.^/,  v, 
w  de  ]'d  vitesse  du  déplacement  électri(jue  deviennent 


/^     _  '^'^     __     *      '^'' 


4"^  = 


dz  'X     dz 

dy.  I      da 

fz  'JL     dz  ^ 


( 


47:ir=  o. 
Ln    y   remplaçant  les  dérivées  de  a  et   de  b  par  rapport  à  z^ 


THÉORIE  DE  M.  ROWL.AND  2^5 

par    leurs  valeurs    déduites   des    équations   (2),    nous  obtenons 
puisque  aj,  ^j,  y^,  sont  constants 


(3) 


I  4?^"  =  — 
i  4w  =  — 

\  47:tv=o. 


1     d'Y 
a     dz^ 

d%              I     d'¥ 
dz                [*    dz^ 

I     d'G 

d%,               I     rf*G 

Y-     dz' 

rf:                 jji     </;"   ' 

Nous  pouvons  donc,  à  l'aide  des  relations  (2)  et  (3),  exprimer 
les  composantes  de  la  force  électromotrice  données  par  les 
équations  (i)  en  fonction  du  moment  électromagnétique;  nous 
trouvons  pour  les  composantes  parallèles  au  plan  de  Tonde 

P    --Ih^^ 

£V,       d'F 

^'  47:      dz'   ' 

quant  à  la  troisième  composante  il  est  inutile  de  la  considérer, 
car  étant  perpendiculaire  au  plan  de  Tonde  elle  ne  peut  avoir 
aucun  effet  sur  la  perturbation  magnétique  constituant  la  lumière. 
Les  composantes  de  la  force  électromotrice  résultant  de  cotte 
dernière  perturbation  étant  (177) 

dF  ,,  dG 


dt  ^  dt 

nous  aurons  pour  les  composantes  parallèles  au  plan  de  Tonde  de 
la  force  électromotrice  totale 


dt  4~      dz- 

dG  sy,     d^V 


i     1 


Q=--^  +  -7^ 


dt  4*^      ^^^ 

et,  par  suite  des  équations  (VIII)  du  n**  169, 


de  4îr      dz^dt  ' 

.  „  d'G     ,    Kev,      d'F 


dC      '      411:      dz'dt 
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d'une  fonction  des  deux  variables  indépendantes  /*  et  p,  c'est-à- 
dire  qu'on  a. 

ou 

Il  nous  reste  donc  à  déterminer  la  fonction  cp,  ce  que  le  troi- 
sième principe  expérimental  d'Ampère  nous  permettra  de  faire  ; 
en  attendant,  tirons  toutes  les  conséquences  des  deux  premiers 
principes  et  montrons  d'abord  que  l'action  élémentaire  (6  bis) 
(jul  s'écrit  maintenant, 

P  'er)  I  ?  M  ^  -57  +  2?  ('■)  -^^^  l^fx^f"  .. 

peut  se  mettre  sous  la  forme  ^  ,  V  et  U  étant  fonctions  de  /• 

seul. 

En  effet,  nous  pouvons  écrire, 

rfU  __        dr 

ds  ds 

,  •  TT/  d\j 

en  écrivant  u   pour  —7—  ;  et, 

*  dr 

d^V)  ^,,    d'v      .    ^^ij  dr    dr 


=  \^'-r-Tr-^^ 


dsds'  dsds  ds    ds   * 


en  écrivant  L    pour     ,    ,--  ; 

ar- 


donc, 


Y    ^'^    =  \U    ^'^'    -4-  W  ''''    ^' 


dsds'  '  ""    dsds^     '       ^     ds     ds' 

et  en  identifiant  avec  [6  ter]  il  vient 

M'  '—' 


f     ^^ 

.  ' 

VU' 

a», 

U" 

s' 

1 

U' 
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L  =V'f, 


L'action  de  deux  éléments  de  courant  est  mise    ainsi  sous   la 
l'orme 


7    7/1'/     ^^'^ 

2(1  sas' h     ,    .  .  » 


dsds' 


242.  Travail  produit  par  un  déplacement  relatif  de  deux 
circuits.  —  Si  nous  donnons  à  /•  un  accroissement  o/*,  l'action  de 

l'élément  AB  sur  A'B'  produira  un  certain  travail.  Nous  choisi- 
rons les  signes,  suivant  les  conventions  ordinaires  en  électrody- 
namique, de  façon  que  la  force  soit  positive  quand  elle  est  attrac- 
tive ;  alors  le  travail  élémentaire  dû  à  une  variation  o;*  est  : 

—  ^dsds'Uor,    —, — :-r  =  —  '2dsds'o[j 


dsds'  —  —  '-  dsds' 

et  le  travail  dû  à  l'action  totale  d'un  des  circuits  sur  l'autre  est  : 


I       I    oU  ■  ■    ,  ,  dsds'. 


oT  = 2 


Transformons  cette  expression  en  intégrant  par  parties. 
Nous  savons  que, 


du 


car   le   contour   d'intégration,  qui  n'est   autre  que  le  circuit  C, 
étant  fermé,  itv  a  la  môme  valeur  aux  deux  limites  d'intégration. 
Donc, 

?,UJ^}Ld8—    f—^^d  —   C—l—ds 
dsds'  f     ds'     ds  I     ds'      ds        ' 
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par  conséquent. 


2T  =  2 


j  j  ''  '  "' 


(is(ls\ 


et  comme  rien  ne  distingue  C  de  C  on  a  aussi  : 

J  J    '^'     ''" 


Donc, 


5T  = 


ou  encore, 


ds     ds'     "*  ' 


0  T  est  par  conséquent  raccroissement  de  la  fonction 


(7) 


T  = 


rfU  d\} 


ds    du' 


tfsds^ 


Le  tra\>ail  élémentaire  est  donc  la  différentielle  d'une  fonction  T 

dépendant  seulement  des  positions  relatives  des 
deux  circuits.  Cette  fonction  (')  est  le  potentiel 
électrodf/namifjue  mutuel  des  deux  circuits. 
Cette  forme  élégante  donnée  a  l'expression  du 
travail  élémentaire  est  due  à  M.  Bertrand  (*). 

243.  —  Xous  avons    ainsi    démontré  Texis- 
tence  d'un  potentiel  pour  l'action  de  deux  cou- 
Fig.  j-.  rants    fermés,  en   nous    appuyant   simplement 

sur  le  fait  que  l'action  d'un   courant   fermé  sur 
un  élément  de  courant  est  normale  à  l'élément. 


{*)  Le  travail  est,  en  grandeur  et  en  signe^  raccroissement  du  potentiel,  si  l'on 
convient,  comme  nous  l'avons  fait,  de  considérer  comme  positive  une  force  nlli- 
rnnte. 

{')  Théorie  mathématique  <fe  Vt  lectricitc  (1890),  §  i3i,  p.   17.1. 


DÉTERMINATION  DE  LA  FONCTION  U  iiy 

On  peut,  réciproquement,  montrer  que  ce  fait  expérimental  est 
une  conséquence  nécessaire  de  l'existence  d'un  potentiel. 

Soit  un  élément  AB  (fig.  87),  mobile  suivant  sa  propre  direc- 
tion. S'il  se  déplace  en  A'B\  le  courant  conserve  la  même  position 
dans  l'espace,  il  décrit  le  même  circuit.  Le  potentiel  électrodyna- 
mique, s'il  existe,  n'a  pas  varié,  donc  pas  detravîiil,  ce  qui  prouve 
que  la  force  est  normale  au  chemin  parcouru. 

244.  Détermination  de  la  fonction  U.  —  Pour  aller  plus  loin, 
il  faut  de  nouveau  recourir  à  rexpérlence.  Nous  nous  appuierons 
sur  ce  fait  que  l'action  d'un  solénoïde  fermé  sur  un  élément  de 
courant  est  toujours  nulle. 

Nous  avous  vu  précédemment  que, 


// 


> .     • 


ce  ({ui  peut  s  écrire,  en  remarquant  que 

ds  ds  ds'  ds' 


'"//""^^  "'"' 


ou,  en  tenant  compte  des  équations  (4) 


T=    /   ds\^    I    l]'^±,.f^ds' 


ds 


l\n   dr     y-l_  dz     r„  dr     z-^^^^ 

J  ds'  r  ds    J  ds'  r  J 


On  peut  encore  écrire  pour  abréger  : 

T=j\Fdx-hGdy-\-Hdz), 


j-io  FORMi'LF  D\iMPFJŒ 

on  posant  : 


(Si  ■    G= 


V 


J  ''*  '■ 

J  as  r 


Kn  eirecluant  les  intégrations  le  long  du  contour  C  on  peut 
rorire  : 

VU  posant  : 

/•)  = 

Intégrons  par  parties  ;  le  terme  fini  est  nul  et  Ton  a  : 

car 

ci  (.i — .«•^)  (/.t' 

ris'        ""~T?7* 

Sous  cette  forme  il  est  aisé  de  voir  qu'on  a  : 

rfF         (iG         (iU 


Kn  ellct 


<iv  ~  j       dx  ~       J       d.r'  ' 


car 
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dr 


dx  dx'  ' 


Donc, 


d¥       dG       dW 
dx        dy 


^—Çdf=o. 

^  C.  Q.  F.  D. 


Les  quantités  F,  G,  H  définies  plus  haut  sont  ce  que  Maxwell 
appelle  les  composantes  du  potentiel  vecteur  dû  à  un  courant  d'in- 
tensité I  parcourant  le  circuit  C.  Pour  avoir  le  potentiel  vecteur 
dû  a  un  courant  d'intensité  /  parcourant  le  même  circuit,  il  fau- 
drait multiplier  par  i  les  intégrales  (8). 

245.  —  Proposons-nous  maintenant  de  calculer  le  potentiel 
clectrodynamîque  d'un  solénoïde  par  rapport  au  courant  C,  et 
d'exprimer  que  ce  potentiel  est  nul  quand  le  solénoïde  est  fermé. 

Nous  avons  trouvé, 


T  =J{Vdx  +  Gdy  +  lldz) , 


F,  G,  H  étant  les  composantes  du   potentiel  vecteur  dû  à  C  et 
l'intégrale  étant  prise  le  long  de  C. 

Nous  allons  transformer  cette  intégrale  de  ligne  en  une  inté- 
grale étendue  à  l'aire  d'une  surface  passant  par  le  contour  C  et 
limitée  à  ce  contour.  AppH(jnons  pour  cela  le  théorème  de 
Stokes.  Ce  théorème  nous  donne 


(yjj:  +  Gd7j-i-Udz)  = 


f['iw-^) 


dV      du 

m' 


^''(-^-S^)]''"- 


dz  dx  /  \  dx  dij 


Donc, 
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dio  étant  un  élément  de  l'aire  considérée,  et  /,  w,  n  les  cosinus 
directeurs  de  la  normale  à  cet  élément. 

Rappelons  brièvement  la  définition  d'un  solénoïde.  Un  solé- 
noïde  est  un  ensemble  d'une  infinité  de  courants  infiniment 
petits  construits  de  la  manière  suivante  : 

Soit  un  arc  de  courbe  quelconque  que  Ton  appelle  Taxe  du 
solénoïde.  Partageons  cet  arc  de  courbe  en  une  infinité  d'éléments 
d'y  tous  égaux  entre  eux, 

A  chacun  de  ces  éléments  correspondra  un  courant  élémentaire 
défini  comme  il  suit  : 

1°  L'intensité  de  ce  courant  sera  i ; 

2^  Ce  courant  parcourra  un  circuit  infiniment  petit  dont  le  plan 
sera  normal  à  l'élément  d<j  ; 

3°  Ce  circuit  limitera  une  aire  plane  infiniment  petite  égale 
h  rfo)  ; 

4®  Le  centre  de  gravité  de  cette  aire  coïncidera  avec  le  milieu 
de  rf<T  ; 

5^'  Les  valeurs  de  i  et  de  r/to  seront  les  mêmes  pour  tous  les 
courants  élémentaires. 

L'ensemble  de  ces  courants  élémentaires  constituera  le  solé- 
noïde. 

Nous  sommes  convenus  plus  haut  de  supposer  provisoire- 
ment i  =  I  pour  abréger  un  peu  les  écritures. 

Soient  donc  un  solénoïde  et  un  élément  d'arc  di  pris  sur  sou 
axe  et  dont  les  cosinus  directeurs  sont  /,  m,  n.  Dans  le  plan 
normal  à  l'axe  mené  par  l'élément  rfo-,  circule  un  courant  qui 
embrasse  une  aire  infiniment  petite  dio.  Le  potentiel  T  du  à  Tac- 
tion  de  ce  courant  se  calcule  aisément.  L'intégrale  (lo)  se  réduit 
eu  ellet  à  un  seul  élément  qui  peut  s'écrire, 

,    r  ,  /  dU         dG  \  I  d¥         dll  \  I  dG         dV  \  \ 


doi  \    ,    fdll        dG 

dx    —. 


^f-§)+-(f-f)]. 


dT  I         \  ^//  </-S^  /  \  dz  dx  /  \  dx         dy 

en  remarquant  que 

dx  =  hh,  dy  =  md(jy  dz  =  ndy. 


ACTIOy  DE  DEUX  BLÉMEyTS  DE  COURAST  a^i 

Comme  (ho  et  di  sont  de»  con&tantesy  quand  on  passe  d'un 
élément  du  solénoïde  à  un  autre,  il  faut,  pour  avoir  le  potentiel 
dii  au  solénoïde  total,  intégrer  par  rapport  h  dx,  dy^  dz  le  long 
de  Taxe.  On  obtient  ainsi, 

,    fdW        dG\       ,  fd¥         d^ 


"'  \  dx         dy  1  J 


dy 

246.  —  L'action  d'un  solénoïde  fermé  est  nulle  ;  donc  la  quan- 
tité sous^le  signe  1  est  une  difFérentielle  exacte,  ce  qui  s'écrit: 

j^/^_^\ d   fdÇ^        dV\ 

dz  \  dz         dx  I         dy  \  dx  dy  )  ^ 

d^¥ 
ou  encore  en  ajoutant  et  en  retranchant 


dx' 


d   (dV        dG        d\\ 


•»  1 


dx  \  dx  dy 

Or,  d'après  l'équation  (9} 


^11  \ 


par  suite 
Mais  (244) 


rfF         dC,     ,    d{\ 

-T--\ — y — \--j-  =«; 

d.v         a  y  dz 

AF  =  o. 
W  =  —  flf{r)dx'. 


11  faut  donc  que  A/'^r)  soit  une  constante,  pour  que  l'intégrale 
précédente,  prise  le  long  d'un  circuit  fermé  quelconque,  soit 
nulle.  En  effet  celte  intégrale  ne  peut  être  nulle  que  si  A/*(/)  est 
fonction  de  x'  seulement.  Mais  A/'(/)  est  une  fonction  de  r  seule- 
ment. Elle  ne  peut  donc  être  fonction  de  x'  qu'en  se  réduisant  à 
une  constante.  Ecrivons  donc  ; 

A/-(r)  =  /i. 
On  tire  de  la  : 
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OU  en  remplaçant  U'  et  U"  par  leurs  valeurs, 

^y    d^V    I     dr    dr  i      d^r 

dsds'        2r*  ds    ds'  r    dsds' 

La  force  attractive  exercée  entre  deux  éléments  est  donc, 

*'////  'IT'    ^^    ii'dsds'  /  dr    dr  d^r  \ 

dsds'  /•*        \  ds    ds'  dsds'  I 

En  tenant  compte  de  la  relation, 


dsds 


Y  =  cos  8  cos  8'  —  cos  s. 


et  des  relations, 


-7-  =  —  cos  Q, 
ds 

--—  =  cos  Q\ 
ds 

cette  force  attractive  peut  encore  s'écrire, 

lii'dsds'  l  3 


,     X  lii'dsds'  1 

(II)  -p^ ^cose  — 


-cosOcosQ' )• 


247.  Relation  entre  la  force  électromagnétique  et  le  poten- 
tiel vecteur,  —  On  a  vu  dans  la  première  partie  (111),  que 
Taction  exercée  par  le  circuit  C,  sur  un  pôle  magnétique  égal 
à  I  (*)  est  une  force  qui  dérive  d'un  potentiel  et  dont  les  com- 
posantes sont, 

_       dQ 
dx  ' 

dû 

^-~"¥' 

__dQ_ 

^~       dz' 

û  est  le  potentiel  magnétique  dà  a  un  feuillet  limité  au  con» 


(*)  On  peut  avoir  un  p6le  magnétique  isolé,  en  considérant  un  solénoïde  magné- 
tique de  longueur  infinie  dont  un  seul  pôle  est  à  distance  finie. 
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tour  du  circuit  C,  et  de  .puissonoe  égale  à  Tîntensité  du  courant. 
Soit  dtù'  un  élément  de  Taire  limitée  au  contour  C/,  et  /',  m\  n\  les 
cosinus  directeurs  de   la  normale  ;  ce  potentiel  a   pour  valeur, 


0  = 


+  m' 


r 


dy' 


il 


dz' 


diù' 


Or  ~  est  fonction  de  x  —  x\  y  —  y',  ^  —  '•'  ;  par  sui 


suite 


d 


I 


/• 


/• 


/• 


/• 


d  — 
r 


dx  dx'  '  dy  dy'  '  dz  dz! 

Il  vient  donc,  pour  la  vûleur  du  potentiel  magnétique, 


iî  =  — 


diù'. 


Cela  donne  pour  les  composantes  (a,  jî,  y)  de  la  force  magné- 
tique les  valeurs  suivantes, 


a 


'i  = 


i 


di.o'. 


Transfovmons  maintenant 


F=  i  f{r)tia'  = 
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en  une  intégrale  étendue  à  l'aîre    |  rftu'  limitée  au  contour  C 
II  vient, 

F=     1     —d.v'=     I     ilo)'\  ni' —j-i n' 


dz'  dy' 


—     I     rfo>'»     ■-' 


^,  L—,n' — 

dy  dz 


Nous  aurons  de  la  même  manière, 


„  ,     ,         dïl         dG 

Calculons  -^ = —  :  nous  avons, 

dy  dz 


du 

dy 


dG_f     (    '^'  T        '^'t] 


OJ 


\       dxdz  dz^  /  • 


et,  en  ajoutant  l'identité  suivante, 


J 

il  TieBt, 


\    dxdjc  dx^  / 


d\V         de  ■     7    i'4 

a  —    I    diùl  à 


dy  dz  I  /• 
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Or, 


donc, 

dU         dG 


a. 


c/y  dz 

Un  calcul  analogue  au  précédent  donne  de  même, 

dV        d\\  _ 


dz         dx 
dG        dV 


dx         dy 


ï" 


Or  on  a,  d'une  manière  générale,  entre  la  force  et  Tinduction 
magnétique  les  relations  suivantes, 

(12)  :    A  =  ^  +  47^B, 

.    c  =  y  +  4t:C. 

Si  le  milieu  n'est  pas  magnétique,  A  =  B  =  C  =  o  et  a,  i,  c 
se  confondent  avec  a,  p,  y. 

Les  formules  précédentes  peuvent  donc  s'écrire  dans  ce  cas 


d\\         dG 
a  = 


(i3)  b 


dij  dz 

d?  d\\ 

dz  dx  ' 

dG  dV 


dx  dy 


248.  — Ces  formules  sont  démontrées  pour  un  milieu  non  ma- 
gnétique ;    on    a    toujours   supposé,   dans  les   calculs,  que  —   et 

ses  dérivées  restaient  finies,  ce  qui  suppose  que  le  point  où  est 
placé  le  pôle-unité  est  extérieur  aux  masses  attirantes  ;  il  n'y 
avait  ici  de  masses  attirantes  que  le  feuillet  C. 

Nous  verrons  plus  loin  (276,  277)  que  les  formules  (i3)  sont 
encore    vraies    dans  un   milieu    magnétique  ;    on   n'a   plus  alors 
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or  (ll^  246), 


A--)=V. 


donc, 


F  = 


L'expression  précédente  peut  alor«  s'écrire 


-// 


dxdx'  -f-  difdy'  +  dzdz 


r 


'  i       /    dsds'o^s  s 


Si  les  intensités  qui  étaient  jusqu'ici  prises  égales  à  i,  étaient 
quelconques,  on  aurait  : 


1  =zll 


dsds^  cos  £ 


r 


et,  en  posant, 


M  = 


dsds'  cos  £ 


/• 


il  vient  finalement 

(«4) 


T  =  /m. 


M  est  ce  qu'on  appelle  le  coefficient  d'induction  7nutnelle  des 
circuits  C  et  Cf. 


.250.  —  Soit  maintenant 


:L  = 


dsd  s' cos  t 


r 


le  coellîcient  d'induction  mutuelle  du  circuit  C  et  d'un  autre  qui 
coïnciderait  avec  C.  L  est  ce  qu'on  îippelle  le  coefficient  de  self- 
induction  du  circuit  C. 


TRAVAIL  DU  AUX  ACTIONS  ÉL'ECTRODYNAMIQUES  ijii 

Les  divers  éléments  du  circuit  C  exopoeirt  évidemment  J*un  sur 
l'autre  une  certaine  action  ;  si  le  circuit  se  déforme,  cette  action 
produira  un  certain  travail  oT.  Proposons-nous  d'évaluer  ce  travail. 

Nous  avons  vu  plus  haut  quel  est  le  travail  dû  à  Faction  d'un 
courant  sur  un  autre  courant.  Quand  on  veut  en  déduire  Tex- 
pression  du  travail  dû  à  Taction  d'un  cou- 
rant sur  lui-même,  on  rencontre  une  petite 
difficulté  que  nous  tournerons  par  l'artifice 
«uîvaiut  : 

Si|]]yao60j>s   dejux  .courants   différents    C 
et  C  d'intensités  i  et  i'  parcourant  un  même  ,«.     ^ 

circuit   C.    Nous   pouvons   appliquer  à  ces 

deux  courants  différents  la  formule  (i4)  et,  si  nous  appelons  oT, 
le  travail  dû  à  leur  action  mutuelle  nous  pouvons  écrire  : 

5T,  =  SLiV'. 

Il  nous  reste  à  comparer  oT  ii  oT,. 

Soient  di  un  élément  du  courant  C  d'intensité  /;  dn'^  l'élément 

du  courant  C  d'intensité  T  qui  coïncide  avec  dz  ;    soient  ^/t,  un 

autre  élément  de  C,  et  d^^  celui  des  éléments  de  C!  qui  coïncide 

avec  rfy. 

Si  \k  est  le  travail  de  l'action  de  d^i  sur  d^[^ 

si  [jl'  »  de  d^  sur  rfy,, 

si  ).  »  de  dv  sur  rf^,, 

et  si  oTj  est  le  travail  élémentaire  total  de  l'action  du  courant  (\ 
sur  le  courant  C  et  oT  le  travail  de  l'action  de  C  sur  lui- 
même,  on  a  : 

oT.  =  0  {Ui')  =/(;.  +  .u') 


Or  : 


u  i' 

%  .       


X 


et 


donc, 


A  l 


I  •  m 
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L'expression  du  travail  2T,  Jde vient  ainsi, 


d*OÙ 

Le  potentiel  électrodynamique  total  du  système  voltaïque 
formé  par  deux  circuits  C  et  C,  par  rapport  à  lui-même,  a  donc 
pour  expression  : 

(i5)  T=-=^  +  M«'+-^-— 

2  2 

N  étant  le  coefficient  de  self-induction  de  C 

Le  travail  dû  aux  actions  électrodynamiques  est  : 

2 

11  se  compose  en  effet, 

1°  Du  travail  de  l'action  de  C  sur  lui-même,  égal  à, 

—  oL  ; 

2 

2^  Du  travail  de  Taction  de  C  sur  C,  égal  à, 

//8M  ; 

3°  Du  travail  de  Taction  de  C  sur  lui-même,  égal  à, 

72 

—  oN. 

2 
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251.  —  L'upiniun  reçue  est  qu'une  fois  connues  les  luJs  de 
rélectrudynnmique,  t'iipplicatioit  ilii  piiiicipe  de  lu  conservation 
de  l'éuergio  suflil  à  trouver  les  lois  de  l'induction.  M.  Bertrand 
a  cherche  h  réfuter  celle  opinion  (').  Je  viiis  discuter  ses  objec- 
tions en  détuïl,  mais  on  verra  que  hi  plus  grande  piirlie  du 
champ  de  bataille  restera  il  M.  Bertrand. 

On  a  deux  courants  en  présence.  Chacun  est  alimenta  par  une 
pile  ;  les  conducteurs  s'échaullent.  S'ils  sunt  mobiles  et  se 
rapprochent,  il  se  produit  un  travail  mécanique,  ce  travail  a  dû 
être  emprunté  ii  quelque  chuse  :  il  faut  donc  admettre  qu'un 
phénomène  ignoré  jusigu'ici  introduit  dans  les  équations  un 
terme  nouveau,  l-a  loi  d(^  =  lM*ilt  est-elle  encore  applicable? 
l'uurquoi,  dit  M.  Bertrand,  de  même  que  la  vapeur  qui  travaille 
refroidit  le  vase  qui  la  contient,  rêleclritité  u'aurait-eile  pas  un 
effet  analogue  ?  On  pourrait  concevoir  que  les  conducteurs 
s'échunll'ent  moins  quand  le  courant  travaille  et  ne  serait  ce 
pas  aussi  vraisemblable  que  de  supposer  que  les  intensités 
varient  ? 

On  peut  répondre  :  non,  celte  hypothèse  ne  serait  pas  a  priori 
aussi vraisemùlali/e  que  celle  qui  est  confirmée  par  l'expérience, 
Supposons  que  la  loi  de  Joule  ne  s'applique  plus  ;  les  conduc- 
teurs s'échauU'ent  moins;  on  a  </Q  =^  Rc'f  —  ildt,  H  étant  une 
quantité  positive  dépendant  de  la  vitesse  des  conducteurs.  On 
pourra  rendre  11  trts  gi-und,  en  dunnaiil  à  la  vitesse  une  valeur 
très  grande,  et  il  pourra  arriver  que  c/Q  soit  négatif.  On  em- 
prunterait donc   de  la  chaleur  au   circuit  qui  se  refroidirait  et 


{•)  ncri, 


.aUj...  .le  . 
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l'on  pourrait  la  transformer  en  travail  mécanicjue  susceptible 
d'être  transformé  à  son  tour,  par  frottement,  en  chaleur  à  tem- 
pérature aussi  élevée  qu'on  voudrait  ;  ce  serait  contraire  au 
principe  de  Clausius. 

Une  autre  conjecture  est  possible  :  la  loi  de  Joule  s'appli- 
tpierait,  mais  la  pile  consommerait  davantage  pour  donner  le 
même  courant.  En  d'autres  termes  la  loi  de  Faraday  ne  s'appli- 
(juerait  pas  aux  courants  qui  produisent  un  travail  mécanique.  — 
Cette  hypothèse  est  fort  invraisemblable  ;  si  j'ai  une  pile  à  Paris 
et  que  je  la  relie  par  des  fils  à  une  machine  située  à  Creil,  il 
serait  étrange  que,  l'intensité  restant  toujours  la  même,  lu  loi  de 
Faraday  cessât  de  s'appliquer  à  Paris  quand  le  courant  travaille 
à  Creil. 

Malgré  Tin  vraisemblance  de  ces  deux  hypothèses,  on  a  peut- 
être  eu  tort  d'en  regarder  la  fausseté  comme  évidente,  mai» 
j'appellerai  plus  particulièrement  l'attention  sur  deux  autres 
olijections  de  M.  Bertrand  qui  me  semblent  beaucoup  plus 
graves.  Il  ne  s'agit  plus  en  effet  d'hypothèses  que  l'expérience 
démontre  fausses  et  qu'on  n'aurait  pas  di\  pourtant  rejeter  a 
priori^  mais  de  circonstances  réelles  dont  on  a  souvent  oublié 
de  tenir  compte  en  s'exposant  ainsi  à  des  erreurs. 

En  premier  lieu,  lorsque  deux  courants  s'attirent,  ils  de- 
viennent solidaires,  et  l'on  n'a  pas  le  droit,  quoiqu'on  le  fasse 
constamment,  d'applitjuer  le  principe  de  la  conservation  de 
l'énergie  à  l'un  d'entre  eux  seulement  :  il  faut  considérer  le 
sf/stèmc  des  deux  courants. 

Ce  n'est  pas  tout  :  l'éther  a  une  force  vive  variable  dont  il 
fîiul  tenir  compte  dans  les  calculs,  comme  de  la  force  vive  de 
l'air  que  met  en  mouvement  un  moulin  à  vent.  Ici  il  y  a  deux 
manières  de  présenter  l'objection  :  on  peut  supposer  qu'un 
courant  permanent  rayonne  de  la  force  vive  comme  une  lampe 
constante  rayonne  de  la  lumière  ;  on  peut  supposer  au  contraire 
([ue  la  force  vive  de  l'éther  reste  constante  dès  que  l'état  de 
régime  est  atteint  et  qu'il  n'y  en  a  point  d'empruntée  au  cou- 
rant :  c'est  seulement  pendant  la  période  variable  que  la 
force  vive  de  l'éther  varie  ;  quand  le  courant  croît,  l'éther 
absorbe  de  la  force  vive  qu'il  restitue  au  moment  où  le  courant 
décroît. 
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La  première  hypothèse,  celle  du  rayonnement  indéfini,  est 
contredite  par  rexpérience,  puis([iie  avec  un  courant  permanent 
la  chaleur  produite  dans  les  conducteurs  est  l'équivalent  de 
rénergie  voltaïque  de  la  pile.  Il  est  vrai  de  dire  que  Vexpc- 
rience  seule  nous  Ta  appris. 

Quant  a  la  seconde  hypothèse,  non  seulement  elle  n'est  pas  à 
rejeter,  mais  il  y  a  certainement  à  tenir  compte  de  la  force  vive 
communiquée  à  Téther,  sous  peine  de  ne  pas  tenir  compte  des 
faits.  En  la  négligeant  on  sVxpose  à  Terreur. 

On  pourrait  varier  les  objections  à  l'infini,  et  Ton  sérail 
conduit  à  des  conjectures  plus  ou  moins  invraisemblables  qu'il 
faudrait  rejeter  l'une  après  Tautre.  C'est  en  quoi  M.  Bertrand  a 
raison  de  dire  que  Y  expérience  seule  pouvait  montrer  (juc  les 
lois  de  Joule,  de  Faraday  et  de  Ohm  sont  encore  applicables 
aux  courants  qui  travaillent. 

252.  —  Nous  allons  prendre  comme  point  de  départ  ce  fait 
expérimental  ;  et,  de  plus,  nous  admettrons  que  l'élhor  a  une 
énergie  éleclrocinétique  constante 
quand  le  courant  est  constant,  mais 
variable  avec  l'intensité  du  cou- 
rant. Mais  nous  devons  emprunter 
plus  encore  à  l'expéricMice. 

Soient  deux  circuits  fermés  C 
et  C,  parcourus  par  des  courants  / 
et  /',  rexpérience  montre  (ïue 
([uand  i  varie,  il  en  résulte  dans  C  ^*  ^*'' 

une   force  éloctromotrice  A  — 7- ,  A  étant  un  coefjicienl  dinduc- 

dt  '  '' 

tion  de  C  sur  C,  coefficient  indépendant  des  intensités.  Si  (^'  se 
déplace  et  est  parcouru  par  un  courant  constant  /',  si  au  bout  du 
temps  dl^  C  prcîud  une  position  infiniment  voisine  C,  le  dépla- 
cement du  circuit  de  C  en  C"  pendant  le  temps  dl  produit  une 

force    électromotrice   i'  —, — ,  —7—  étant   aussi  un   coefficient   ne 

dt       dl 

dépendant  que  des  conditions  géométriques  des  deux  circuits. 

Ici  se   présente   une   hypothèse   toute   naturelle,    il   est   vrai, 

mais  qui  a  besoin  d'être  confirmée   par  l'expérience  ;   soient  A 
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eut    en    C"  au 

temps  t  -i-  dt  ■ 

m  a  alors 

un          ■ 

(durant  0  en  C,  cl 

un  courant  di 

en  C". 

1 

On    peut  imajfin* 
m^mc  êtjil  final  pa 

V  qu'on  est  p 
une  autre  mo 

nasé   du    inÉmc    cUil    initia! 
dificntion  en  fuisant  varier 

::   1 

intensités    :    t'intcn 

ité    en   C   pri 

Tiitiveraent  é^al 

B  à  di'  a  décru             ■ 

|iis<iu'â  s'annuler  e 

pendant  ce   t 

mpB  l'intensité 

en  C"  pri 

ni- 

livenicnl  nulle  est  r 

cvenue  di'.  Les 

circuits  C  et  C 

sont  d'aillé 

urs 

demeurés  fixes.  II 

est  naturel  dt 

supposer  que 

l'eCet  pro( 

uit 

sur  (.',  est  le  mfnie  dans  les  deux  c 

Uiins  le  premier 

cas,    la    force 

électronu)trico 

lée  en    A 

est 

,/,^J^;dansle.c. 

ond,  elle  est  1. 

din'érence   eut 

e-A^: 
dt 

et 

jA+,;a)  -^-r'™! 

donc, 

,l\  =  d\!. 

Si    u-  LoiiniiiL  so 

J>.|,l„c.    cl  v:, 

ie    rn    m,^me  le 

,.,„,  le,   ,1 

nx 

l'drces  ék'ctroiiiolrii 

esonlpo.irso 

diki') 

d,     ■ 

-Nous    a.lniolliun» 

celle     équali 

jn.    conséuiienc 

de  reg,. 

lié 

,/A  =  ,/B,  rmiime  i„ 

/'iiii  c.ipèfiine 

ilid. 

253.    —    l,a|.,.lii 

atiun    du    piii 

ci,,.    Je    la    e„ 

iservalion 

de 

l-énc-Bic  ,0    „„„,  ,, 

crmetire  de  de 

lerniiiier  les  co 

Ificicnls  d' 

n- 

itiictiim  définis  coiiit 

le  prêcédemm 

enl. 

Suiciit  A  le  CHeHiciciil  d'indiiotion 

de  C  par  rappo 

■t  à  lui-mè 

ne 

..        B 

,. 

C 

C 

.       B' 

., 

C 

C 

.      D 

C 

lui-nu^ 

^^^^^1 

^^^^1 

COASEfirATfOy  DE  L'ÉSERGIE  2S7 

La  loi  de  Ohm,  appliquée  aux  deux  circuits,  donne  : 

\  dt  dt 

dt  dt 

Écrivons  qtic  l'énergie  se   conserve.  L'énergie  voltaïque   dé- 
]>eii«ée  dans  le  temps  dt  est 

(K/-+-EV)r//. 

Elle  se  retrouve  sous  trois  formes  : 
I**  Chaleur  de  Joule  ; 
'1^  Travail  élertrodynamique  ; 

\Y  Accroissement  d'énergie  électrocinétique  de  Téthcr. 
Si  cette  énergie  de   Téther  est  représentée  par  U,  l'équation 
s'écrit  : 

2)  (El  +  E'/ )  dt  -=  Kihlt  +  RV'V^ 

'2 

Je  ne  connais  rien  sur  la  fonction  U  ;  j'écris  seulement  que 
dV..  est  une  diflerentielle  exacte.  Remplaçons  dans  l'expression 
de  d\\  E  —  R/  par  sa  valeur  tirée  de  (i)   : 

..  :})  dM  =  id  [M]  +  id  (BO  +  id  (B'O  +  i'd  (D/') 

'-U'd\.  4-  livdM  +  r'WN). 

Supposons  que  les  intensités  varient  seules.  Le  dernier  terme 
disparaît  et  d\}  se  réduit  à  : 

d{}  ^  Mdi-\-  Bidl'  +  B'i'di-\-  DJdi'  ; 
dV  étant  dilférentielle  exacte,  il  faut  que 

~(A/+BV)  =  4-(B/+D/'\ 


di'  '       '        '        di 

d'où 

B  =  B'; 
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donc, 

d\j  =  AW/ +  B^/  [ii')  +  D/W, 

cl  en  intégrant  : 

,T       A/^        „..,        D/'^ 

2  2 

la  constante  ne  dépendant  pas  des  intensités.  Comme  U  est  nul 
quand  il  nV  a  pas  de  courant,  quand  i  =  i'=o,  la  constante 
est  nulle. 

D'après   cela,  quand  les  intensités  sont   constantes  et  que  les 
conducteurs  se  déplacent^  dU  se  réduit  à  : 

rfU  =  —(i'dA  +  2//VB  +  l'^rfD), 

2 

expression  qui  doit  être  identique  à  la  valeur  du  second  membre 
de  (!J),  quand  on  fait  di  =  di'  =  Of  c*est-ii-dire  à  : 

iVA  -f.2âVB4-i'VD—  —  (i'dL  +  2/iVM  +  l'-rfX). 

2  ' 

En  identifiant,  il  vient, 

—  rfA  =  rfA î-rfL, 

2  2 

rfB  =  2dB  —  rfM 

—  rfD  =  ^D r/X 

2  2 


ou  encore, 


d'oî 


ou 


dX  =  dL, 


A  =  L 


car  A  et  L  s'annulent  quand  les  conducteurs   sont   à  une    dis- 
tance infinie  et  de  môme 

D  =  N, 
B  =  M 
et 

T  =  U. 
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Le  potentiel  électrodynaniique  représente  donc  V énergie  électro- 
cinétique  de  Véther. 

On  peut  écrire,  d'après  cela,  la  loi  de  Ohm  : 

^      ^.         rf(U  +  MiO  d      dl 


E'— RV= 


dt  dt  '     di 

d       dT 


dt  '    dif 


Cette  forme  rappelle  celle  des  équations  de  Lagrange. 

Maxwell  a  montré,  —  et  c'est  là  une  des  parties  les  plus  origi- 
nales de  son  œuvre  — ,  que  les  lois  des  actions  électrodyna- 
miques et  de  rinduction  peuvent  être  mises  sous  la  forme  des 
équations  de  Lagrange  ;  les  forces  électromotrices  d'induction 
seraient  ainsi  des  forces  d'inertie  (*). 


(*)  Voir  la  première  partie,  n«  i5i,  p.  i35  et  suivre. 


CHAPITRE  III 


THÉORIE   DE   WEBER(») 


254.  Explication  des  attractions  èlectrodynamiques,  — 
Weber  a  voulu  rendre  compte  des  attractions  èlectrodynamiques, 
en  considérant  les  courants  comme  produits  par  des  masses 
électriques  se  déplaçant  dans  les  conducteurs,  et  supposant 
qu'entre  deux  masses  électriques  s'exerce  une  action  qui  dépend 
de  leur  mouvement  et  qui  se  réduit  à  Taction  déterminée  par  la 
loi  de  Coulomb  quand  elles  sont  au  repos. 

Soient  deux  masses  e  et  e',  au  repos  :  la  force  répulsive  qui 

ee 
s'exerce  entre  elles  est  égale  iiH j- ,  en  unités  électrostatiques. 

Weber   admet  que   si   elles   sont   en   mouvement,   la   répulsion 
devient  : 

A  et  B  étant  fonctions  de  /•  seul. 

Il  s'agit  de  déterminer  A  et  B  de  manière  à  retrouver  la 
formule  d'Ampère,  en  vertu  de  laquelle  la  répulsion  entre  deux 
éléments  de  courant  est,  en  unités  électromagnétiques  : 

ii^dsds'  I        (Pr  dr      dr  \ 

^""^  '^        7'     v''lhd:'~'lh  17)' 

Les  quantités  d'électricité  e  et  e'  sont  supposées  parcourir  les 


(')  Eleclrodynamischc  Maassbesttmmungcn,  p.    kKy. 
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deux  circuits  avec  des  vitesses   constantes  if  et  {>' .   La  distanee  r 
est  fonction  de  s  et  de  s'  et  on  a  : 

ds  ,        ds' 
^/  — 


dt'  dt  ' 

dr         dr  dr     , 

i'  -\-  -^-7-  v' 


d(  ds        '     ds'      ' 

dh'         d'r     ,    ,  dh'        ,    ,     rfV     „ 

dl^         ds*        ^       dsds'         ^  ds'*       ' 

La  répulsion  électrodynamique  [le  second  terme   de  l'expres- 
sion (i)]  devient  ainsi  : 

sces''  -f-  2|jLer  ri*  +  vpe  f*  "*, 
en  posant,  pour  abréger  : 


.     d^r        _- 


(^)'. 


rf^/-  rf/-     dr 


d*r        ..  f  dr 


dr  y 

ds'  )  ' 


as  ^ 

Supposons  que  ds  contienne  e  d'électricité  positive,  e^  d'élec- 
tricité négative  (e,  est  un  nombre  essentiellement  négatif;  quand 
le  corps  est  à  l'état  neutre  e  +  e,  =  o).  La  vitesse  de  e  est  r,  de  e^ 
est  (',.  Dans  ds'  on  a  de  même  une  quantité  e'  d'électricité  posi- 
tive et  une  quantité  r'^  d'électricité  négative  animées  respective- 
ment de  vitesses  f*'  et  if\, 

La  répulsion  totale  de  ds  sur  ds^  s'obtient  en  composant  les 
répulsions  des  quantités  e  et  e^  d'électricité  contenues  dans  ds 
sur  les  quantités  e',  et  e',,  contenues  dans  ds' . 

Il  vient  donc  : 
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en  posant  : 


1 


De  même 


VecV*  =  (e  +  e')  (eV*  +  eîf'î). 


F.e  débit  électrique  du  premier  circuit  est  :. 

e  ef 


pour  l'électricité  positive  ; 

ds 


Ci* 

Il  est  égal  à --J-*  pour  l'électricité  négative.   Le  débit  total  est 


[lonc 


ef +^,f, 


ds 

D'autre  part  l'intensité  /  est  par  définition  le  débit  total 
exprimé  en  unités  électromagnétiques.  Le  débit  total  exprimé 
en  unités  électrostatiques  est  donc  c/,  c  étant  le  rapport  des 
»inilés,  de  sorte  <[u'pn  a  : 

' — —  —  ri 

ds  ' 

Donc  : 

y  ce's>\''  =  c^ii'dsds  . 

La  répulsion  électrodynamîque  est  nulle  entre  un  conducteur 
chargé  d'électricité,  mais  où  ne  passe  pas  de  courant,  et  un 
autre  parcouru  par  un  courant  sans  être  chargé. 

R  doit  être  nul  si  le  conducteur  C  n'est  pas  chargé  mais  est 
parcouru  par  un  courant,  c'est-à-dire  si  e+e,  =^o,  et  si  le  con- 
ducteur C  est  chargé  mais  n'est  parcouru  par  aucun  courant, 
c'est-à-dire  si  \>'  =  f^'^  ==  o  ; 
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Mais  si  1^  =^  1^,  ^  o  les  ileux  (iernîers  lermes  de  II  s'iinmikTit  ; 
le  premier  teinic  doil  dont  s'annuler  également  ;  donc  (tu  a  : 

/.  !>' +  p|l  ^ecî  +  Pii-ï)  =o. 

).  n'est  pas  nul   en  géiiéiiil  ;  e  -f-  c',5o  si  le  comluctetir  C  est 
chargé  ainsi  (jue  nous  I':ivons  suppose. 
Donc  on  a  : 

et  de  ui6me  : 


yé  d'électricilé  et  i 
alors 


B  d'un  I 


Voilii  lies  conditions  liicn  étranges  et  bien  aitilieielles.  V.n 
outre  elles  obligent  d'jidmetlre  l'existence  réelle  des  deux 
fluides.  Il  y  a  plus  :  Ilowhind  a  réalisé  des  actions  électrodjna- 

mïqiies  avec  un  disque  chargé  d'électrf""'"  -'  — ■■--  -''■•"  

vement  i-:ipide  (voir  plus  loin,  p.  iî8a)  ; 

i-  =  (',,       d'où  (•('-  +  *-,vf  =:  (e-f-  C|)  ('', 

et  ni  i-uie  +  e,  n'est  nul.  Il  esl  vrai  qu'en  faisant  le  calcul  on 
reconnaît  que  ce  facteur  esl  al)si>lunnnl  né^ligcidile  diin»  les 
expériences  de  Rowland. 

255-  —  On  peut  présenter  la  théorie  de  Weber  sous  un  jour  plus 
favorable.  Rien  n'est  plus  loin  de  ma  pensée  que  de  la  défendre; 
mais  je  veux  montrer  seulement  en  quoi  on  pourrait  la  rendre 
moins  étrange.  On  peut  supposer  e  et  c,  séparément  très  grands, 
trts  supérieurs  en  valeur  absolue  it  leur  somme  algébrique  e-|-e,  ; 
B  et  e,  seraient  de  l'ordre  de  grundcur  d'une  quantité  très 
grande  N,  e  +  e,  de  l'ordre  de  grandeur  de  l'unité  et,  au  con- 
traire, ('  et  1),  de  l'ordre  de  -^  .  Ceci  pourra  paraître  assez  natu- 
rel d'après  la  vitesse  que  certains  physiciens  attribuent  à  l'élec- 
tricité dans  les  éicctrolyles,  vitesse  qui,  il  les  en  croire  ne  dé- 
passerait pas  quelques  millimètres  par  seconde;  je  ne  veux  dis- 
cuter ici  eu  aucune  façon  leurs  conclusions.  Il  n'est  pas  nécessaire 
d'ailleurs  que  v  et  c,  soient  si  pelils  pour  pouvoir  être  regardés 
comme  très  petits.  Il  sullît  en  eiret  que  c  soit  petit  par  rapport 
à  c,  qui  est  égal  à  la  vitesse  de  l.i  Inmièro. 
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^^"H^i^i  ^^^^   ^^    Tordre   de  grandeur  de   i;  ^f^^  +  ^ji'*,,   de 

Tordre  de  —  .  Le  produit  {ev^ -\- e ^s*^ ^  (^+0  ^^^^  ^^^  ^^^^  ^^^^ 

petit,  de  Tordre  de  :j^  ;    et    deux  des  termes  de  R,    les  termes 

en  A  et  en  v  sont  complètement  négligeables  en  présence  du 
terme  en  jjl.  On  n'a  plus  alors  les  mêmes  dilTîcultés,  et  Ton  rend 
compte  des  expériences  de  Rowland. 

256.  —  On  trouve    en  somme,   en  ne   tenant  compte  que  du 
terme  en  [jl  et  remplaçant 


I 


ee'çv' , 


par  sa  valeur, 

\     dsds'^       ds    ds' r 
en  identifiant  avec  (2),  il  vient, 

I 


A  = 


c' 


/  '        ^~  ic'r'    ' 


donc  Texpression  de  la  répulsion  électrodynamique  entre  deux 
masses  en  mouvement  est  : 


ec  r   I     d^r  \    /  dr  \  -  1 

'IFyT'dë        17\dtl    \ 


257.  — Une  question  se  pose  :  Thypothèse  de  Weber  est-elle 
conforme  au  principe  de  la  conservation  de  Ténergie  ? 
Le  travail  de  la  répulsion  électrodynaml([ae  est   : 


ee'  r  dr   d^r         dr  /  dr  \  '  l 

7^1  r  di'  ~7?'\dr)  y 


et  doit  être  égal  à  —  d'I  s'il  existe  un  potentiel  et  qu'on  appelle 
A  ce  potentiel.  Mais  on  a  : 

dr      d^r  i     dr      .     dr 

r  '    dl'        T'dT'     '    dl  ' 
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d'où  : 

,,  ee' \    I     dr      .     dr         dr  i   /  dr\^~\ 

Le  potentiel  tota/  (obtenu  en  tenant  compte  à  la  fois  de  la 
répulsion  électrostatique  et  de  la  répulsion  électrodynamiqiio) 
de  deux  masses  e  et  e'  est  donc, 


^  /•  L'        ac^*  \d(  /   y 


Cherchons,  d'après  cela,  le  potentiel  mutuel  de  deux  élé- 
ments de  courant  (en  nous  bornant  ici  au  potentiel  électrodv- 
namique)  ;  c'est  : 

=-^[(£)'I-.+lÏ4iw.+(-)>.| 

Le   premier   et  le    dernier   terme    disparaissant,    il    reste    Jr 

dt*     dr 
terme  du  milieu  qui  est  2c'^ii'dsds'  -j-  •  "TT  î  '^  potentiel  électro- 

^  ds      ds 

dynamique  est  donc, 

—  n  dsas  —. r-y  • 

ds     ds 

258.  —  Nous  avons  là  une  différence  avec  la  théorie  d'Am- 
père, d'après  laquelle  l'action  réciproque  de  deux  circuits  fer- 
més admet  bien  un  potentiel,  mais  non  l'action  réciproque  de 
deux  éléments,  ni  même  l'action  réciproque  d'un  courant  fermé 
et  d'une  portion  de  courant.  Je  dis  que  dans  la  théorie  d'Am- 
père un  élément  de  courant  n'a  pas  de  potentiel  par  rapport  à 
un  courant  fermé  ;  en  effet,  soit  un  élément  AB  qui  se  déplarr 
sous  l'action  d'un  courant  fermé  et  vient  en  A'B';  je  puis  choi- 
sir AA',  tel  que  le  travail  effectué  dans  ce  déplacement  ne  soit 
pas  nul.  Je  pourrai  toujours  ramener  l'élément  en  AB  sans  tra- 
vail, si  la  loi  d'Ampère  est  vraie;  en  effet,  je  fais  tourner  A'B' 
autour  de  A',  jusqu'à  ce  que  sa  direction  coïncide  arec  A  A'.  Le 
travail  effectué  dans  cette  relation  est  un  infiniment  petit  d'ordre 
supérieur.    Je  fais   ensuite   mouvoir  l'élément    dass   sa    propre 


direction  :  il  i 
courant  fermi 


;i'l  en  efFet  les 
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enl  en  AB"  :  uucun  travail,  puisque  riiclion  d'un 
est  normale  »  rélément;  une  rotation  autour  de 
A  le  ramène  ensuite  en  AB,  et  en 
u'efTectuant  encore  qu'un  travail  infini- 
ment petit  d'ordre  supérieur.  11  n'existe 
donc  pas  de  potentiel,  puisqu'on  a  pu 
l'amener  l'élôment  i)  sa  position  initîali? 
sans  que  le  travail  total  effectué  soit  nul  ; 
ce  travail  total  se  réduit  à  ecluî  qui  a 
été  efîectué  pour  amener  AB  en  A'B'. 
La  contradiction  avec  la  théorie  de 
Weber  n'est  qu'apparente.  On  a  sup- 
posé, dans  cette  théorie,  les  muléculcs 
électriques  animées  d'un  mouvement 
uniforme  ;  cela  n'est  possible  que  pour 
un  courant  renne,  non  pour  un  courant 
ouvert.  A  l'extrémité  d'un  courant 
olécules  électriques  s'mrêlenl;  leur  accélé- 


;/ 


ration  n'est  donc  pas  nulle.  Les  éléments  voisins  des  e.vttémités 
n'obéiraient  pas  à  lu  loi  d'Ampère,  parce  qu'il  y  aurait  à  tenir 
compte  de  l'accéiéralion  des  molécules  électriques  qui  y  circu- 
lent, accélération  qui  n'est  plus  nulle.  Il  y  aurait  donc  diver- 
gence entre  les  deux  théories  si  on  avait  ii 
faire,  par  exemple,  à  un  courant  fermé  et  si 
une  portion  de  courant  entièrement  libre. 

Mais  ce  n'est  pas  le  cas  ou  l'on  se  place  d'or- 
dinaire quand  on  examine  expérimentalement 
l'action  d'un  courant  fermé  sur  un  élément  do 
courant. 

En  eirel,  quand  ou  étudie  l'action  dun  con- 
ducteur fermé  sur  un  élément  mobile  AMB,  cet 
l-g  ^,  élément  mobile  AMB  fait  partie  lui-ménic  d'un 

courant  fermé  et  ses  extrémités  A  et  B  sont 
mobiles  le  long  de  conducteurs  fixes.  Il  n'y  a  pas  alors  d'accélé- 
ration pour  la  molécule  qui  arrive  en  A  ou  en  A'  ;  et,  dans  ec 
cas,   la    théorie   de    Weber  nous  conduit  ii  la  loi  d'.\mpère.  On 


'  qu  »i 


liquei 


nt  les  deux  loi 


trouve  alors,  en  effet,  que  les  for< 

admettent  toutes  deux  un  potentiel,  et  le  même  potentiel  ; 
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leiiif  nt  dans  la  tht^orip  d'Anipi-re,  il  n'y  a  un  potentiel  qu'en  vertu 
dpB  liaisons  particulières  imposées  au  système.  SJ,  nu  contraire, 
un  ronsidérilit  deH  courants  instantanés,  ouverts,  lu  loi  d'Amptre 
et  riiypotht'se  de  \Veber  eunduiraîenl  ii  des  résultats  diU'érents  ; 
mais  dans  ce  cas  l'expérience  ne  semble  guère  possible. 

259-  L'induction  dans  la  théorie  de  Weber.  —  l,a  lui  de 
Weiier  satisliiil  ;ni  prinripe  de  la  coiisiMviilî(in  ilc  l'énergie. 
Dune,  d'après  Maxwell,  les  l..is  de  linduelion  doivent  s'en  dé- 
duire. Dans  l'espèce,  ce  rnisonnemcnt  ne  vaut  rien  :  on  ne 
Ironverail  les  lois  ordinaires  de  l'induction  en  partant  de  l'hypo- 
Ihêse  de  Weber,  (juVn  supposant  qu'un  n"a  que  des  courants 
rennes,  cl  nullement  si  on  suppose  qu'un  a  des  circuits  ouverts. 
Maxwell  a  commis  dans  son  calcul  (';  des  erreurs  graves,  mais  il 
en  a  commis  deux  qui  se  compensent. 

(Ihcrclions  l'induction  de  C  sur  C  Les  deux  circuits  sont  mo- 

i  fonction  non 


i,ii.-» 

la  distance  r  de  deux 

nts 

ih  et  ils'  est  i 

•  cul.' 

ncnl 

d.-  «  et  Je  .', 

">■■ 

du  temps  /  : 

"3r  = 

.., 

.-Ib 

ictiondcK  el  f. 

,/. 

..-fi 

ICI 

on  de  «'et/'. 

L'i 

ctiou 

électrojviian 

U|i 

e  est 

(.1) 

-W 

-[' 

S'y 
il'  " 

-i 

-df)']^ 

(jcre 

présente  par  des 

i 

'S    (Je 

■!vt 

es   totales,  et 

dérivées  partielles). 

i  •     iV 

A 

"j 

i  uni  ,...,.r  V 

lei 

Ôr. 

-^'■- 

d'i 

'+'7m 

m' 

d' 

+117 

-..' 

+  V^' 

+ 

d'r          ilr    dv          dr 

di-  +  rfT  l'i  "•"  17 

r/e' 

dr    dr 
+  117  d,    "  ' 
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Maxwell  oublie  les  deux  termes  que  nous  avons  mis  entre 
parenthèses. 

Dans  ds  nous  avons  e  d'électricité  positive,  animée  de  la  vi- 
tesse i*  ;  et  e^  de  négative,  animée  de  la  vitesse  r^  ;  dans  d^y  on  a 
des  quantités  d'électricité  e'  et  e',,  animées  de  vitesses  r'  et  ç^^. 

Si  R,  est  la  répulsion  de  e  sur  e', 
R^  de  <?j  sur  e', 

R3  de  e  sur  e',, 

R^  de  e^  sur  e\, 

la  répulsion  totale,  précédemment  trouvée,  est 

R, -f  R,  +  R,4-R,. 

La  force  électromotrice  d'induction  est  évidemment  propor- 
tionnelle k  la  force  qui  tend  a  séparer  Télectricité  positive  de 
Télectricité  négative  dans  Télément    ds  ;    ce  seraR, +  R, — R, 

—  R^;    et  il   faudra   multiplier  par  cosÔ'=—  ,    pour   avoir  la 

composante  de  la  force  dans  la  direction  du  fil.  La  force  électro- 
molrice  cherchée  est  donc  égale  à 


4;  K=Acose'(R,  +  R,— R,-RJ, 


k  étant  un  coenicient  constant  qui  dépend  de  l'unité  à  laquelle 
sont  rapportées  les  forces  électromotriccs. 

Pour  délerniiner  ce  coedicieiit  /:  examinons  nu  cas  particulier, 
par  exemple  celui  où  les  masses  électriques  sont  au  repos  et  où 
les  forces  électromotrices  se  réduisent  par  conséquent  aux  forces 
éloctrostiitiques. 

Dans  ce  cas,  si  Ton  pose  pour  abréger 

Il  =  cos  0  (R,  +  R,  — Ra  —  H,), 
il  vient  : 

Il  -^ T-^'e  —e[)  -—  = [e'—e[)  — rV, 

/•'        ^  ''    ds'  c  ''    ds" 

en  représentant  par  -^  le  potentiel  électrostati([ue 


'^ 


c  r 
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La  force  électroiiiotrice  électrostatique  est  d'ailleurs 

as  e  —  e  ^ 

et,  comme  par  définition  E^=A*H,  il  vient  : 


(5)  k=c 


{e'-e\}  ' 


Nous  pourrons  donc  en  général  déduire  la  force  électromo- 
trice E  de  la  connaissance  de 

n  =  cos  6' (R,  +  R,— R,  — RO- 

---  _  .  ,     /*^''\"        ^^'' 

2oO.   —  Kn  se  reposant  aux  expressions  de   1  —  j    et  'yt' ^'^ 

reconnaîtra  que  H  contient  des  ternies  en  f^,  v'^y  iH»\  (^,  f'',  qui  sont 

,  di»    dv'       di»         ,d^*' 

tous  connus  ;  et  des  ternies  en  -r-,  — r  ,  ^  -7-  et  r -ri. 

dt  '  d(  '     ds  ds' 

Si  on  laisse  de  côté  un  coefficient  dépendant  seulement  de  la 

position  et  du  mouvement  relatifs  des  deux  éléments  ds  et  ds' 

mais  qui  est  indépendant  de  e,  e^^  v  et  r,  et  de  e' y  e\y  s^'  et  f',  : 

les  termes  en  f*  seront  [ev^  -^e^v^^)  [e'  —  e'J, 
en  9^>'  (<^^'H-^i^'i)  (<^'^'  —  ^'i^j)> 

en  v"  (e  +  ^i)  (eV^  — ^>?;, 

en  i'  (^^  +  ^1^',)  («'  — ^'i)» 

en  v'  (e+^;)  (^V  — cV/), 

connus  :  (^  +  ^1)  (^' — ^'J  î 

on  aurait  de  même  ce  que  donnent  les  termes  en— 7-,  v  -p ,  etc. 

^  dt  '      ds 

Dans  les  courants  voltaïques  ordinaires,  on  a  : 

Tous  les  ternies  disparaissent,  sauf  le  terme  en  ^>  et  le  terme 

dv  l .    ^  rff  ,.  .  ,        ,  .  , 

en  -7-  I  le  terme  en  p  -r-  disparaissant  pour  la  même  raison  que  le 

terme  en  v^\.  Les  seuls  termes  qui  importent  dans  l'expression 
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,     î)^/-         .    ,         ,  dr  dv       ,  d^r 


„_    .  T-  sont  donc  le  terme  -^--j-  et  le  terme  2  -7—7-  <',  qui  est  un  de 
ù/'  é/5  dl  dsdl    '  ^ 

ceux  que  Maxwell  a  oubliés. 
Dans  (rr-j   qui  a  pour  valeur, 


dr      dr 


ds      dt 
dr      dr        .  dr     dr 


f'f'  -f-  2  — — 7 —  f  , 


ds     ds'  ds'     dt 

dr  dr 

on  aura  a  conserver  2 r-  ^. 

ds  dt 

l/action  électrodynamique  (3)  s'écrit  donc,  après  Tavoir  multi- 
pliée par 

cos  W  =  —rr 
ds 

pour  avoir  la  composante  de  la  force  dans  la  direction  du  fil, 

II  (^'  —  ^\)  r      dr  l     di>        .      dv,\       i  d^r     ,  .) 


dr     dl 


Or, 


ds      dt 


d^f  dv.  di     , 

^//!   '        '     dt  dt 


dr    ,  1  dr 


Donc, 


,T      (<', — <?,)  1  r   ^^''  ^'  .  V     ^ ''  ./    ^'*  ^^''  .1^'' 

c-/"'  I        r/if     dl         ^         dsdl    )        ds     dl     \  ds' 

D'où  la  valeur  de  la  force  éleclromotrice, 

K       711  <^^'^'  (e'  —  e\)     ,  r      dr     di        (    .      d'r   ) 

[e'—e\  ]  c'r'  L      ^*'      ^^         <^         <'**^^  ^ 

dr     dr    .  1  rf/*  dsds'  V      dr     dl        ^     .      d'r  ^ 

~~d7'iir'\'ii7^~7^V'iir  IF '^  {''''' '^^ 

.    dr      dr    1  dr 
ds      dt   J  ds'  ' 
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Oi-, 

dsds'  r     dr    di    dr         .  dr    dr    dr  ~\        ,    ,  /  ^'*    àr     d  /  i 
/•*     L'  ~ds  Ht  117        ^  ~d7~dr  117  \         *  *  IslÛ^  dl\r 


Donc, 

dr    dr     d 


E  =  dsds 


(j\i    {   2idsds'    dr     d^r   ) 

ds   ds'  dt  W+  \      1^      ds'  ITdîS' 

Maxwell  néglige  le  second  terme  et  écrit  le  premier 
^  d(  \  ds    ds'     r  ) 


ce  qui  n'est  pas  exact.  Car, 

d  \  dr    di 


dsds' 


=  dsds 


dt  I    ds    ds 

.  dr     dr     d 


ds    ds'     dt 

idsds'  r  dr     d^r  dr      d^r  ~| 

""7~|  "rf7  rf?rf7  "^"^7  lûdt]  ' 

il  oublie  donc  le  second  terme. 

En  dernière  analyse,  la  somme  algébrique  des  termes  négli 
gés 

2id'sds'    dr     d^r 


/•        ds     dsdt 

et 

idsds'  r  dr     d^r          dr 
r      L  ds    ds'dt    '    ds' 

dh^ 
dsdt 

s'écrit 

idsds'  1"  dr     d^r          dr 

d'r  - 

r          ds    ds'dt         ds' 

dsdt 

] 
1 

Ainsi  donc,  d'après  M«x\vell,  la  force  électromotrice  totale  (i) 
a  pour  valeur,  en  intégrant  par  rapport  à  s  et  s', 


E 


dt    j      j     ds     ds'    r  dt     ' 
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l'C  qui  n'est  vrai  que  si  riiitégrale  des  termes  négligés, 

/       /    idnàa'  ï  dr     d'r  dr     d'r  T 

/     /       r    17?  lûdT  ~  iritTlT y 

est  nulle. 

Or,  cette  intégrale  n'est  nulle  que  si  les  Jeux  circuits  auxquels 
on  étend  l'intégration  sont  fermés. 

Montroas  cela.  Considérons  si  cet  effet  l'intégrale, 


rf»'     d*r     dr 


r     dsdt    ds'  ' 


<iui,  intégrée  par  parties,  donne. 


ds'     dh'     dr       r  d'r    I         / 

/•     dsdl    ds'        L  ^^  '  *  dsdt   \        J 


3,. 


d'i 


-  I    ^""^''iMdï'^'' 


Le  circuit  considéré  étant  fermé,  le  premier  terme  du  second 
inenibre  de  cette  expression  est  nul,  sa  valeur  étant  la  même 
;iux  deux  limites.  Il  reste  donc, 


/ds'      d^r     dr  l  d^r 


ds' . 


Intégrons  par  rapport  à  s;  il  vient 


r    Cdsds'     d-r     dr  _         r    r  d^r 

J      j    ~l~~d^'d7'~~  j     j     ^S'*'   dsds'di 


(Isds. 


Cela  veut  dire  que  le   premier  membre  est  égal   à  une  expres- 
sion qui  ne  change  pas  quand  on  y  permute  soi  s'.  Par  suite, 


dsds'     d^r      dr 


r       dsdl    ds' 


dsds'     d^r      dr 


r       ds'dt    ds   ' 


ol  c'est  précisément  ce  que  nous  voulions  montrer. 

Mais,  je  le  répète,  ceci n  est  vrai  que  pour  deux  courants  fermés. 


V 


CHAPITRE   IV 
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261.  —  L'expérience  nous  fait  connaître  Faction  mutuelle  de 
deux  courants  fermés  ;  pour  en  déduire  Taction  de  deux  élé- 
ments de  courants,  Ampère  a  été  obligé  de  faire  une  hypothèse  : 
il  suppose  que  cette  action  se  réduit  à  une  force  dirigée  suivant 
la  droite  qui  joint  ces  deux  éléments.  Cette  hypothèse  n'est  pas 
la  seule  qu'on  puisse  faire.  Nous  avons  vu  plus  haut  comment 
Weber,  guidé  par  une  théorie  qui  concorde  avec  celle  d'Ampère 
dans  le  cas  des  courants  fermés,  a  été  conduit  à  admettre  que 
deux  éléments  ont  un  potentiel  mutuel  qui  a  pour  expression  : 

...    dsds'     dr     dr 
—  Il  - 


r        ds     ds' 

D'un  autre  côté  F.  Neumann  admet  pour  le  potentiel    mutuel 
de  deux  éléments  l'expression  : 

ii'dsds' 


Helmholtz  cherche  une  formule  générale  comprenant  celles  do 
Weber  et  de  Neumann  et  il  fait  h  cet  effet  les  hypothèses  suivantes  : 

i*^  Il  existe  un  potentiel  mutuel  de  deux  éléments  de  courants  ; 

7.^  Ce  potentiel  est  inversement  proportionnel  à  r. 

Comme,  en  vertu  du  principe  des  courants  sinueux,  ce  poteiî- 
tiel  doit  être  linéaire  en  cos  s  et  cos  0  cos  H'  (Cf.  n°  240,  p.  234  ) 
Helmholtz  est  conduit  à  lui  donner  pour  expression  : 


ii'dsds'  (  A 


^  cos  6  cos  V 

D 


où  A  et  B  sont  des  coeflicients  constants. 
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Celle  expression  peut  s'écrire,  en  se  rappelant  que  (n"  240), 


cos  9  cos  6'  =  cos  e  +  /• 


dsds'  ' 
d'r 


Si  Ton  a   deux  courants  fermés,  leur  potentiel    électrodyna- 
mique mutuel  sera  l'intégrale  double 


T  = 


yj,r^.4(A  +  B,i^+B^] 


Le  second  terme   est  nul,  l'intégrale  étant  prise  le  long  d'un 
circuit  fermé  ;  donc, 

^      d'r 

'^'-d;dP  =  ''- 

Le  potentiel  électrodynaniique  se  réduit  alors  à, 


(A  +  B) 


//■ 


dsds^ 


cos  £ 


/• 


L'expérience  montre  que  Ton  doit  prendre  (n*^^  246  et  249) 

A+B  =  i. 

Mais  lanl  ([ue  rexpéricnce  porte  sur  des  courants  fermés,  elle 

est  impuissante  à  déterminer  le  coefficient  B  du  terme   .    .  .  ;  c*esl 

dsds 

pourquoi,  dans  diverses  hypothèses,  on  a  pu  attribuer  à  B    des 
valeurs  diflerentes. 

En  posant  avec  Ilelmholtz 


Texpression  du  potentiel  élémentaire  devient, 

£ 


ii'dsds'  (^ 


I  _  A-     d'r  \ 
2       dsds'  / 


a  l"i'\pi'ossion  du  polentîel  ijii'ava 
En  faisant  k  =  o,  dit  HelniLohz,  • 
relmQveniit  l'êleclrodyniiniique  de  Miixwell.  Cette  assertion  < 
Hclmholtz  a  été  purl'ois  mal  comprise  ;  nous  y  reviendrons  phii 


262.  —  La  loiniule  d'Aiiipi-ce  peiit-dle  ,Mre  considér-^-c  < 
un  cas  parliculiei'  de  celle  di;  lleitnliultx  .'  lin  iiiicune  rac;Dn.  Nous 
avons  vn,  en  elFet,  (]ue  duns  la  théorie  d'Ampère  l'action  mutuelle 
de  deux  éléments  n'a  pas  de  potentiel.  La  formule  d'AmpJ;ro  est 
la  seule  qui  explique  les  faits  pur  une  ucliuD  entre  deux  éléments, 
réduite  il  une  force  dirigée  suivant  la  droite  qui  les  joint.  Dés 
(ju'<»n  admet  (jne  celle  action  dérive  d'un  potentiel,  comme  le 
potentiel  dépend  de  l'orienlalion  des  éléments,  ses  dérivées  par 
rapport  aux  angles  qui  délinîsscnt  cette  orientation  ne  sont  paa 
identiquement  nulles,  et  il  en  est  de  même  du  travail  virtuel 
quVntraîne  une  variation  tuGuitésimnlv  de  ces  angles  ;  c'est  dirs 
qnc,  outre  la  force  dirigée  suivant  lu  droite  de  jonction,  existent 
des  couples  qui  tendent  il  faire  tourner  les  éléments  et  dont  les 
moments  sont  de  l'ordre  de  grandeur  de  la  force.  M.  Bertrand  a 
fait  à  ce  sujet  des  objections  à  lu  théorie  de  HelmhoUz  iCumpie» 
rcWwj,  LXXni,p.y65;  LXXV.p.  860;  LXXVIl.p.  io4t));sftlon 
lui,  tous  cci  couples,  agissant  sur  tous  les  éléments  d'un  lîl 
conducteur  parcouru  par  un  courant  et  soumis  a  l'action  d'un 
autre  courant  ou  de  la  terre,  devraient  immédiatement  briser 
le  fil  et  le  réduire  en  poussière,  llelmhollz  répondait  qu'une 
aiguille  aimantée  ne  se  brisait  pas  sous  l'action  de  la  terre, 
quoique  sur  chaque  élément  de  longueur  agit  un  couple  dont 
;sl  de  l'ordre  de  grandeur  de  l'élément.  M.  Bertiand 
a  répliqué  que  personne  ne  crovait  plus  aujourd'hui  ii  l'exis- 
tence réelle  des  fluides  magnétiques  de  Coulomb  et  que  la 
réponse  de  IlelmholtK  n'avait  pas  de  sens  ;  il  semble  que  Uelm- 
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qui  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celle  de  Ilelniholtz,  on  peut 
tout  expliquer  en  supposant  que  Faction  mutuelle  de  deux 
éléments  se  réduit  à  une  force  unique  dirigée  suivant  la  droite 
qui  les  joint.  J'ai  dit  au  w^  258  comment  cela  peut  se  concilier 
avec  le  fait  de  Texistence  d'un  potentiel  qui  est  en  apparence 
contradictoire. 

263.  Équations  fondamentales.  —  Nous  avons  mis  le  poten- 
tiel électrodynamique  mutuel  de  deux  circuits  sous  la  forme 
(n°  249). 

(i)  T  =  if{F(U-\-Gdi/  +  lldz) 

dans  le  cas  d'un  circuit  fermé. 

Ici,  on  a,  pour  deux  circuits  quelconques  : 


h)  T  = 


Or  on  a  d'autre  part, 

cos  £  dsds'  =  dxdx'  +  dtjdij'  +  dzdz\ 

d'f     ,  d'r     ,      ,       d'r     ,      ,       d^r 

,    ,  ,  as  =  -; — 7-;  a.r -\ ; — r-r  du  -\ — -. — -, —  az. 

dsds'  dxds'  dijds'     -^        dzds' 

d^r 
En  substituant  dans  T  cette  valeur  de  7— rj ,  que   nous  venons 

de  trouver,  nous   pouvons  donner  à  T  la  forme  (1)   déjà  trouvée 
dans  le  cas  d'un  courant  fermé,  en  posant, 

F=  I  in.  .  .lui  fi'js'  '^'-  . 


/i'iLr' 
" 


dxds 


(3)  G=   1  nr^  +  -Llzi   /  i'ds'    '^' 


9.  f  C 


k     l    .,^^^,    rfV 


lijds' 


dzds' 
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Nous   dirons   que  F,  G,  II  sont  les  composantes  du  potentiel 
vecteur. 
Posons 


(4) 


las  -7-7 


rinlégrale  étant  étendue  au   contour   C  et   étant  nulle  dans  le 
cas  d'un  courant  fermé  ;  en  dlflerentiant  par  rapport  à  a*,  il  vient, 


d 


F,  G,  II  deviennent  donc, 


F  = 


i'd.v'    I     I  —  k    rf'^ 


/•  '2. 


(5)  G= 


iUly'  ,_A-     d'I 


r 


dy' 


11= 


On  peut  ('crire  aussi, 


i',lz'         I— /•    d 


V 


/•  2         dz 


!«) 


et  en  efTel  si  on  r(»<^arde  ./',  //,  -  coaime  des  constantes  on  a, 

dr       ,        dv        ,        dr        ,        dr        , 
dr  =  -j-r  ds  ^  -j-r  d.r  -+-  -r-r  dij  +  -y-7-  dz  . 
as  (i.v  dij  az 


264.  —  Donnons  ii  ers  écjnatloiis  une  forme  applicable  aux 
conducteurs  à  trois  dimt»nsions. 

Si  z  est  la  drnsité  de  réleclricité  libre,  zd-z  est  la  (juanlilé 
d'électricité    contenue    dans    le   volume  ^/t  ;  mho  est  la   (juantité 
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d'électrîcîté  qui  traverse  dans  l'unité  de  temps  Taire  rfw  normale 
à  Ox  ;  de  même,  vdiù  c'est  la  quantité  d'électricité  qui  traverse 
l'aire  rfo)  normale  à  O^;  w'rfw,  celle  qui  traverse  rfw  normale  à  Oz. 
On  a  : 

dn         (h         dw  rfp 

dx         dy  dz  dt 

C'est  l'équation  dite  de  continuité  (Cf.  1"  partie,  n®  29). 
Le   fil  conducteur  peut  être  assimilé  h  un  cylindre  de  section 
rfu).  L'élément  de  longueur  étant  ds^  l'élément  de  volume  a  pour 

valeur  d'z  =  diùds. 

di 
La  section  par  un  plan  perpendiculaire  h  dx  est  -^  . 

Donc, 

d- 

l   = 


u 


dx  ' 


d'où, 


/  H  d'z  =  idxy 


çdz  =  idy^ 


et  pour  l'élément  ds^ 


'  u'di'  =  i'dx', 
■    ^'dz'  =  i'dy\ 


Donc, 


T:  =  Ç(Fu-]-Gç  +  lhv)  dr 


avec, 


I  T^ 


F  = 


/./_/ 


ii'dt 


r 


i  —  k    d'!^ 

2  rfx  ' 


(7) 


/    G  = 


1 T— » 

r  2       «y 


H  = 


h'Vt'        I  — A:    d-!^ 
r  2        rf^ 
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Traiisformims  niniiiten«nnt  rexpression  ;6;  ;  nous  avons, 


•  -/(■  - 


,   dr  ,    fi/'      .  . 


Si  nous  cherchons  le  potentiel  électrodynaniique  mutuel  total 
ntius  avons  ii  prendre  rélénient  diH'érentiel  : 

où  F,  G,  Il  sont  des  intégrales  étendues  h  tous  les  éléments 
</t'  de  tous  les  conducteurs,  d-z  excepté.  Kn  opérant  de  la  sorte 
on  compte  deux  fois  dans  Tiiitégrale  double  le  potentiel  mutuel 
d'un  couple  d'éléments  dz  et  d'z'.  Donc  il  faut  diviser  par  s*  l'inté- 
grale ainsi  calculée  pour  avoir  T  : 

■H)  T=—    /   (Fw  +  Gi'4-I^v;V-:. 

On  peut  dire  que  l'intégrale  est  étendue  à  tout  l'espace,  car 
en  dehors  des  conducteurs,  //,  f»,  tf  sont  nuls. 

On  pourra,  dès  lors,  appliciuer  le  théorème  de  Green,  relatif  à 
l'intégration  par  parties  dans  tout  l'espace  ,^*;;  cela  nous  donnera 


-> 


j  ,     .    dr  l  du 

d.v  I  a.v 


,    ,  dr  t        ,     d^v' 

(l-z  w —r-r  =^ —    I    dzr 


Iz'   '~         f       •       dz!  ' 


('    .N«ni«<  iiilt-^rniis  pnr  parti*»  pnr  rapport  à  x  onlro  los  limites         œ  ot  —    ac  et. 
roiniiK'  H    <>st  MiippoMe  nul  à  riiifiiii,  le  tonne  tout  connu  disparaît. 
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^  prend  alors  la  forme 


f  ^       I  I        f  /  /  du'         di»'         d^ 

(9)     4  =  -    /   ,*|^H-^+. 


^)=/-^- 


265.  —  Considérons  deux  quantités  d'électricité  e\  e'  ;  elles  se 

repoussent   avoo    une    force   d'intensité  —  — 3-  ,  a  étant  une  cons- 

tante.  Si  Ton  adopte  les  idées  universellement  reçues,  A  est  i  dans 
le  système  d'unités  électrostatiques  et  est  le  carré  de  la  vitesse 
de  la  lumière  dans  le  système  électromagnétique.  Je  conserve  A 
parce  que  nous  serons  conduits  à  modifier  un  peu  les  idées  reçues. 
Le  potentiel  électrostatique  cp  est  donné  dès  lors  par, 


)/5  = 


d'où,  par  dilTérentiation, 


Or  : 


^=    I    ^'-^^'-^ 


et  comme, 

dr 
dx 

.V       .r' 

,i'r 

I          {.V  — .r  r 

(/.r' 

3         ' 

il  en  résulte  que 

r 

Donc, 

(9  ^'•-•) 

A.| 

f 

1     d'z/    ,  ,         ^   do 
r     dt                     dt 
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Appliquons  maintenant  aux  deux  membres  des  équations  (7) 
Topérateur  A  ;  il  vient  pour  les  premiers  membres  de  ces  équa- 
tions, d'après  le  théorème  de  Poisson, 


\ 
En  ce  qui  concerne  les  seconds  membres,  nous  avons, 


A-^=-^ 


/    =-7-  *^'^  ;  etc., 

(ix        dx      ' 


et,  en  tenant  compte  de  (9  bis)^ 


A    -r^  =  2A 


\ 


dx  *  dxdt 

,    dij  .     d'o 


\ 


dij  '  dijdt  ' 

.     d'\à  ^     d-'^i 

dz  dzdl 


Donc, 


(lo)  '  AG  =  —  47i^^+(i  —/•))..     ''"'" 


Alï  =  — 47:^v  +  (i  — /)  X. 


dzdt 

Calculons  maintenant 

^F         dO     ,    d\\   _ 

-\ — 7—  —  J. 


dx  dy  dz 
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Nous   avons    en    dîfférenliant    la  première    équation    (7)    par 
rapport  à  .r, 


f/.f  2        t/.t* 


Or, 


r  r 


dx  djc 


j 


Donc, 


/  1 


et,  en  appliquant  le  théorème  de  Green, 


En  effectuant  des  transformations  analogues  sur 

rfG  _    /    ^,^J_Z_       I— A-    d'^\ 
dij   ~J     ^    ^    dij  2        dy'' 


et 


I  — A-     rf^'i 


dz^  ' 


on  trouve. 


_     /     d-J    du'         i—k    d''!^ 


r      dx'  2         dx-  ' 


ch'    di>'  i—k    d''l 


2  » 


/•     dy'  2        dt/^ 


_     /      d'z'     d^K''  l—k     rf^']/ 


r      dz'  2        dz 


.2 
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ï/expression  que  nous  nous  sommes  proposé  de  calculer  s'écrit 
donc, 

dV        flG         dU  _ 


d.v         dy  dz 


et  en  tenant  compte  de  Téquation  de  continuité, 

d¥         dG        ^__    /^rf-y   dp'  i—k   ^ 

dx  dy  dz  1       r      dt  2. 


ou  encore,  d'après  (9  i/**), 

On  a  donc  finalement, 

j        r/F  dG         dll  _      ^.    d^ 

dx  dy  dz  *    dt 

On  voit  que  J  serait  nul  en  particulier  si  on  faisait  k  =0, 
266.  Équations  de  la  loi  de  Ohm,  —  La  formule. 


dt 

s'applique  aux  courants  fermés.  Si  on  l'applique  à  une  portion 
de  coui'ant,  il  faut  tenir  compte  de  la  difl'érence  de  potentiel  aux 
extrémités.  Appelons '^^ — 'j^  cette  dillerence  de  potentiel  ;  on  a 
donc  dans  ce  cas, 

*"       **  dt 

Si  on  a  un  élément  rectiligne  parallèle  ii  0.r,  cp^  —  '^^  devient, 

On  peut  poser, 

K  =  X</.r 
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et, 


C  étant  la  conductibilité  spécifique  ;  d'où 

-^  .        iJx  udx 

Cdiû  C 

Quant  a  la  force  électromotrice  d'induction,  on  a  ici  : 
d'où 

Les  équations  de  la  loi  de  Ohm  s'écrivent  donc  : 

n  d'^  dF 

+X, 

("2)  {    — =  — ^-^TT  +  Y' 

+  Z. 

On  peut  dire  qu'il  y  a  quatre  forces  électromotrices  se  faisant 
équilibre   ; 


c               d.r 

dl 

y               dz, 

dG 

C              dy 

dt 

»•               d'o 

m 

C              dz 

dl 

1° 


,      ^  ,,  .         /       rfç  d'^  do\ 

La  force  électrostatique  I  —  -7^  ,  —  -j^  >  —  777  )  > 

2"  La  force  a  induction  I -7-  , -7-  , -j-  I  ; 

3*^  La  force  électromotrice  extérieure  (d'origine  chimique, 
thcrmoélectrique,  etc.)  (X,  Y,  Z)  ; 

/o    T       r  n  ...  /  ''  ^  ^^' 

4    La  force  electromotrice  résistante  I jrr  , p- , pr 

L'hypothèse  sur  laquelle  reposent  les  formules  (12),  Tex- 
tension  de  la  loi  de  Ohm  aux  conducteurs  à  trois  dimensions, 
semble  très  plausible  ;  mais  c'est  une  hypothèse,  et  M.  Ber- 
trand n'en  admet  pas  la  légitimité.  Nous  verrons  qu'en  faisant 
sur  la  généralité  de   la  loi  de  Joule  dans  les  conducteurs  à  trois 
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dimensions  une  hypulhcse  qui  paraîl  s'iaiposer  [voir  formule 
(iS  big),  a''270].  les  i'ormulcs  (la)  s'accordent  avec  le  principe 
de  lu  conEervutûiii  de  l'énergie.  11  y  a  plus  :  on  pourrait  appli- 
([uer  aux  conducteurs  à  trois  dimensions  les  équations  de 
Lagrange  et  de  lu  tlicorie  de  l'induction  de  Maxwell  (i"  partie, 
"°  151)  ;  si  je  ne  donne  pus  diins  ces  leçons  ce  calcul,  c'est  qu'on 
a  ici  un  nombre  iiifint  de  paramètres,  et  que  je  serais  forcé 
d'employer  le  calcul  des  variations. 

Je  me  bornerai  à   dire  que  *(  Con  oiltnel  la  forn/i'h-  [tS  bis), 
le  calcul  conduirait  aux  équations  (la;. 


267.  Déûnition  de  la  force  magnétique.  —  Dans  le  cas  oit 
lortx  les  voiiranls  sonl  fermés,  la  force  magnétique  est  susceptible 
de  deux  dêiinitions  équivalentes. 

i"  On  peut  dire  que  la  force  magnétique,  dont  nous  avons 
appelé  les  composantes  a,  ^,  v,  est  la  résultante  de  toutes  les 
actions  électromagnétiques  appliquées  à  un  pôle  magnétique 
égal  à  I.  C'est  la  définition  que  nous  avons  duunéo  plus  haut 
au  u"  147.  Un  pôle  magnétique  peut  être  assimilé  il  un  solénoîde 
iiidélini.  En  elfet  l'action  d'un  courant  fermé  sur  un  soléuu'i'de 
fermé  est  nulle  ;  son  actiuu  sur  un  solénoïde  limité  ne  dépend 
par  conséquent  que  de  la  position  de  ses  deux  exti'émiles  qui 
peuvent  être  assimilées  ti  deux  pôles  mugnétiques  égaux  et  de 
signe  contraire  ;  son  action  sur  un  solénoîde  indéfini  est  donc 
lu  même  que  sur  un  piMc  magnétique  unique  situé  ii  l'extrémité 
libre  du  solénoïde  (Cf.  i'"  partie,  n"  124)  ; 

•/"  Considérons  un  élément  magnétique  et  soient  Ai/t,  B(/t, 
Ci/t,  les  composantes  de  son  moment  magnétique.  Les  actions 
subies  par  cet  élément  peuvent  se  réduire  ii  une  force  unique 
appliquée  au  centre  de  gravité  de  l'élément  et  dont  les  compo- 
santes sont  : 


/rfa 


A  + 


^«  +  ^< 
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et  à  un  couple  dont  le  moment  a  pour  composantes  : 

I    (C?-By)rf., 

)    (Av  — Ca)rfT, 
(Ba  — Ap)rf':. 

En  d'autres  termes  le  moment  de  ce  couple  est  normal  au 
plan  des  deux  vecteurs  qui  représentent  le  moment  magnétique 
de  Télément  et  la  force  magnétique  et  est  égal  au  produit  de  ces 
deux  vecteurs  par  le  sinus  de  leur  angle. 

Si  l'élément  change  de  direction  sans  que  son  centre  de 
gravité  se  déplace  et  sans  que  la  grandeur  de  son  moment  varie, 
le  travail  de  ce  couple  est  égal  à  la  variation  du  produit  de  ces 
deux  mêmes  vecteurs  par  le  cosinus  de  leur  angle,  c'est-à-dire  h 
la  variation  de  l'expression  suivante  : 

(Aa  +  B;î+Cy)rfT. 

Imaginons  maintenant  un  circuit  fermé  infiniment  petit, 
parcouru  par  un  courant  d'intensité  i  ;  soit  d(^}  Taire  de  ce  circuit  ; 
/,  /;;,  n  les  cosinus  directeurs  de  son  plan.  Ce  circuit  sera  équi- 
valent à  un  élément  magnéti([ue  dont  le  moment  aura  pour  com- 
posantes : 

\ 

J  Bd'z  =  imdio, 

,   Cd':  =  ind(i}. 

Les  actions  subies  par  ce  circuit  se  réduiront  donc  à  une  force 
unique  appliquée  au  centre  de  gravité  du  circuit  et  à  un  couple 
dont  le  moment  aura  pour  composantes  : 

(  1 2  his)  \  idiù  (fy  —  nu) , 

(  idti)[moL — /,3). 

Si  le  circuit  change  de  direction  sans  que  son  centre  de 
gravité  se  déplace,  sans  se  déformer  et  sans  que  l'intensité  i 
varie,  le  travail  de  ce  couple  sera  la  variation  de  l'expression  : 

(  1 2  ter)  id(»}  {h  -{-/'«?  +  ny) . 
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■  Celte  fonction  arbitraire  qui  ne  contient  pas  les  cosinus  direc- 
teurs /,  m  et  n  est  évidemment  nulle  ;  car  T  doit  changer  de 
signe  quand  le  courant  change  de  sens,  ou  ce  qui  revient  au 
même,  quand  on  fait  tourner  le  circuit  de  180**  autour  d'un  axe 
situé  dans  son  plan,  ou  ce  qui  revient  encore  au  même,  quand  on 
change  /,  m^  n  eh  —  /,  —  /;i,  et  —  n. 
On  a  donc  finalement  : 

T  =  idiù  (a/+  ,3/w  -|-  y/i). 

Si  le  circuit  C  est  fini,  on  le  décomposera  en  une  infinité  de 
circuits  infiniment  petits  ainsi  qu'il  a  été  dit  au  n°  107  de 
la  première  partie  et  on  aura  : 

( 1 3)  ^  ^^  I  ^^^^  (^^  "^  ?'''  "f"  y  )' 

l'intégration  étant  étendue  à  tous  les  éléments  rf<i)  d'une  aire  A 
appartenant  à  une  surface  d'ailleurs 'quelconque  passant  par  le 
circuit  C  et  limitée  par  ce  circuit. 

Quant  à  /,  /;?,  /?,  ce  sont  les  cosinus  directeurs  de  Télément 
rf(o  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  la  normale  à  la  surface  h 
laquelle  appartient  l'aire  A. 


268.  —  On  a  [équation  (i)] 


T  =  i[[Vdx  -f-  Gdy  +  Wdz) 


Transformons  cette  équation  à  l'aide  du  théorème  de  Stokes  ; 
il  vient 


rr      .    /    ,    r,/rfH       ^G\  (dV       d\\\         (dC       dV\~\ 


Comme  on  a  par  définition  de  (a,  p,  y), 
(i3)  T  =  iT(/a+/n^4-«Y)rfw, 
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il  s^ensuit  que 

ci  H        dG 


1  dt/  dz^ 


dG        d\^ 


dx  dy  ' 


Calculons  maintenant 


rfv        d^ 


dy        dz' 


Nous  avons,  en  dîfferentiant   la   troisième  des  équations  (i4) 
par  rapport  à  y  et  la  seconde  par  rapport  h  r, 

rfr  d'G  d'F 


dy  d.rdy  dy^  ' 

d^      d'F      dm 

dz  dz^         dxdz  ' 


et  en  ajoutant  ridentité 

d'¥        d'¥ 
dx'        dx' 


o. 


il  vient, 


•^r 


f/3  d     /clF         (IG         (lll 


dz         dx   \  a 


dy  dz  dx    \  dx  dy  dz 

Or,  nous  savons  déjà  que  [équations  (10)  et  (11)] 


—  AF 


AF=  — 4r«  +  (i  —X)  K 


Ixdt  ' 


AG  =  —  47t*'  +  (i  —  k)  \ 


AH  =  —  47:n'  4-  (  I  _  X)  X 


dydl  ' 

d^ 
Hd't' 


dF        dG        dll  „  d-s> 

=  —  /cK  -4- 


J=-T-  + 


dx         dy  dz  dt 
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Donc, 

r/i^         rf;;         dx  dxdi  ^  '      dxdt 

.     dH 


Un   calcul   analogue    au   précédent    nous    donnera 

(>t • . 

dx        dy  ' 

On  obtient  ainsi  finalement, 

/    dr        d^         ,  .     d-:> 

.    dy         dz  dxdt 

^  '    dz  dx  dydt 

d'i  doL         ,  ,     d-'^ 

dx         dy  dzdt 

Dans  Maxwell,  les  derniers  termes  n'existent  p^s.  Nous  verrons 
en  effet  que  Maxwell  suppose  a  :^  o. 

Les  équations  (i5)  se  prêtent  h  la  vérification  suivante  : 
En  differentiant  la  première  des  équations  (i  5)  par  rapport  ii,r, 
la  seconde  par  rapport  à  y,  la  troisième  par  rapport  à  r,  et  ajou- 
tant il  vient  : 

,     l  du         dif         div  \        ^  ,  rfî5 
En  effet,  nous  sinnins  que  (n*^  166), 


d'où, 

AA.p  =  — 47:0, 

et  en  differentiant  par  rapport  h  /, 

-  .    rf'^  ,     do 

ll-^  =  —  47:  -y-, 
dt  dl' 
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d'où, 


^      /  (lu     ,     dv  (hv  do  \ 


Nous  rcirouvons  ainsi  Téqnatioii  de  continuilé. 
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269.  Expression  de  l'énergie  électrocinétique  T  et  de 
l'énergie  électrostatique  V.  —  Je  vais  donner  de  T  une  expres- 
sion nouvelle.  Reniplaeons  dans  l'écjuation  (8) 


i(>}  ï^ 


i 


II,  i»,  il'  par  leurs  valeurs  tirées  de  (i5).  11  vient  alors, 


(.(>/./.)  T  =  ^  /    >;(:;j._iâ)pvT 


I        /     V-       ^'"^    r^ 
8::     1     ^      dxd( 


h. 


OÙ  le  sit^ne  ^    indique  une  permutation  eirculaire  à  efiectuer  sur 

les  lettres  a,  ,3,  y;  .r,  //,  z  et  F,  G,  II. 

Fa\  intégrant  par  parties  dans  fout  Vespacc  on  a, 


(h 


'/.'/ 


I'Wt=  — 
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I   dG 

J  '" 


'^G./.=    /^,./., 


dx  I     dx 


dx  I      dx   ' 


-—-  lld'z  =    f    -7—  af/T. 
«Z^  f     dj/ 


La  première  intégrale  de  [i6^bis)  a  donc  pour  valeur 


'       ■    (a*+.3'+YV^ 


Sk 


d'après  (i4)' 


La  seconde  intégrale  do  (16  bis)  se  transforme  de  même,  et  on 
obtient 

dxdt  I      dx    dt 


G  -^  d-  —  —    I    ^^    ^?  ^> 


'u^d.=-    f^'-îd.; 
dzdt  I     dz     dt        ' 
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donc,  finalement, 

^     /    V     '''?    ^   — L.    i  EL  (—       J!9-       —\  rf 

8^    /    2j  dxdt  '^"  — —  8-     /    'dTKdx'^di/'^  dz  )       ' 

et,  en  tenant  compte  de  (n), 


L'expression  (i6  bis)  devient  donc  finalement, 


(i6/e/) 


Si  k  est  positif  ou  nul,  tous  le&  éléniie»t6  de  Timiégrale  s«nt 
positifs,  et  si  T  est  nul,  c'est  que  tous  ses  éléments  soat  nuls  ; 
au  contraire,  si  k  est  négatif,  on  ne  peut  alUrnier  qœ  du  momei^t 
que  T  est  nul,  tous  les  éléments  soient  nuls  et  qu'il  n'y  ait  |M6 
de  courant. 

T,  énergie  électrocinétique,  n'est  qu'un  des  termes  de  l'énergie. 
L'autre  terme  est  l'énergie  électrostatique 


Or: 


Donc, 


aAc5  :^^  —  4~3. 


8- 


U=  — ^    I    l-i.-ifh. 


t      i 


Or,  d'après  le  théorème  de  Green, 


/*,.,.=  |'[(iL)v(|)V(5)']. 
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L'expression  U  s'écrit  alors, 


M     «=è/[(S)V(^)V(S-)> 


U  est  donc  essentiellement  positif. 

L'énergie  totale  T  +  U  est  positive  si  k  ^  o.  Si  k  est  <  o, 
T  +  U  peut  être  de  signe  quelconque. 

Supposons  que  F,  G,  H,  soient  tels  que  l'on  ait, 

dx  ^  dy  ''  dz^ 

y  étant  une  fonction  quelconque  de  x^  y,  z;  les  trois  binômes  (i4) 
sont  alors  nuls,  et  le  premier  terme  de  (16  ter)  disparait.  Le  se- 
cond ne  disparaît  pas. 

Supposons  maintenant  que  '^  =  o  a  Torigine  des  temps;  T  +  U 
sera  négatif;  comme  o  =  o  à  l'origine  des  temps,  il  n'y  a  pas 
d'électricité  libre  au  début,  mais  il  y  en  a  tout  de  suite  après, 

car  —7^  n  est  pas  nul. 
d(  ' 

270.  Conservation  de  Vènergie,  —  Vérifions  que  l'énergie  se 
conserve,  c'est-à-dire  que  la  variation  T  -[-  U  est  égale  au  travail 
accompli  par  les  forces  électromotrices  extérieures  (chimiques, 
thermo-électriques,  etc.),  diminuée  de  la  chaleur  dégagée  dans  les 
résistances  en  vertu  de  la  loi  de  Joule  : 


(18)      ^/(T+U)^=— rf/    /    '       r      '  rfT-f.rf/J(X,,-f-\V-fZiv)rfT. 

Reportons-nous  aux  équations  (12)  et  multiplions  la  première 
par  —  iid-z,  la  seconde  par  —  r</T,  la  troisième  par  —  fvrfT,  puis 
iutégrans  dans  tout  l'espace  et  ajoutons  ;  il  vient, 

(18';  —    /    "'"^'^'"^''''  ,/^4-J(X^/+Yi^  +  Z^-)  di 


■/■(■ 


rf'f  d's>  dzi\   , 
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Nous  allons  démontrer  que  la  première  intégrale  du  second 

rfU  ,  ,    dl 

membre  est— 7-,  et  la  seconde-^ — 

dt  '  dl 

Joule.  Montrons  cela.  Une  ligne  de  courant  est  une  ligne  qui  sa- 
tisfait aux  équations  différentielles  ==— ^  =  — ^    c'est-à-dire 

qui  a  pour  tangente  en  chaque  point  la  vitesse  de  Télectricité. 

Un  conducteur  à  trois  dimensions  peut  être  considéré  comme 
formé  d'une  infinité  de  conducteurs  linéaires  élémentaires  ayant 
la  forme  de  cylindres  infiniment  petits,  de  hauteur  ds^  de  section 
droite  rfw,  de  volume  di  =  dsdiù  et  dont  la  hauteur  est  dirigée 
suivant  les  lignes  de  courant. 

Admettons  que  la  loi  de  Joule  s'applique  à  ces  conducteurs 
lin éa  ires  élém  en  t aires . 

Si  Ton  considère  Tun  d'eux,  la  chaleur  dégagée  par  le  passage 
du  courant  est  Ri^dt  ;  or 


Cdtû  ' 


et 


i^  =  [u'+i^'  +  w')dio'; 


donc, 


.2 


(  1 8  his)       Rl'dt  =     ^"^.^      dsdiodt  =     ^    "^      d-z.dt. 

C.  O.  F.  D 


271.  — Je  me  propose  maintenant  de  démontrer  que  la  pre- 
mière intégrale  du  deuxième  membre  (de  18')  est  égale  h  — y-- 
Nous  avons  vu  que, 
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^97 


Je  dis  que, 


Car, 


et, 


d\] 
dl 


dt 


Vax  effet. 


dt 


d'Z, 


A/- 


Nous  tirons  de  la, 


(i8^er) 


rfp'     rfT^T' 


rf^  )v 


r 


car  la  première  intégrale  ne  change  pas,  si  on  permute  o  et  p'  en 
môme  temps  que  rf-r  et  ^t',  puisque  les  deux  intégrations  par  rap- 
port h  d'Z  et  dl!  s'étendent  à  tout  respacc. 
Donc, 


d\] 
dt 


C.Q.F.D. 


D'autre  part, 


dt 


du 
dx 


dv_ 

dy 


div 
1 


r)' 


par  conséquent, 


r/U 


dt 


dv         dw  \    . 
dy  dz  I 
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et  en  intégrant  par  parties  dans  tout  Tespace  il  vient  finalement. 


dl 


/[      d'z>  dz.     ,  f/'j  \  , 


c'est  ce  que  nous  voulions  démontrer. 
272.  —  Passons  maintenant  à  l'intégrale 


Nous  avons  vu  que, 


WV 


T==-    /    (F«  4- Gf  +  H.v^rfT, 
d'où 

£L=L  I  Vf''" 


e 


dl         ^     1     ^       dt 

le  signe   >    ayant  la  même  signification  que  précédemment.  J 

dis  que  ces  deux  intégrales  sont  égales.  Pour  le  démontrer,  po- 
sons, 

9.         dx 
avec, 

u'dz 


F  = 


/• 


1/idcntité  à  démontrer  devient  alors, 


du   .  I  —  A- 


VI  ,,  du    , 


I  —  k      /    V^  ^'^    fiff 
2  /     ZjdÂ'Jt^* 


>   ~—nd'z-\ 1      >    u-j-,  d'. 

^  dl  'X         I     ^      ^-^'^^^ 


Or,  on  a, 
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/,„  du    ,  f      dV   , 


^99 


car 


du'  d'.d^' 
~dt        ~ 


les  iiitcgratioiis  par  rapport  à  dz  et  d'z'  s'ctendant  à  tout  Tespace. 
Eu  ce  qui  coucerne  les  intégrales 


.^  d'I    du 


d.v    di 


dz      et 


d'^l 


dsdt 


t'f-, 


je  dis  que,   . 


d'I    du 
dx   di 


r/T 


En  effet,    en  intégrant  par  parties  clans  tout  l'espace,  il  vient 
pour  la  première  intégrale, 


d'I   du 


dx   dt 


d'^  — 


'    dxdf 


et  pour  la  seconde, 


/d'I      ^  i    dà  du   , 

.    '     udz  =  —    I    —r  -r-  dz  . 
dxdt  j      dt  dj- 


11  faut  donc  démontrer  que 


dxdl 


àd'  = 


d'I   du 


di    d.v 


d-z. 


Or  on  a, 


VI  du  _        dz 

2^~dx~~'dl' 

yi   d^u   rf-p 
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(l'autre  part, 

et,  par  un  artifice  de  calcul  analogue  à  celui  qui  nous  a  ser\'i  à  la 
démonstration  de  Tégalité  (i8  ter],  on  obtient  l'égalité, 

I      I     <it    dt'       '  I      I     dt    dt'        '   '  ' 


donc, 


/Y^  ,  dUi  /    Y^  dl  du  j 
ZS'^d^t~  J    2jdFlû 


C;  Q.  F.  D. 

En  remplaçant  les  deux  intégrales  du  second  membre  de  (i8') 
par  les  valeurs  ainsi  trouvées,  on  a  : 


rf(T+lJ;_ 
dt 


Hl=_  rJi!±^'rf,+J(x„+Y.  +  z.,orf^. 


Si  on  multipliait  cette  équation  par  dt^  le  premier  membre  re- 
présenterait raccroissement  de  Ténergie  tant  électrodynamique 
([u'éleclrostatique,  la  seconde  intégrale  du  second  membre  repré- 
senterait le  travail  des  forces  éleclromotrices  extérieures  (chi- 
miques, thermo-électriques,  etc.);  la  première  intégrale  du  second 
membre  représenterait  l'énergie  perdue  sous  forme  de  chaleur 
de  Joule. 

(]ette  é([uation  exprime  donc  bien  qu'il  y  a  conservation  de 
l'énergie. 

273.  Stabilité  de  Véquilibre.  —  Dans  le  cas  où  il  n'y  a  aucune 
force  électromotrice  extérieure  au  système, 

-^r-=-  '  — ^ — ^^^' 
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lu  dérivée  de  T  +  Ij  p!"'  nipi'"!'!  i"i  tomps  esl  donc  csseiilielle- 
meiit  négnlive  dans  ce  eus. 

Si  la  conslantc  k  de  llclrnluillz  esl  ^  o,  l'équilibre  est  stiiblc. 
Fin  ell'ct,  T  +  U  est  esseiitifllemeiit  positif  et  ne  s'annule  que 
s'il  n'y  a  ni  éleclricilé  libre  ni  courunts  dans  l'espuce  ;  si  T  +  U 
est  Irts  petit,  c'est  que  les  courants  el  tti  densité  de  l'électiicité 
libre  sont  purloul  très  petits.  Flirtons  de  l'équilibre  :  T+  U=^o, 
et  faisons  subir  une  petite  perturbation,  T  +  U  prendra  une 
Videur  positive  très  pelile;  mais  si  nous  iibandonnons  le  sjslêmo 
il  lui-même,  T  +  U  va  aller  en  diuiinuanl,  tout  en  restant  po- 
sitif; T  +  U  reslera  donc  très  pelit.  et-  qui  ne  peut  avoir  lieu 
'  (juc  si  les  cnuranls  resteni  eux-rn<>niuB  très  petits.  Donc  il  v  a 
Stabilité. 

Au  contraire,  si  h  est  négatif,  nous  pouvons  encore  partir  de 
l'équilibre  absolu  et  faire  subir  au  système  une  perturbation  Irl-s 
petite;  mais  nous  pouvons  toujours  supposer  cette  pcrturbaliun 
telle  que  la  valeur  iuilîale  très  pelile  que  prend  T  -}-  U  soil  néga- 
tive. A  partir  de  là,  T  +  U  va  diminuer  ;  sa  valeur  absolue  va 
aller  en  croissant,  et  on  s'éloignera  de  plus  en  plus  de  ré(|uiiibre 
primitif.  L'équilibre  est  instable, 

Nous  devons  donc  rejeter  toute  ihénrie  qui  donne  à  /i  une  va- 
leur négative,  en  jiartieulii-r  la  lliêurie  de.  Weber,  qui  se  drdiiil 
de  celle  de  Helmlioli/,  ei.  f;iisL.i.[/,  =  —  i. 


274.  —  Que  deviennent,  dans  les  milieux  magnétiques,  les 
équations  (i4)  et  [i5)? 

Dérmissons  d'abord  la  force  et  l'induction  magnétique  en  un 
point. 

La  l'orec  magnétique  sera  la  somme  géométrique  de  deux  m'c- 
tcurs  : 

i"  La  force  électru-niagnétîque,  due  aux  courants  fermés  ou 
non,  et  déËnie  comme  au  n"  28,  telle  qu'elle  serait  au  point  cou- 
lidéré  si  le  milieu  n'était  pas  magnétique  :  celte  force  pourra  ne 
pas  dériver  d'un  potentiel,  cela  aura  lieu  si  au  point  considéré  le 
courant  électrique  n'est  pas  nul. 
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'.>^  Lu  force  magnétique  due  aux  aimants  permanents  mi  non  ; 
elle  pourra  se  réduire  à  faction  qu'exerce  Taimantation  indaîte 
par  les  courants  dans  la  niasse  magnétique  à  Tiotérieur  de  la- 
quelle est  pris  le  point  considéré.  Cette  force  dérive  toujours 
d'un  potentiel,  du  potentiel  magnétique: 


12  = 


Donc, 


ai. 


dz'l    dj'      '' 


Quant  à  l'induction  magnétique,  elle  est  la  somme  géométrique 
de  la  force  magnétique  et  de  l'aimantation  au  point  considéré, 
multipliée  par  4^. 

275.  —  Je  dis  que  dans  un  milieu  magnétique,  les  équations  (i4) 
doivent  être  remplacées  par  les  équations  : 

_  d\\        dG 

.  dy  dz 

\  dV        dW 


dz  d.v 

dG         dF 


c 


d.r  dij 

et  que  les  équations  (i5)  restent  encore  vraies. 

276.  —  Kn  effet,  considérons  un  aimant;  supposons  qu'il  n'y 
ait  pas  de  courant  extérieur.  L'aimant  peut  être  considéré  comme 
constitué  par  un  système  de  courants  partlculaires  d'après  les 
Idées  d'Ampère. 

La  composante  F  du  potentiel  vecteur  dû  à  l'un  de  ces  courants 
<'st  : 

—  k    d'! 


I  —  A-     aj 

2         dx  ' 
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Tous   les  courants  narllculaires   étant  fermés,    la  dérivée  -y- 

(i.r 


disparaît,  cl  11  reste 


,,       .,     /    d.v' 

J  ' 


En  transformant  cette  Intégrale  de  ligne  en  une  intégrale  de 
surface  II  vient 

^  / 

dit}'  étant  1  élément  de  Taire  embrassée  par  le  courant  ;  celte  aire 
est  infiniment  petite  ;  donc  l'intégrale  se  réduit  au  seul  élément 


r  ,     r 

i  (uo  \    m   -r-r  —  n 


/V/to'^     -' 


dz/  dy'  /' 


Le  courant  est  équivalent  à  un  élément  magnétique,  dont  le 
moment  a  pour  composantes  A^d'z'^  B'di'y  C'd'z\ 

k'd-z'  =  i'I'diù', 

^  BV/t'  =  i'm'diù', 
'  Crfi/  =  ïn'dt^' ; 

par  suite  la  composante  F  du  potentiel  vecteur  dû  à  cet  élément 
est 

^  di      di 

Pour  avoir  la  composante  due  à  Taimant  entier  il  faut  intégrer 
par  rapport  aux  éléments  rf-r'  du  volume  de  Taimanl,  ou,  ce  qui 
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•>^  La  force  magnétique  due  aux  aimants  permanents  ou  non  ; 
elle  pourra  se  réduire  à  faction  qu'exerce  Taimantation  induite 
par  les  courants  dans  la  masse  magnétique  à  l'intérieur  de  la- 
«juelle  est  pris  le  point  considéré.  Cette  force  dérive  toujours 
d'un  potentiel,  du  potentiel  magnétique  : 


Donc, 


Quant  à  l'induction  magnétique,  elle  est  la  somme  géométrique 
de  la  force  magnétique  et  de  l'aimantation  au  point  considéré, 
multipliée  par  4"» 

275.  —  Je  dis  que  dans  un  milieu  magnétique,  les  équations  (i4) 
doivent  être  remplacées  par  les  équations  : 


d\\         dG 

a 


<iy 

dz 

dV 

dU 

dz 

dx 

dG 

d? 

(■9)  i 


dx         dfj 
et  ([ue  les  équations  (i5)  restent  encore  vraies. 

276.  —  Kn  effet,  considérons  un  aimant;  supposons  qu'il  n'y 
ait  pas  de  courant  extérieur.  L'aimant  peut  c^tre  considéré  comme 
constitué  par  un  système  de  courants  particulaires  d'après  les 
idées  d'Ampère. 

La  composante  F  du  potentiel  vecteur  dû  à  l'un  de  ces  courants 
est  : 


V  =  i 
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Tous   les  courants  parlîculaires  étant  fermés,    la  dérivée  •— - 

(l.r 

disparaît,  et  il  reste 


F  =  /' 


En  transformant  cette  intégrale  de  ligne  en  une  intégrale  de 
surface  îl  vient 

(lo>'  étant  1  élcmeut  tic  Taire  cnibrassce  par  le  courant  ;  cotte  aire 
est  infiniment  petite  ;  donc  l'intégrale  se  réduit  au  seul  élément 


n' 


'i;/'  /  ' 


Le  courant  est  équivalent  à  un  élément  magnétique,  dont  le 
moment  a  pour  composantes  AW,  BWt',  CV/t', 

^  B'chJ  =  i'm'di^i', 
[  C'd^  =  i'n'dt^'  ; 

par  suite  la  composante  F  du  potentiel  vecteur  du  à  cet  élément 
est 


Pour  avoir  la  composante  due  à  Taimant  entier  il  faut  intégrer 
par  rapport   aux  éléments  d'^  du  volume  de  Taimanl,  ou,  ce  qui 


3o4 
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revient  au  même,  intégrer  dans  tout  l'espace,  car,  à  Textérieur, 
A'  =  B'  =  C  =  o.  11  vient  donc 


F  = 


Voici  le  point  délicat  du  calcul  :  r  est  la  distance  de  deux  élé- 
ments di  et  di'  et  Télément  d'z  est  à  Tintérleur  de  la  masse  ;  donc  /• 

] 


peut  être  infiniment  petit  ;  —  est   alors    infiniment    grand  :    s'il 


est   infiniment    grand    du   premier    ordre,  -j-j  Test  du    second, 
,.,    i 


dx 


et  •  ,  ,,    du  troisième  ;  et  ainsi  de  suite, 
ff.r- 

J'ai  à  prendre  des  intégrales  triples  ;  si  j'ai  sous   le  signe  / 
des  termes  en  -— ,  l'intégrale  est  finie  et  déterminée,  de  môme  pour 

/*  .    . 

des  termes  en  -7-7,  mais  il  n'en  est  plus  ainsi  si  l'on  a  des  dérivées 

dx  ' 

secondes.  Si  on  ne  faisait  pas  attention  à  cette  remar([ue,  on  dé- 
montrerait aisément  ([iie  AV  est  nul  même  à  l'intérieur  du  corps 
attirant,  ce  qui  est  faux. 

Je  dois  donc  m'arranger  pour   ne  pas  introduire,   comme  aux 

n"147  et  n**  148,  les  dérivées  secondes  de  —  par  rapport  aux  cor- 
données. 

Kn  intégrant  par  parties  dans  tout  Vespiicc,  on  a, 


B'-lf  H  =. 


fk'. 
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I/expression  de  F  que  nous  voulions  transformer  devient  donc, 


/ 


F  = 


(20) 


G  = 


H 


\ 


I    \dy'         dz'Jr'^'' 


/rfA'  _  dC\i_ 
\  dz'         dx'J  r       ' 


[dx'         dy'jr 


et  de  même  : 


Calculons  maintenant  l'expression  qui  nous  intéresse, 


dy 


dG 
dz 


Il  vient  en  dilTérentiant  la  troisième  relation  (20)  par  rapport 
à  y  et  la  deuxième  par.  rapport  à  z  : 


rfn 

dy 


21 


dG 
dz 


dw'^-J- 


dx'    dy 


dC  '^7 


rfT'  — 


dl 

r 


dy'    dy 


dA^'^T- 


d-^ 


dx'    dz      ^  1        dz'    dz 


d-J  , 


Considérons  encore  Tidentité, 


o 


Transformons  ces  Intégrales  ;  nous  savons  que, 

/•  r 

dy    ~  '       dy'' 
PoiNCARÉ.  Electricité  et  Optique. 


•XQ 
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parce  que  r  est  fonction  de  .r  —  .r',  y  —  //  et  z  —  z' ,  On  a 
donc  en  tenant  compte  de  cetlc  identité  et  intégrant  par  parties 
dans  tout  l'espace  par  rapport  à  y  : 


^B' 


r 


dx'    dy 


d:'  =  — 


rfR-'^T^ 


dy  dij 


r  d-z'  =^ 


d'H'     I 


d.v'dy'  I 


"T'/''- 


ct,  en  intégrant  de  nouveau  par  parties  par  rapport  à  x' 


rf-B'    1 
dx'dy'  r   ^~  = 


</B' 


/• 


dij'  dx 


I     j..    <t~'- 


dij'     dx 


Donc, 


rfB'   '^7 


d,j'     d.i 


r^T, 


et  de  môme, 


d± 

r 


dx'     dz 


dz'  = 


r/C 


dl 
r 


dz      d. 


V 


<h'. 


D'autre  part,  si  Ton  pose 


V  = 


K\H 


r 


nous  avons 


dx 


r 


A'  —r—d~ 
dx 
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et,  en  intégrant  par  partîes  dans  to«t  l'espace,  il  vieat 


3o7 


d\  __     l    dk'     i 
ds  J     dj/     V 


d-\ 


d'où,  ca  (liiTérentiant  par  rapport  à  x. 


(V-\ 
dx' 


d.v  '^T 


d.i 


J 


X 


d-'. 


et  par  un  calcul  analogue, 


d'\ 
W 


rf.V    ''T 


'^U'     ,d'J 


d-\ 


d^\ 


</\' 


dz       dz 


d-:'. 


Les  équations  ^21^  s'écrivent  alors, 


o 


d-z'  — 


dO  j    j{C  ^  .  , 

dz    ~J       dz'      d.v     ' 


dX' 


d-L 

r 


ds'      dx 


d-'— 


d'V 


d'\ 


d'\ 


En  additionnant  membre  :i  membre  ces  équations  on  obtient, 


dn_ 

'dF 


dC. 

117 


dC  \        r    ,,       .,, 

-+-d7-)-ir''-^''' 
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(l'autre  part  la  relation  de  Poisson  nous  donne, 

AV  =  — 47:A. 


Il  vient  donc, 


dll         dG  .    ,    , 

—  =  a  +  4^A, 


dy  dz 

et,  en  tenant  compte  des  relations  (12)  du  n®  8,  il  vient  finalement, 

rfH  rfG 

dy  dz  ' 

et,  par  un  calcul  analogue  au  précédent, 


dz  dx 

dG  dF 


dx  dy 


c. 


C.  Q.  F.  D. 


277.  —  Prenons  maintenant  un  milieu  magnétique  parcouru 
par  des  courants  finis  ;  ;/,  f ,  w  sont  les  composantes  du  courant  ; 
a,,  p,,  y,  sont  les  composantes  de  la  force  électro-magnétique 
due  aux  courants  finis,  F,,  G,,  H,  les  composantes  de  leur  poten- 
tiel vecteur.  De  même,  a^,  3^,  y,  seront  les  composantes  de  la  force 
magnétique  due  aux  courants  particulaires  ;  a^y  i,,  c,  les  compo- 
santes de  rinduction  qui  leur  est  due,  et  F^,  G^,  II,  les  compo- 
santes de  leur  potentiel  vecteur.  On  a  pour  les  composantes  de 
la  force  magnétique  totale,  de  Tinduction  totale  et  du  potentiel 
vecteur  total  : 


«1  -h  a^, 


f      «v/    -— - 


V  =  V 


=  T.  -1-  T.' 


f  c  =  c,  +  c„ 

,  F  =  F,  +  F,, 
j  G=G.  +  G., 

(h=h,+h,. 
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Or,  d'après  le  n*  268,  on  a,  pour  les  courants  finis, 

*  dif  dz    ' 

I    '~    dz  dx  ' 

I  dG,        dF, 

c.  = 


dx  dy 


et 


dy  dz  dxdt  ' 

^a,  d^\  ,  .      //*cp 


rfc  dx  dydt  ' 


dx  dy  dzdi 

Pour  les  courants  particulaires,  d'après  le  n®  275,  on  a, 

dll         rfG, 


'~   rfy  dz    ' 


./G.         dF, 


I 


X 


dy  ' 


et 


rfy  rfc 


rfv. 


I    dz  dx 

I   d'^^         doL^ 
\    dx  dy 

En  ajoutant  ces  quatre  séries  d'équations  membre  à  membre  il  vient, 

rfl!  dG 


i  a  =  — 


iy  dz 

d¥  d\\ 


dz  dx 

dG         d¥ 
dx  dy 
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et 


\ 


dt/  dz  dxdt  ' 

dj.  rfv  ^  ^     d^'O 


'    ^Ar  dy  dzdt  ' 

ce  qui  était  à  démontrer. 


CHAPITRE  V 

PASSAGE   DE  LA  THEORIE  DE   HELMUOLTZ 
A  CELLE  DE  MAXWELL 


278.  —  Pour  se  rendre  compte  de  la  façon  dont  on  peut  pas- 
ser de  la  théorie  de  Ilelmholtz.  à  celle  de  Maxwell,  qui  n'en  est 
qu'un  cas  particulier  ou  plus  exactement  qu'un  cas  limite,  il  faut 
connaître  les  diverses  hypothèses  faites  au  sujet  du  magnétisme 
induit  et  de  la  polarisation  diélectricjue.  Le  présent  chapitre  est 
intimement  Hé  ou  chapitre  111  de  la  première  partie  où  j'ai  exposé 
des  idées  analogues  à  celles  de  Ilelmholtz  sous  une  forme  diffé- 
rente. 

Avant  d'aborder  la  question  de  la  polarisation  diélectrique,  rap- 
pelons les  théories  du  magnétisme  induit.  Nous  commencerons 
par  celle  de  Poisson,  la  plus  importante  au  point  de  vue  de  ce  qui 
va  suivre.  Mais  comme  les  calculs  ont  été  exposés  en  détail  dans 
la  première  partie  de  ce  volume  (n'*'  52  à  59),  nous  nous  bornerons 
à  rappeler  succinctement  les  résultats.  Je  dois  avertir  toutefois 
que  la  théorie  exposée  dans  les  numéros  cités,  52  à  59,  se  rap- 
portant plus  particulièrement  aux  diélectriques,  il  faut,  pour  en 
déduire  la  théorie  du  magnétisme  (jui  n'en  diffère  pas  au  point 
de  vue  mathématique,  changer  quelques-unes  des  notations. 

C'est  ainsi  que  ce   que  j'ai    appelé -j^  et  h  dans  ces  para- 

graphes  s'appellera  ici  a  et  s.  En  effet  U  représentait  le  poten- 
tiel électrique  ;  il  doit  être  remplacé  ici  par  le  potentiel  magné- 
tique dont  les  dérivées  changées  de  signe  ne  «ont  autre  chose 
que  les  composantes  de  la  force  magnétique.  De  mente  ce  que 
nous  appelions  K  s'appellera  ici  |jl. 

279.  Induction  magaiétique.  —  Poiesen  nttriUue  les  phéno- 
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mènes  magnétiques  à  deux  tluiiJes,  austral  et  liorcnl.  Un  curps 
magnétique  est  constitué  par  de  petites  sphères  couductricea  du 
magniHîsme,  distribuées  irrégulitremeut  dans  un  espace  inter- 
médiaire isolant.  Chaque  sphère  peut  élie  regardée  comme  étant 
Va  superposition  d'une  sphère  solide  de  lluide  auslriil  et  d'une 
de  fluide  boréal  :  l'efTet  de  l'aimantatiuii  est  de  faire  glisser 
l'une  de  ces  sphères  par  rapport  à  l'autre  d'une  quantité  plus 
ou  moins  grande  ;  on  a  ainsi  des  couches  de  gUssemenI  ('}. 

Poisson  admet  que  les  actions  mutuelles  de  toutes  les  autres 
sphères  sur  l'une  d'elles  se  neutralisent.  Si  m  est  la  musse  àc 
chacune  des  sphères,"  australe  et  boréale,  et  si  \,  r„  Ç  sont  les 
composantes  du  dépliicemcnl  du  ceiitrc  de  la  sphère  qui  glisse, 


Kd-,  Bi/t,  Crf-r  étant  les  composantes  du  moment  magnélitiiie  de 
cet  élément  sphériquc. 

Pour  pouvoir  définir  lu  force  magnétique  eu  un  point  inté- 
rieur, il  faut  supposer  une  cavité  creusée  autour  du  point,  et  lu 
force  dépend  de  la  forme  de  cette  cavité,  contrairement  &  ce  que 
croyait  Poisson.  (îlle  a  pour  composantes  a,  p,  ^  â  l'intérieur 
d'un  cylindre  infiniment  long  par  rapport  tx  sa  base  et  dont 
l'axe  est  dirigé  suivant  l'aimantation  ;  les  composantes  sont 
a-|-4-A,  P-(-4ttB,  y  +  4T:C  ii  l'intérieur  d'un  cylindre  infuii- 
mcnt  plal,  parallèle  aussi  a  ruimantatton  ;  enfin,  elles  sont 


■  ttA, 


Vr.M, 


-C 


il  l'intérieur  d'une  sphère. 

Décrivons  autour  du  point  O  une  sphère  rj  de  volume  d-:,  très 
petite  d'une  façon  absolue,  mais  grande  par  rapport  aux  élé- 
ments Ephériques  ;  écrivons  qu'il  y  a  équilibre  à  l'intérieur  d'un 
de  ces  élémenls,  s.   L'action  des  corps  extérieurs   ii  la  sphère  a 


e  glis, 
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a  pour  composante  parallèle  à  Ot,  a  -|-  t  t^A.  A,  B,  C  sont  les 

composantes  de  la  magnétisation.  Si  s  est  le  rapport  du  volume 
des  petites  sphères  s  au  volume  d'z  de  a,  Taimantation  de  chacun 

de  ces  éléments  s  a  pour  composantes  —  ,  —  ,  — .  L'action  sur  un 

point  intérieur  a  o-  des  éléments  sphériques  extérieurs  h  s^  mais 
intérieurs  h  a,  est  supposée  nulle  (Cf.,  première  partie,  n**  55). 
L'action  de  l'élément  s  lui-même  a  pour  composante   parallèle 

o      £ 
L'équation  de  l'équilibre  s'écrit  ainsi 

t  \  I    4     4        4      A 

(l)  a  +  —  TwA—    yTT—  =0, 


d'où, 


et, 


4     A    '  —  g 

j  e 


4t.A=  •^'* 


ï  £ 


donc. 


et  en  posant 


I     /     A             1  +  2£ 
I  £ 


I  -h  2£ 

=  a. 


il  vient  finalement 


fl  =  jjia. 


I  —4—  2  £ 

^=  \k  est  ce  qu'on  appelle  \vi  perméabilité  magnétique, 

I  '  c 

J'insiste  sur  la  signification  de  l'équation  (i). 

Une  molécule  magnétique  située  à  l'intérieur  de  la  sphère  .v 
qui  est  conductrice  du  magnétisme  doit  être  en  équilibre  sous 
l'action  de  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  elle.  Si  l'on  consi- 
dère seulement  les  composantes  parallèles  h  l'axe  des  x,  la 
somme  de  ces  composantes  doit  être  nulle.  On  a  donc  : 


li^    p.ish.igf:  de  la  iiiéorie  df  iiF.i.iiiioi.rz  a  i.ri.1.1:  de  maxweu. 
(Aclîon  i.lrs  iiiiiKiiLls    exli'iji-iirs  vi  des  L'iôincnls  magnélinuea 
3L  +  -j  7;.\j  +  (in-tion  .les  ^-L-nK-nts  mag.iéti.iues 
d    îUitres     <|n-    .s  =  o)  +    (i.clinn     d-    ,.  = - 


exléricuis 
intérieurs 


Lii   théorie  pr^sfiiile    des  dillicultûf 


doit  I 


,  ce  qui 


imposa  à  fi  une  limite  supérieure  qui  est  dépassée  pour  le  fer. 
Ou  petit  dire,  il  est  vrai,  que  rien  irobligcnît  il  eonsidêrer  des 
élémeiils  splu-riquos  ;  un  poul,  comme  l'ii  fuit  M.  Miithi<'ii, 
prendre  des  (■l-'iiieiits  d'iiulies  funiiL's,  i-l  l'uu  l'f huppe  :i  cette 
diriIcidLê. 

Une  HUtre  diKiculté  e'est  (jue  '^  n'est  pas  une  constante  mais 
varie  avec  lu  force  y'a"  -|-  fi'  -]-■''■ 

Wclier  suppose  des  êlénieiils  dêjii  poliirisés,  niais  orientés 
d'une  manière  i|uclconque  :  la  force  magnétique  les  rnmcue  à 
«ne  direction  commune,  ce  qui  se  nqiproehe  ilcs  idées  d'Ani- 
pc-re. 

Quant  au  dîamagnétismc,  remarquons  que  puur  s'en  rendre 
compte  dans  les  idées  de  Poisson,  il  faut  admettre  que  le  vide 
est  susceptible  de  pnlarisaliuii  magnétique  et  que  les  corps  dia- 
magné tiques  sont  seulement  moins  magnétiques  que  le  vide. 
Alors  le  [A  du  vide  n'est  plus  t  :  on  nous  avait  défini  l'unité  de 
magnétisme  en  admettant  que  deux  pôles  égaux  îi  1  s'atttreat 
avec  une  force  i  li  l'unité  île  distance;  si  u^  i  pour  le  vide, 
l'allnictiun  observée  dans  le  vîdc  est  bien  l'allraelion  réelle.  Il 
n'en  CbI  plus  de  même  si  [j.  >  i . 

280.  Polariaation  diélectrique.  —  Mossotli  est  arrivé  ii 
rendre  compte  des  phénomènes  que  présenlcnl  les  diélectriques 
dans  les  idées  de  Ouloinb,  en  transportant  les  théories  de 
Poisson  il  l'électricité,  et  ces  théories,  ({ui  ne  sont  plus  que  de 
l'arehénlogie  en  magnétisme,  peuvent  encore  servir  dans  l'étude 
des  diélectriques,  sans  pourtant  correspondre  probalili-ment  à 
aucune  réalité  objective. 

Les  diélectriques  seraient  composes  de  sphères  conductrices 
plongées  dans  un  milieu  isolant.  Ce  qui  joue  le  rôle  de  l'aimiin- 
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tation,    c'est    U  polarisation  diélectrique^  que  Maxwell  appelle 
déplacement  électrique  :  f,  g^  h. 
On  a  denc  dans  ce  cas, 

.'  rn\  =  fd-, 
i  m't,  =  gd'z, 
^  /;/ÎJ=  hd-z. 

Un  diélectrique  constitué  de  la  sorte  est  tout  à  fait  assimi- 
lable h  un  aimant  ;  je  veux  dire  que  le  fluide  électrique  y  est 
distribué  absolument  de  la  même  façon  que  le  fluide  magnétique 
dans  un  aimant  constitué  comme  le  suppose  Poisson. 

Le    potentiel    magnétique    d'une    niasse    magnétique    m    par 

rapporta  un  point  extérieur  est  — .  Le  potentiel  électrique  d'ane 

masse  électrique  m  est  de  même,  d'après  les  notations  que  nous 

avons  adoptées,  ^ — . 

Le  potentiel  d'une  des  sphères  de  Poisson  par  rapport  à  un 
point  extérieur  est,  en  appelant  ArfT,  Br/-,  C^t  les  composantes 
du  moment  magnétique  de  cette  sphère  : 

De  mètne  le  potentiel  d'une  des  sphères  de  Mossotti  par  rap- 
port à  un  point  extérieur  sera  : 

7/f       ^l —  d —  d — \ 

De  même  donc  que  le  potentiel  d'un  aimant  est  représenté 
par  rintégraîe  : 


0  = 
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trique  une  cavité  limitée  par  une  sphère  t  concentrique  à  s  ;   on 
aura  : 

(action  des  conducteurs  extérieurs  et  de  la  portion  du  dié- 
lectrique  extérieure  à  o-  ==  —  T^^+û'^^)  "1"  (^<^tion  des  sphères 
de  Mossotti  intérieures  à  a  et  autres  que  s  =  o)  -|-  faction  de 

s=  —  ^^T")  "f"  l'^^^^s   d'induction  =  —  ~7~)  +  (forces  élec- 
tromotrices extérieures,  d'origine  diverse  =X)=o,  c'est-a-dire  : 

dx         dt  6         /s  6        tK 


d'où, 


il        t       ~        dx  dt    "^     ' 


et  en  posant. 


on  a  : 


,  .  4<  (l'i       dF 

K  est  \e  pouvoir  inducteur  spécifique  du  milieu. 

Proposons-nous  maintenant  d'évaluer  le  courant  de  déplace- 
ment qui  se  produit  dans  un  diélectrique  quand  son  état  de 
polarisation  se  modifie.  Nous  avons  défini  plus  haut  les  com- 
posantes w,  f'  et  w  du  courant.  Cette  définition  peut  encore 
s'énoncer  comme  il  suit  : 

ud'z  est  la  projection  sur  l'axe  des  x  de  la  quantité  de  mouve- 
ment de  toutes  les  molécules  électriques  contenues  dans  V élément 
de  volume  d'z. 

Considérons  un  élément  dT  contenant  une  sphère  de  Mossotti. 
Quand  cette  sphère  est  polarisée  on  peut  la  regarder  comme 
formée  de  deux  sphères,  l'une  de  fluide  positif,  l'autre  de  fluide 
négatif,  dont  les  masses  électriques  sont  égales  et  de  signe 
contraire,  qui  ont  môme  volume  et  dont  les  centres  ne  coïncident 
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pas  [\mv  première  partie,  iV' 47).  Solent+//?  et — m  les  masses 
des  deux  sphères  ;  soient  a\,  y,,  z^  les  coordonnées  du  centre  de 
la  sphère  positive  ;  x^  =  a\  —  ^^t/,,  =  i/^  — y,,  -i  =  ',  —  ^  celles  du 
centre  de  la  sphère  négative. 

Alors   ;,    y,,    î^,   ont    la    même    signification    qu'au    début    du 
paragraphe. 

Ou  a   pour  la  composante  parallèle   à  Ox  du  courant   du  au 
déplacement  relatif  des  deux  sphères  : 

uu-:  ==  /;/  —7-^ m  —7—  =  m  —--  ; 

dt  Ut  dt 


or, 


donc, 


ml  -=^fd'z. 


<if' 


et  de  même 


tr 


dl    ' 
dh 


\V 


dt 


281.  —  Le  potentiel  électrostati([ue  cp  est  dii  à  l'électricité  ré- 
j)an(lue  dans  les  conducteurs  et  à  celle  ([ui  polarise  les  diélec- 
triques :  ceux-ci  se  comportent  comme  des  aimants. 

On  a  donc 


en  appehnit  7  la  densité  au  j)<)int  [.i\  y,  z)  du  conducteur.  Dans 
cette  é<[uation  la  première  intégrale  représente  le  potentiel  dû 
à  1  électricité  libre  des  conducteurs,  la  seconde  le  potentiel  dû 
à  l'électricité  polarisée  dans  les  diélectii([ues. 

D'ordinaire  il  n'y    a    d'électricité    libre    qu'à   la    surlace    des 
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conducteurs.  Appelons  [7]  la  densité  superficielle  de  cette  élec- 
tricité au  point  x^  //,  -  de  cette  surface,  [t^]  la  densité  superfi- 
cielle au  point  .x',  //',  z' .  S'il  y  a  de  l'électricité  non  seulement 
à  la  surface,  mais  à  l'intérieur  des  conducteurs  j'appellerai  de 
môme  o-  la  densité  de  volume  de  Téleclricité  au  point  .r,  //,  z 
du  conducteur. 

Nous  avons  alors  : 


)/^  = 


[7^X0^ 


r 


la  première  intégrale  devant  être  étendue  h  tous  les  éléments  de 
volume  ch'  des  conducteurs,  la  troisième  à  tous  les  éléments  ch' 
des  diélectriques  et  la  seconde  à  tous  les  éléments  d/o>'  de  la  sur- 
face qui  sépare  les  conducteurs  des  diélectriques. 

La   troisième    intégrale  peut  se  transformer  par   rintégrallon 
par  parties  et  donne  : 


tr 


r  +  /''  -Tzr'  d-:-=fiJ'f'+m'^'  +  «'//';  <ho' 


Dans  le  second  membre,  la  première  intégrale  doit  être  éten- 
due à  tous  les  éléments  cko'  de  la  surface  qui  limite  les  dlélee- 
trlqucs  et  la  seconde  à  tous  les  éléments  de  volume  des  diélec- 
triques. 

Pour  abréger  les  écritures  dans  l'équation  (3),  j'ai  supposé 
que  les  propriétés  du  diélectrique  varient  d'une  manière  conti- 
nue de  telle  sorte  que  f,  g^  h  soient  des  fonctions  continues;  si 
donc  on  a  plusieurs  diélectriques  difiérents  je  supposerai,  qu'ils 
sont  séparés  les  uns  des  autres  par  une  couche  de  passage  très 
mince.    Au    contraire,  je    regarderai    les   diélectriques    comme 
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une  couche  infiniment  mince,  de  densité  lf-\'mg-\-nh^  prove- 
nant de  la  polarisation  du  diélectrique. 

Tout  se  passera  en  définitive  comme  si  nous  avions  une  cou- 
che unique  de  densité  [pj. 

Il  importe  de  ne  pas  confondre  ces  deux  densités  superfi- 
cielles [p]  et  [«y]  dont  la  définition  est  très  diflerente. 

Dans  un  diélectrique,  on  a  : 


<lf  ^d^ 


dx 


dy 


dz 


et  en  différentiant  par  rapport  au  temps,   en  tenant  compte  des 

relations  11==-^-.  etc.,  on  retrouve  Téquation  de  continuité  : 

dt  * 


du  d{> 

+ 


dx 


du 


d\v 


dt 


282.  —  Il  y  a  une  remarque  à  faire.  Une  molécule  électrique 
situé  à  l'intérieur  d'une  sphère  de  Mossotti  est  soumise  à  une 
force  électrostatique  dont  la  composante  parallèle  à  Ox  est  : 


(4) 


^  ^ ^  _    4^/' 

^r         K  —  A 


J/ 

z^ 

/ 

0 

.r 

On  peut  s'étonner  de  voir  que  sa  force  n'est  pas  la  dérivée  du 
potentiel,  changée  de  signe.  C'est 
([ue  le  diélcctrùjiie  n*est  pas  un  ml^ 
lieu  liomogcne  ;  le  potentiel  vrai  va- 
rie irrégulièrement  ;  à  l'état  sta- 
tique, par  exemple,  il  est  constant 
à  l'intérieur  de  chacune  des  sphères 
de  Mossotll  et  variable  au  dehors. 
Un  observateur  traversant  le  diélec- 
trique en  ligne  droite  verra  le  poten- 
tiel varier  suivant  une  courbe  telle  que  la  courbe  AFN'  de  la 
figure  8  ;  cette  courbe  présente  des  sinuosités. 

La  fonction  cp  définie  par  les  équations  du  n**  276  est  au  con- 
traire continue  ainsi  que  toutes  ses  dérivées  ;  ce  n'est  qu'à  celte 
condition  qu'elle  peut  être  introduite  dans  les  calculs  avec  avan- 
tage ;   cette  fonction  '^,   qu'on  pourrait  appeler  potentiel  moyens 
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n'est  donc  pas  rigoureusement  égale  au  potentiel  vrai,  mais  la 
tliflercncc  est  très  petite  et  du  même  ordre  de  grandeur  que  la 
distance  qui  sépare  deux  sphères  de  Mossotti  (*). 

Ce  potentiel  vrai  oscille  autour  d'une  valeur  moyenne  qui  est  », 
les  deux  courbes  représentant  le  potentiel  vrai  (M'N')  et  le  po- 
tentiel moyen  (MN)  sont  extrêmement  voismes,  mais  les  tan*^enies 
sont  très  différentes^  et  c'est  pourquoi  la  force,  qui  est  la  dérivée 
du  potentiel  vrai  (au  signe  près),  est  très  diflerente  de  la  déri- 
vée du  potentiel  moyen. 

283.  Expression  de  F  énergie  électrostatique  dans  le  cas 
de  diélectriques,  —  Une  force  électromotrice  (X,  Y,  Z)  appli- 
quée il  une  masse  d'électricité  m  placée  en  un  point  (.i*,  t/y  z) 
produit  dans  le  temps  dt  un  travail. 

dx  dt/  dz 


\      dt  dt  dt  ) 


Pour  toutes  les  masses  de  Télément  d-z,  le  travail  rapporté  à 
l'unité  de  temps  est  : 

X  >  m  —j-  =  Xiid-Zy 


(')  si  on  considère  pur  exemple  un  point  situé  en  dehors  de  ces  sphères  le  poten- 


tiel moyen  est  égal  à  l'infes^rale 


et  le  potentiel  vrai  est  éj^al  à  la  s<'tnmc 

obtenue  en  dredniposanl  le  noIiimk;  du  diéleetrique  en  «'léinents  At'  contenant  cbu- 
eun  un»'  sphère  dr  Mossotti  et  un»'  seule  et  par  eonsiMjuent  finis  (pioique  extrême- 
ment p»'tils. 

On  voit  ainsi  avec  qurl  deg-ré  d  apjiroximalion  le  «  potenliid  moyen  »  représente 
h'  «  pot«'nti(d  vrai  ».  (U*s  dillêrenees  n'ont  aucune  imporlanee,  puis(pie  dune  part 
rien  n  ompèche  de  supposer  les  sphères  aus^i  pi'tites  qu'on  le  veul.  et  «pie  d'autre 
part  les  hypothèses  dt»  Mos*iotti  m»  doivent  être  cotisi<hMées  (pie  <'omuie  une  ma- 
nière commode  de  considéri-r  l«'s  choses  t't  n'ont  prohahlrnuMil  aucun  rapport  avec 
la  réalité  des  fait*?.  J'ai  cru  néanmoins  devoir  entrer  dans  tous  rvs  détails  afin  de 
lever  une  apparente  contradiction. 
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et  pour  le  volume  entier,  on  a  le  travail  : 

Or  on  a  (4)  n^  282. 

^^_j/çp^_  4-/(1 —c)  _        rfy  47:/ 


djc  SKt  dx         K — A 

Y  =  — ^—    '^"^" 


r/y  K  —  y. 

Z  = r-  — 


f/3  K  —  A 

/î  ^ 

Le  travail  changé    de   signe,  est  -—  'en  appelant  U  Ténergie 
électrostatique)  ;  donc  : 

d\}  il      d'ù  d'z,  d:i  \  , 

dt  \     \      dx  dij  dz  j 


t\'7l 


+  j;t— — ^       I      (///*+ i'I,^+tv//)^/T. 


Ç. 


La  première  intégrale  est  égale  à    en  intégrant  par  parties  dans 
tout  rospact^), 

f/^  dz  dz>  \  , 

du  r/c  d\v\    , 

+  -,-+-7-K-. 


^.r         r///  dz 


et  en  tenant  compte  de  Técpiation  de  continuité, 


du  dv  d\v\   , 

dx         dij  dz  ! 

Mais 

A  A  .5:= —  i--^. 
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I/inlégrale  est  donc, 


^  j  ■'. 


r/'5     d^o  dz     d'rz  d'^     d^'^ 

î i I î î I î L_ 

dx   dxdt         dij    dijdt         dz    dzdt 


d-z 


87:    dl    I    l\d'r)    '^[d'i/J    '^[dz)   \ 


a". 


La   seconde    intégrale  est ,    en    tenant    compte   des   relations 

tir 

M  =-r-,  etc. 
(It 


4- 


K  — À 


(«/■+  f'^'-\-tv/i]  (h 


f/ 


dh\ 
'dïj 


d- 


2- 


d 


K  —  'a    dt 


l/exprossioii  du  travail  devionl  ainsi, 


(f 


^ 


h')  d-z. 


dV 


\  d.r 


,  di  \  ■       [dz, 

+l<v)  +(77 


y. 


K_).   ,/,     /    V 


+  A-  +  A^rfT. 


Nous  supposerons  (|n  à  lOii^in»'  drs  temps  lous  N's  conducteurs 
parlent  de  Télat  neutre  et  (pi'il  n  v  a  ni  électricité  libre  ni  cou- 
rant. 

(  )n  a  donc  pour  /   -     o  : 


l 


-  o 
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et  pour  une  époque  ultérieure  quelconque. 


m<^y<i)'Y- 


r>.- 


+iriix  /  (/•^+é•'  +  /'^^'/^. 


284.  —  Telle  est  Texpression  générale  de  l'énergie  électrosta- 
tique. Quand  on  a  affaire  h  des  phénomènes  purement  électro- 
statiques, l'expression  se  simplifie;  on  a  en  efFet  : 

rf.^   K  — X 

et  deux  autres  équations  analogues  ;  d'où  : 

27:  _   K  — A  /rf?y 

K  — )/    ~"       8-     U:ry  ' 

Il  vient  donc  : 

^■=/-[wS(*)V^2(è)"l 

le  signe  \  indiquant  une  permutation  circulaire  sur  les  lettres  .r, 
Ou  enfin, 

D'autre  part,  nous  avons  l\  l'intérieur  des  conducteurs  : 
(6)  '^:=const. 

A  l'intérieur  des  diélectriques,  l'équation  de  Poisson  nous 
donne  : 
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le  signe  ^    ayant  la  même  signification  qne  plus  haut;  d'où,  en 
remplaçant  /'par  sa  valeur  n**  284, 

>v^^_vJLr(K-).)-f-| 

^^  ax^  ^^  dx  L^  '   dx  J 


»  » 


ce  qui  peut  encore  s  écrire, 

d    /..  d: 


<^'  S^(^ 


dx 


o. 


Considérons  maintenant  un  point  de  la  surface  de  séparation 
des  conducteurs  et  des  diélectriques.  Nous  poserons,  conformé- 
ment à  une  notation  généralement  adoptée  : 

^  dn  dx  dy  dz 

Nous  aurons  alors  (en  nous  rappelant  que  '^  est  constant  h  l'in- 
térieur des  conducteurs)  en  un  point  situé  dans  le  diélectrique 
mais  infiniment  voisin  de  la  surface  de  séparation  ;   . 

d'^ 

Nous  avons  posé 

nous  supposions  alors  (jur  /,  ///,  /?  étaient  les  cosinus  directeurs 
do  la  iioi  inalo  diiiiivc  s'Cf  s  le  conducteur  ;  si  nous  supposons 
coinnu'  dans  la  fornuilc  8  (rue  /,  /;/,  n  sont  les  cosinus  de  la 
normale  dirii^vc  vers  le  diclecir/fj/iej  il  faudia  écrire  : 

d'où 

et  en  remplaçant  /j  i,»-,  //  par  h'urs  valeurs 

..  d:>    K  —  ). 
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il  vient, 

-     rf'r  ,     r   ^        /i'        -Nv/,   ^'^  d'^  ^'^ 


OU 


OU  enfin  : 


(9^  K^=_4<.]. 

J'observe  encore  que  Ton  a  : 
(10)  charge  d'un  conducteur  quelconque  =  j  [t]  rfw, 

rintégration  étant  étendue  à  tous  les  éléments  rfw  de  la  surface 
de  ce  conducteur. 

Les  équations  (6),  (7),  (9)  et  [10)  suffisent  pour  nous  faire  con- 
naître la  fonction  '^  quand  on  connaît  la  charge  de  chaque  con- 
ducteur. 

L'équation  (5)  ilous  fait  connaître  ensuite  Ténergie  U  et  comme 
nous  savons  que  le  travail  virtuel  des  attractions  électrostatiques 
est  égal  à  raccroissement  virtuel  de  cette  énergie,  nous  pouvons 
en  déduire  la  valeur  de  ces  attractions. 

Ainsi,  si' nous  connaissons  la  charge  et  la  position  de  chaque 
conducteur,  les  équations  (5),  (6),  (7),  [\y.  et  (10)  nous  feront 
connaître  les  attractions  électrostatiques.  iLiis  dansées  équations 
la  constante  a  ne  figure  pas  ;  nous  n'y  voyons  figurer  que  le  pou- 
voir inducteur  K. 

Les  attractions  électrostatiques,  pour  des  charges  et  des  posi- 
tions données  des  conducteurs,  (jui  sont  Vnnifjne  objet  des  ex- 
périences idectrostaùqiies,  ne  dépendent  donc  pas  de  A.  Ces 
expériences  ne  peuvent  donc  pas  nous  faire  connaître  A,  mais 
seulement  le  pouvoir  inducteur  K  qui  est  fonction  à  la  fois  de  A 
et  de  t. 

Nous  désignerons  par  K^  le  pouvoir  inducteur  du  vide  et  par  £„ 
la  valeur  de  £  relative  au  vide. 

Dans  les  théories  anciennes  on  suppose  que  le  vide  ne  contient 


328     PASSAGE  DE  LA  THÉORIE  DE  IIELMIiOLlZ  A  CELLE  DE  MAXWELL 

pas  de  sphères  de  Mossotti,  qu'il  ne  s'y  produit  pas  de  polarisa- 
tion diélectrique,  c'est-à-dire  que  s^,  =  o  d'où  : 

et  pour  un  diélectrique  quelconque  :  ^ 

K— K 


0 


K  +  aK, 


Mais  rien  n'oblige  h  supposer  e^,  =  o.  C'est  ainsi  que  dans  la 
théorie  du  magnétisme  induit,  après  avoir  supposé  que, pour  le 
vide  X  =  o,  [JL  =  I  on  a  été  conduit,  pour  expliquer  le  diamagné- 
tisme,  à  supposer  que  le  [jl  du  vide  est  plus  grand  que  i,  c'est-à- 
dire  que  le  vide  est  faiblement  magnétique  (Cf.  n°  274).  On  peut 
faire  ici  une  hypothèse  analogue. 

Comme  les  expériences  électrostatiques  ne  nous  font  connaître 
que  K  et  Ky,  les  phénomènes  électrostatiques  peuvent  s'expliquer 
quelle  que  soit  la  i'aleur  plus  petite  que  K^,  attribuée  à  \  pourvu 
que  l'on  suppose  en  même  temps  : 


et  pour  un  diélectrique  quelconque  (') 

_   K— À 

'~  K+v.À* 

K  est  exj)rimé  en  fonction  de  A  et  de  s,  mais  ni  A,  ni  t  n'entrent 
séparément  dans  l'expression  de  l'énergie  électrostatique.  Si  on 
change  A  on  nic'^me  temps  ([ue  t  de  manière  h  laisser  K  invariable. 


')  (>«'s  forinulca  .supposant  qin',  foiniiie  Poisson  ol  Mossotti.  on  ntlribuo  hi  forme 
xplirriquc  «ux  parties  <'on(ln<'tricos  du  (li«!*lcrti*ique.  Cette  }iyp«»llièse  ne  joue  duna 
!ii  théorie  îiueun  rôle  essentiel,  elle  sert  soulenienl  à  simplifier  les  ejih-iils.  Si  on 
siipposiiit  «pie  la  forme  des  j)arties  eonduetriees  est  <pieleonque,  on  arriverait  ù  un 
n'"^ultat  analogue  vV  on  trouverait  : 

;    (i;    étant   une   fonction  (pii   se   eonij>orte   eoinn.e  ,   je   v<*ux   dire  qu'elle 

I    —  i 

eroîl  avec  i,  rpi'elle  est  égale  à   i  pour  i  =  o  et  infinie  pour  i  z—  \ . 
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on  ne  changera  rien  a  rexpression  de  ce  que  nous  pouvons  con- 
naître expérimentalement.  L'expérience  ne  nous  fera  donc  pas 
connaître  X  si  n^ous  nous  en  tenons  aux  phénomènes  électrosta- 
tiques. 

285. —  Dans  les  idées  de  Mossotti,  ordinairement  reçues,  £=  o. 
Alors 

Deux  unités  d'électricité  placées  à  Tunité  de  distance,  se  re- 
poussent avec  une  force 

I  I 


}.  K 


0 


Mais  on  peut  aussi  expliquer    les  phénomènes  en   admettant 
que  £y  ne  soit  pas  nul,  même  pour  Tair  et  pour  le  vide.  Alors 

...  I    ^      I 

K^>A,t?t-^> 


La   répulsion   réelle   entre    deux   unités    d'électricité  est  plus 

grande  que-jr-,  mais  la  répulsion   observée  dans  le  vide  est  tou- 

I  ' 

jours  rr- :  elle  n'est  pas  modifiée.  Elle  est  seulement  plus  petite 

que  la  répulsion  réelle  h  cause  de  l'action  de  sens  contraire  due  h 
la  présence  des  sphères  polarisées.  La  (liéorie  de  Max^'ell  con- 
.  sisfe  à  faire  X  =  o.  Pour  que  K  soit  fini,  il  faut  que  e  soit  égal  à  i . 
C'est-à-dire  que  les  parties  conductrices  occupent  la  totalité  du 
volume  du  diélectrique.  Cela  revient  à  se  représenter  les  diélec- 
triques comme  des  cellules  conductrices  séparées  par  des  cloisons 
isolantes  d'épaisseur  infiniment  petite  par  rapport  aux  dimen- 
sions de  ces  cellules  (')  (CI.  i*^*^  pîulle,  n^  61  sqq.).  La  répulsion 
réelle  entre  deux  molécules  unités  serait   infiniment   grande,  X 


(')  Ceci  ne  doit  pas  ùlre  pris  à  la  lettre.  Il  serait  difficile  d'admettre  que  le  vide 
eût  une  semblable  constitution.  11  ne  faut  voir  là  qu'une  façon  d'exprimer  ce  fait 
que,  dans  le  diélectrique,  l'électricité  ne  circule  pas,  ne  se  déplace  pas,  il  y  a  seu- 
lement polarisation. 


3io     PASSAGE  DE  LA  TIIÊOniE  DE  IlELMIIOLTZ  A  CELLE  DE  MAXWELL 

étant  nul,  mais  la  répulsion  observée  entre  ces  deux  molécules, 
plongées  clans  le  diélectrique,  est  finie. 

Les  phénomènes  électrodynamiques  ordinaires  ne  dépendent 
pas  non  plus  de  la  valeur  de  A  et  ne  peuvent  nous  faire  connaître 

'^1'  11  re- 

cette valeur,  — r—  est  nui  pour  des  courants  constants.  L  équation 

(>/;,  n''  280.  s'écrit  donc  : 

4-/'  d'f 


K  —  ).  ^.r 

(puisque  les  forces  électromotrices  d'origine   diverse  que  nous 
avons  représentées  par  X  sont  généralement  nulles  K 
On  retombe  donc  sur  les  équations  du  n®  280. 

(fV 
Dans  le  cas  des  courants  variables  ordinaires,  — ; — est  ffénéra- 

'    df  ^ 

Icment  négligeable,  il  faudra  avoir  recours  à  des  courants  alter- 
natifs très  rapides,  comme  dans  les  expériences  de  Hertz  si  Ton 

dV 
v(uit  que  -j—  soit  assez  grand  pour  que  1  influence  du  terme  en  X 

se  fasse  sentir. 

La  théorie  de  Maxwell  n'est  donc  en  définitive  qu'un  cas  limite 
plutôt  qu'un  cas  particulier  de  la  théorie  de  llelmholtz.  11  faut  pour 
|)asser  de  Tune  à  l'autre  attribuer  à  A  une  valeur  infiniment  j^etite. 

Voyons  ce  que  deviennent  dans  e(*  cas  les  diverses  quantités 
ipie  nous  avons  envisagées  : 

i"  \.o  potenliel  électroslati([uo  ,5,  ainsi  (jue  les  densités  o*  et 
•tI  (|iii,  d'après  le  n"  280,  n»»  dcqxMulenl  pas  de  la  valeur  attribuée 
il  )..   restent  finis  ; 

•a"  Au  contraire  h's  deiisilés  (pie  nous  avons  appelées  p  et  [p] 
sont  des  infiniment  petits  A\\  niènic  ortlie  (pie  a. 

On  peut  s'étonner  (juc  \e  potonliel  '^  et  les  attractions  élec- 
ti(»stali(pies  restent  Unis  bien  (pie  les  densités  éleetritjues  p  et 
"^j    soient  infiniment  petites  :  mais  je  ra[)p(?llerai  : 

I    <)ne  nous  avons  trouvé  : 
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d'où  il  soit  que  cp  est  Gni  si  o,  [p]  et  X  sont  des  infiniment  petits 
de  même  ordre  ; 

2**  Que  le  travail  des  forces  électrostatiques  qui  est  égal  à  la 
variation  de  la  fonction  U  définie  par  Téquation  (5)  du  n°  284  est 
également  fini. 

On  peut  d'ailleurs  s'expliquer  lu  chose  d'une  autre  ma- 
nière. 

Rappelons,  ainsi  que  je  Tai  exposé  dans  la  première  partie, 
que,  d'après  la  manière  de  voir  que  nous  avons  été  conduits  à 
adopter,  les  diélectriques  sont  constitués  par  des  cellules  con- 
ductrices séparées  par  des  cloisons  infiniment  minces  et  que 
chacune  de  ces  cloisons  isolantes  représente  un  condensateur 
dont  les  deux  cellules  voisines  sont  les  armatures. 

Ces  deux  armatures  ont  des  charges  égales  et  de  signe  con- 
traire q  et  —  (j'y  comme  la  cloison  est  infiniment  mince,  l'ac- 
tion de  ces  deux  charges  sur  un  point  extérieur  est  du  môme 
ordre  de  grandeur  que  l'épaisseur  o  de  la  cloison  divisée 
par  A  et  multipliée  par  q  ;  si  donc,  comme  nous  le  supposons, 
Z  et  X  sont  de  même  ordre,  cette  action  sera  de  même  ordre 
que  q. 

Il  y  a  deux  remarques  à  faire  au  sujet  du  calcul  des  actions 
électrostatiques  : 

I**  Nous  avons  fait  ce  calcul  en  partant  de  l'expression  de  U. 
On  emploie  souvent  en  électrostatique  une  autre  méthode  qui 
est  applicahle  à  un  conducteur  libre  phicé  dans  un  diélectrique 
impolarisablc  {i^=6).  On  considère  les  diverses  molécules  élec- 
triques répandues  à  la  surface  des  conducteurs  et  les  forces  aux- 
quelles elles  sont  soumises  et  on  les  compose  d'après  les  lois  de 
la  statique.  Cette  méthode  appliquée  à  un  conducteur  placé  dans 
un  diélectrit|ue  polarisable  constitué  d'après  les  idées  de  Mos- 
sotti  donnerait  des  résultats  erronés  et  si  on  l'appliquait  au  cas 
d'un  diélectrique  constitué  conformément  à  la  théorie  de 
Maxwell  et  aux  idées  exposées  dans  le  présent  numéro,  on  trou- 
verait une  attraction  infinie.  En  efl^et  ce  conducteur  ne  pourrait 
se  déplacer  sans  déranger  les  sphères  de  Mossotti  ou  les  cellules 
conductrices,  ce  qui  produirait  un  travail  électrostatique  néga- 
tif et  par  conséquent  une  résistance  dont  il  y  a  lieu  de  tenir 
compte  ; 
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2^  Il  ne  faudrait  pas  non  plus  pour  calculer  U  partir  de  la  for- 
mule : 


ce  qui  donnerait  U=o  puisque  p==o. 

En  efFet  la  fonction  n'est  pas  continue  puisqu'elle  varie  brus- 
quement quand  on  passe  d'une  cellule  à  Tautre.  Si  nous  reve- 
nons aux  petits  condensateurs  dont  je  parlais  tout  à  Theure  et  si 
nous  appelons  q  et  q'  les  charges  des  deux  armatures,  ^  et  o' 
leur  potentiel  ;  ^  -f-^'  sera  de  l'ordre  de  ).,  mais  ce  n'est  pas  une 
raison  pour  qu'il  en  soit  de  même  de  yf  +  y'-p'  puisque  o  —  r^' 
n'est  pas  un  infiniment  petit  de  l'ordre  de  \, 

On  a  d'ailleurs 

les  intégrations  étant  étendues  à  un  volume  quelconque  et  les 
sommations  à  tous  les  petits  condensateurs  contenus  dans  ce 
volume. 

On  conçoit  donc  comment  la  première  intégrale  peut  être 
nulle  sans  que  la  seconde  le  soit. 

286.  Vitesses  de  propagation  des  perturbations  électro- 
magnétiques. —  Cherchons  comment  se  propagent,  dans  les 
diverses  théories  é]eelroinagnéli([ues  en  présence,  les  pertur- 
bations éleelr()dvnanii(iues.  Si  les  vitesses  de  propagation  qui 
sont  fonctions  des  (juanlités  A,  X*  et  K  sont  accessibles  à  l'expé- 
rience, ce  sera  un  moyen  de  d<''terniiner  quel([u'une  de  ces  quan- 
titi's. 

(  )n  a  dix  é(|nations  aux  dérivées  partielles  définissant  les  dix 
([uantités  ^/,  i»,  n',  a,  3,  •%  F,  G,  II  et  '^. 

Considérons  en  effet   un  diélectricjue  de  pouvoir  inducteur  K. 

On  a  ;n'280,  éq.  'oV, 

i-f  fh         (IF 

K A  (ij-  (Il 


PERTURBATIONS  ÉLECTROMAGyÉTIQlES  333 

Eu   dlfférentiant  par   rapport   à    t^  et  en    tenant  compte   des 

-     .  (if  ., 

relations  n  =  —^^  etc.,  il  vient 

cit 


471//  d'-:^  d'V 


\ 


K— A  d.id(  dt'  ' 

47ri>  d^'f  d^G 

K—l^~~d^  dF' 

47rjv    _         d'o  dm 

K  —  1  dcdt  d?~' 


d'autre  part  on  a  les  équations  (i5)  du  n*^  268 


\ 


dy        rf3       .     d"^ 

4?://  =  -/ j-  4-  A    ,    ' 

at/  az  axât 

doL         rfv        .     d^'f 
dz         dw  di/df  ' 

di         d%        .     rf-'v 


r/.r         dij  dzdt 

les  équations  (19)  du  n**  275 


d\\  dCr 


a  =  [jia 


df/  dz 

dV         d\\ 

^^  =  !^^  =  "^--Z7^ 

dG         dV 

c  =  av  =  — -—  , 

'  '  de  dji 

et 

dV         dG         d\\  ,.    d-:, 

^^—1 ^--T-'-l — T-  =  —  f'^^  -J7' 

dx  atj  dz  dl 

Cx^nsidérons  maintenant  une  perturbation  électromagnétique 
dans  le  milieu  diélectri([ue.  Supposons  qu'on  ait  une  onde  plane 
perpendiculaire  à  Ox  :  les  quantités  qui  figurent  dans  les  équa- 
tions précédentes  seront  donc  fonctions  seulement  do  x  et 
de  /. 
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Ces  équations  deviennent  par  suite, 

,  4-"  rf*?         '^F 


II 


K  —  À              dsdt 

dt'  ' 

^T.^^                     dK\ 

K       A               dt'   ' 

4::.»'                </^ll 

K        A                  dl^    ' 

,     d'-f 

47://-=  A    ,_.  , 

(111) 


(IV. 


(h 
as 

Al  /  ^^? 

(M)  47:^'=:--^, 

dx 
(Vil)  jxa -=:(>, 

;  I A  !  a*'  =  —, — , 

A  -r—    —  —  AA 


/.r  ^// 


rM 


I  lOtuiliolis  (.rabord    i/ondi:  j.onciti  dinale.    Supposons    donc 

( ',     _  Il  _     r  _-  ir  =--  a  ---:  'iz^-.^'     -  (). 

II  reste*  F,   .p,  f/  et    on   n  a  <[u'ii  satlslairr   aux  trois  écjualioiis 
1),    i\     cl    \    :  1<'S  autres  sont  salislaitrs  d'clles-niùnios. 

(lonij)ai-ons    i    cl  1 1\     :  on  a, 

I  47://  _  —    K  — A   -.-^, — -   K— A  , 

^  ^  dxdt         dt' 

iV  ITJI  —A    -,      V  ' 

•      '  *  dxdl 


d'où 
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X        d'o  d'-o         d'V 


K — /   dsdt  dxdt         dv 


d'où  encore, 


'd?~~~'dldrv  "^  K  — )J~~       dxdi  K  — }? 

d'autvo  part  en  différentîaut  la   relation  (X)  par  rapport  à  j-,  il 
vient 

—  —  —  A>  -'^''^- 
d'où 


^ 


fP:^       I    ^n^' 


^xr/^  A'A     dj' 


d^F 
La  relation  précédente  en  •  ,  .    devient  ainsi 
'  dl' 

d'F        d'F  K 


dl'         dx'   [K  —  V)kl 
La  vitesse  de  propagation  des  ondes  longitudinales  est   donc. 


'ï'  OxDi^s  TiiAxsvKRSALEs.  —  On  pcut  Satisfaire  aux  équations  en 
posant 

Restent  G,  y,  i^  et  les  trois  é(juations  (Il\    V)  et  (IX) 
Comparons  (II)  et  [\)  ;  on  a 

(II)  4^„__  ;K-a)-;/J^.   . 


t 


(V)  4"*'  =  —  /   ^ 

a.r 
d'où 

<_  -_- . 

K  —  A    dv  de''    ' 
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crautre  part  en  difréreutiant  (IX)  par  rapport  h  x^  il  vient, 


, 

d-; 
d.r 

1     f/-G 
)x    d.v'^ 

Il  en  résulte  que, 

d'C, 

I            rf-'C. 

di^  jjL(K  —  a;    dy- 

La  vitesse  de  propagation  est  donc, 


287.  —  Il  y  î*  des  cas  où  Tonde  longitudinale  ne  peut  se  pro- 
pager. Ce  sont  les  cas  où, 

A -=  o  ; 
).  ^=:  o; 
K  =  A. 

La  vitesse  de  propagation  est  alors  infinie.  C'est  Thypothèse 
de  Maxwell;  les  vibrations  sont  alors  transversales. 

Pour  les  ondes  transversales,  si  A=K,  la  vitesse  de  propagation 
est  infinie.  C  est  ce  ([ni  a  lieu  dans  l'ancienne  théorie  de  Mos- 
soiti.  d'aprrs  lacjuolle  a  est  égal  ii  la  valeur  K^  du  pouvoir  in- 
ducteur du  vide;  a^, ^^^^  i.  Dans  cette  théorie,  dans  le  vide  (ou 
dans  l'air  ,  il  n'y  a  ])as  propagation  d'onde  transversale,  pas  plus 
<|U('  d'onde  longiludinalo. 

Dans  la  théorie  de  Maxwell,  il  n'v  a  que  des  vibrations  trans- 
versales et  leur  vitessse  de  propagation  V^  (^st  égale  à  la  vitesse 
i'  de  la  lumière.  Nous  nous  suj)[)osons  placés  dans  le  système 
<'lecti<Mnaguéli(|ue,  l  expérience  nous  appitMul  que  K^  est  Tin- 
veise  (lu  carié  tle  l:i  vitesse  de  \\\  luinièii';  •x,^^^=  i.  Si  on  donne  à 
A  la  vah'ur  (),  on  a  X^i^^nir.  Si  on  donne  \\  À  une  valeur  positive 
dilVéïente  de  o,  on  a  pour  V,  une  \itesse  siq)érieure  \\  celle  de  la 
luinii'ie.  La  théorie  de  Maxwell  se  (h'-duit  donc  de  la  théorie  de 
llelnihollz  en  laisant  a^^^^^o. 
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288.  —  Reprenons  les  équations  du  n°46  avec  cette  valeur  de  X. 

Nous  avons, 

47t/  do        dV 


\ 


\ 


\ 


\ 


^Tz^  rf'p        dG 

'^"'^  ~ 'd^~  HT  ' 

47îA  drf  rfll 

K  dz         dt  ^ 

dv        rf3 

,  dy.         rfv 

4w=  -7 y-7 

r/r         a.r 

rf3           dT. 
47Î(V=--- — -, 

a.r         dt/ 
dll  dCs 

dy         dz 
dF         dll 


a  =  ma 


i=UL3 


dG         dF 


:^ï 


^/.r  r/y 


,        dF         dG         dll 

^=^1 ^-j ^"T~=^- 

dx         a  y  dz 

DifFérentions  les  équations  du  second  groupe  respectivement 
par  rapport  h  .r,  y,  z  ;  il  vient 

dll  di*  d\v 

-  -^=  o 


dx  dy  dz 

c  est-a-dirc  —7-  :=  o.  L  électricité  est  incompressible  ;    tous  les 

dt  ^ 

courants  sont  fermés. 

p  ne  varie  pas  avec  le  temps  ;  si  j^  =  o  à  Torigine,  la  densité 
vraie  de  l'électricité  est  toujours  nulle. 

On  voit  en  somme  que  si  X  =  o,  le  ii  d'IIelmholtz  n'entre  pas 
dans  les  équations.  On  passe  donc  à  la  théorie  de  Maxwell  en 
faisant  A  =  o  et  en  laissant  k  quelconque. 

PoixcARK.  Electricité  et  Optique.  22 


3i8     PASSAGE  Di:  LA   T/tLOIUK  DE  IIELMIIOLTZ  A   CELLE  DE  MAAWELL 

,  Ileliuholtz  dit  dans  sa  préface  qu'on  passe  à  la  théorie  de 
Maxwell  en  faisant  /•  =  o.  Ce  n'est  pas  exact;  on  obtient  bien, 
en  faisant  k  =  o,  Téqualion  J  ^^=  o  ii°  26  ,  mais  pour  déduire  de 
la  formule  donnant  V^  la  vitesse  des  ondes  transversales  telle 
qu'elle  est  dans  Maxwell,  on  est  obligé  d'introduire  des  hypo- 
thèses complémentaires.  C'est  d'ailleurs  ce  qu'llelmholtz  explique 
dans  le  courant  de  l'ouvrage  en  c:)mplétant  ainsi  l'assertion  de 
sa  piéface  (jui  a  cependant  trompé  quel([ues  personnes  f ). 

Au  contraire,  en  faisant  a  ~-  o,  cela  sullit.  11  n'est  pas  éton- 
nant qu'on  n'ait  pas  à  donner  ii  /r  une  valeur  particulière  pour 
faire  rentrer  la  théorie  de  Maxwell  dans  celle  de  llelmholtz  : 
Maxwell  ne  considère  ([ue  des  courants  lermés,  /r  doit  donc  tou- 
jours disparaître  des  équations. 

Nous  avons  montré  seulement  jusqu'ici  en  (jtioi  consislc  la 
théorie  de  Maxwell  et  comment  on  peut  la  faire  rentrer  dans 
celle  de  llelmholtz.  11  restera  à  donner  les  raisons  qui  doivent  la 
faire  adopter  de  préférence  \\  toutes  les  autres. 

289.  —  Hevenons  aux  ondes  transversales  :  le  courant  est  di- 
rigé suivant  Oy  et  la  force  magnétiijue  suivant  Oz  ;  ces  deux  per- 
turbations, électrique  et  magnétique,  sont  dans  le  plan  de  l'onde, 
mais  perpendiculaires  entre  elles. 

La  lumière,  d'après  Maxwell,  est  une  perturbation  électro- 
magiiéli([ue  ;  mais  (mi  peut  supposer  que  le  plan  de  polarisation 
de  la  hunièie  est  perpendiculaire  ii  la  vibration  électrique  et 
contient  la  vibration  magnétique,  ou  faire  l'hypothèse  inverse. 
La  (jncslioii  de  la  direction  de  la  vibration  par  rapport  au  plan 
de  polarisation  paraîl  plus  accessible  ii  l  expérience  daiis  le  cas 
de  l^'lcetricitc  (pic  dans  le  cas  de  la  lumii're;  et  lOi)  peut  attendre 
des  cxpi'ricners   électromagnéti([nes  des  arguments  en  faveur  de 


(',   H»Miilholl/  (lit  (Ml  cflVt  <|uo  piiur  |)a«<s«'r  d»'  sa  lliéori»'  à  ci'llfdt»  Maxwell  il  con- 
vi«Mil   «if   fain*  : 

h  =z  L\  l  —  X  0  —  OC. 

vv  «jui  av<'c  i\n-i  Dutatioiis   rrvinit  à    fain*  : 

A   z=  n.  À  =  o,  y.  =   ^   , 

11  n  V  a  auruiw  raison  jxmr  JaircA   —=  o  ni  y.  =i  3C  :  «lu  nioinrul  qu'on  fail  À  =  o, 
on  rrlrou\o  la  throrio  dt-  Maxwnll  quols  {\\\v.  âoi.'nt  h  vi  x- 
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rune  des  deux  hypothèses.  Pour  Maxwell,  la  vibration  lumineuse 
est  parallèle  à  la  lorce  magnéti([ue  ;  et  celle-ci  est  dans  le  plan 
de  polarisation,  conformément  à  l'hypothèse  de  Neumann  cH 
contrairement  à  celle  de  Fresnel  :  le  courant  est  perpendiculaire 
au  plan  de  polarisation. 

\]\\G  remarque  encore  sur  la  vitesse  de  propagation  des  ondes 
longitudinales,  a  étant  diflérent  de  zéro,  on  pourrait  se  débar- 
rasser de  ces  ondes  en  faisant  k  =  o\  mais  on  pourrait  ariiver  au 
même  résultat  en  faisant  /  négatif.  On  aurait  alors  des  rayons 
évanescents  et  l'on  retomberait  sur  les  idées  de  Cauchy  (*),  mais 
dans  ce  cas  l'équilibre  est  instable  comme  nous  Tavons  démontré 

(n' 34;. 

J'ai  exposé  d'ailleurs  dans  la  Théorie  nia(lièniati(jiie  de  la  lu- 
mière qu'avec  les  idées  de  Cauchy,  l'éther  serait  en  équilibre 
instable. 


(/)    PoiNCAUK,    'l'hvoriv    mathi'malif/nv   de    la    lumicrv,    j).    "ii.    n'   \' .    (i.    Canv  et 
C.  Naud.  ô(liteurs. 
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CHAPITRE  PREMIER 

THÉORIE  DE  HERTZ 
ÉLECTRODYXAMIQUE  DES  CORPS  EN  REPOS 


290.  —  Avant  d'entrer  dans  rétiide  détaîHée  de  cette  théorie, 
commençons  par  indiquer  en  quelques  lignes  les  idées  que  Hertz 
avait  sur  le  point  de  départ  des  autres  théories  électrodynami- 
ques proposées  avant  lui. 

Il  constate  d'al>ord  qu'en  allant  de  Tidée  de  la  simple  action  à 
distance  à  l'action  par  1  intermédiaire  d'un  milieu,  on  peut  se 
placer  à  plusieurs  points  de  vue  différents  (*)  : 

1°  Action  à  distance,  —  l^our  que  cette  action  puisse  s'exercer 
il  faut  que  les  deux  corps  entre  lesquels  elle  s'exerce  existent  en 
même  temps  ;  s'il  n'y  en  a  qu'un  seul,  celte  action  électrique  ne 
peut  pas  exister  :  c'est  le  point  de  vue  astronomique  de  l'attrac- 
tion réciproque. 

•i'^  Point  de  vue  de  la  théorie  du  potentiel,  —  On  suppose 
que  la  force  électrique  existe  même  avec  un  seul  corps  électrisé, 
avant  qu'on  introduise  dans  le  champ  un  autre  corps  électrisé. 

3'^  Polarisation  du  diélectrique.  —  On  suppose  les  diélectri- 
ques constitués  de  cellules  qui  s'électrisent  par  influence.  Si  on 
considère  un  condensateur,  les  forces  qui  s'exercent  entre  les 
armatures  seraient  alors  dues  non  seulement  aux  charges  des 
deux  armatures,  mais  aussi  aux  charges  des  cellules.  C'est  le 
point  de  départ  de  la  théorie  de  Poisson. 

Si  on  attribue  aux  cellules  le  rcVle  principal,  les  forces  à  dis- 
tance ne  jouent  plus  alors  qu'un  rôle  minime;  on  ne  peut  cepen- 
dant les  négliger  faute  de  supprimer  en  même  temps  l'action  par 
influence  sur  les  cellules  :  c'est  l'idée  de  Helmholtz. 


(')    Hertz.    f'ni<rrsuehun^m    iïbcr     Aitsbreitun^    der    elfclrischen    Kra/t,    p.    'iZ 
(Leipzig",  Barth,  iSya).  Voir  aussi  Ut  Lumière  d'ectrique  du  21  mai   1892, 


Mi 
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4°  Suppression  de  toute  action  il  distance.  —  Le  L'iiump  coa- 
sUlc  ulors  en  une  ciTtoine  pol:irisatiun  du  diélectrique  :  c'esl  l'idée 
de  Mjixweil.  Cependant  le  livre  classique  de  Miixwell  ne  s'expli- 
que pus  couiplètcinciit  en  piii-tunt  di'  lii,  llert/  utlribiie  ce  défaut 
de  clarté  à  deux  causes  : 

rt)  Le  mol  11  élcelriciti-  n  n'a  pua  un  sens  précis  dans  ses  rai- 
sonnements :  il  l'emploie  pour  désigner  rélcetrîcité  dans  li'  sens 
vulgaire,  dans  le  sens  fluide  incompressible,  etc. 

Il)  L'ouvrage  de  Maxwell  ne  forme  pus  un  seul  ensemble 
d'idées  :  il  donne  plusieurs  théories  se  rapportant  au  même 
sujet,  puis  il  les  abandonne  successivement,  de  sorte  qu'un  y 
trouve  plutôt  un  mélange  de  théories  qu'une  théorie  uniiiue. 


En  somme.  Hertz  n'admet  que 
Maxwell,  en  laissant  de  côté  le  texl 
comme  étant  obscur,  et  il  essaie, 
Hnales  d'avance,  de  faire  une  ihêori 

C'est  cette  théorie  de  llerti!  que 
aer  et  discuter  en  détail 


les   équations    établies    par 

de    son  ouvrage    classique 

;n    se    posant    ses  équations 

y  conduisant. 
lous  nous  proposons  d'expo- 


Toutc  lu  théorie  de  Hertz  est  contenue  dans  deux  mémoires 
célèbres  qu'il  a  publiés  en  i8go  et  qui  sont  intitulés  :  Sur  tes 
éijitalions  fondamenliites  de  l'éfectrottffnaniie/iie  des  torps  en 
re/ios  ('j  et  l'autre  Sur  les  êqualions  fondamentales  de  l'éleclro- 
dynainifjiie    des  corps  en    mouvement  (-).    Il   y  aurait  peut-être 

car  les 


irps  qui 
t  modi- 


des  réserves   ii  l'aîre  sur  cette  distinction  peu  Justirié< 

actions  électriques  étant  mesurées  au  moyen  de  petits  c 

sont  mis  en  mouvement,  ces   petits  corps  en  mouveniei 

fient  un  peu  le  champ  :    mais   un  pout   supposer  qu'ils  le  modî- 

iienl  peu 

Nous  diviserons  donc  l'étude  de  la  théorie  de  Hertz  en  deux 
parties  :  l'électrodynamiquc  des  corps  en  repos  et  l'électrodyna- 
miquc  des  corps  en  mouvement,  et  nous  emploierons  les  nota- 
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tlons  de    Maxwell   qu'on    retrouvera    aussi   dans   la  théorie   de 
Lorentz. 
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291.  Première  loi  fondamentale.  —  Considérons  une  sur- 
face S,  quelconque,  limitée  par  une  certaine  courbe  fermée  C. 
Nous  savons  que  si  le  champ  varie  et  si  le  contour  de  la  surface 
est  constitué  par  un  fil,  il  naît  alors  dans  ce  fil  un  courant  d'in- 
duction et  la  force  électromotrice  d'induction  est  représentée 
par  l'intégrale  de  ligne, 

que  nous  écrirons  plus  simplement 


Pd.r , 

le  signe  ^  s'étendant  aux  composantes  du  vecteur  (P,  Q,  R)  qui 

représente  la  force  électrique,  et  aux  coordonnées  .r,  y,  z. 

\j  expérience  nous  apprend  que  cette  force  électromotrice  qui 
prend  naissance  dans  les  circonstances  énoncées  plus  haut,  est 
égale  a  la  dérivée  par  rapport  au  temps  du  flux  d'induction  ma- 
gnétique qui  traverse  la  surface  S  limitée  par  le  circuit  en  ques- 
tion. 

On  a  donc, 


(0 


1     y/dx-=:-^    I    ^{U  +  mp-i-nv)dLo, 


l'intégrale  du  premier  membre  étant  étendue  à  toute  la  courbe  C 
qui  limite  hi  surface  S  et  l'intégrale  du  second  membre  s'éten- 
dant à  toute  la  surface  S. 

(/,  //2,  n  sont  les  cosinus  directeurs  de  l'élément  dto.) 
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292.  Equations  fondamentales  de  Hertz  et  de  Maxwell.  — 

Transformons  le  premier  membre  de  la  relation    1)  à  Taide  du 
théorème  de   Siokes  ;  il  vient, 

yv,.„,.=j*v„.,(^_- 

rîntéprrale  du  second  membre  s'étendant  à  toute  la  surface  S. 
La  relation  (1)  devient  donc, 


D'où,  en  identifiant  les  coelficicnta  de  Wto,  nich*,  iuIm, 
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(le  sont  h's  pn'inii'tes   èfiiuilions  fondutïteuttiles  de  Hertz. 

Si,  \\\\  liru  (le  eonsidéier  le  lliix  d'induetioii  magnétique 
«r:i[)rès  Hcrlz,  on  eonsldrre  le  ihix  d'iiuluclion  magnétique 
<raj)rés  MawNrlI  (jnl  désigne  par  r/,  A,  r  les  romposantes  de  Tin- 
diielion  magnéli([ue,  on  obtient 
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Introduisons  maintenant   le    potentiel   vecteur  ;    posons  avec 
Maxwell 


'P=_i^_  '^^ 
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I'",  G,  Il  étant  les  composantes  du  potentiel  vecteur  et  i  étant  le 

.'       ^  .  ./F    ^G    d\\  ,  ^   / 

potentiel  électrostatique^  —  ,  -7— ^-j"  représentent   les  compo- 
santes de  la  force  électromotrice  d'induction  d'origine    magné- 

dif     dt     d'I  ,  ,  1     1      i. 

tique  et  -7^,   -j-^,  -~  représentent    les    composantes   de  la    force 
djc    dy     dz 

électromotrice  d'induction  d'origine  électrostatique. 

Remplaçons  dans  fa)  1\  Q,  R  par  leurs  valeurs  (3)  ;  il  vient. 
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d'oii,  par  intégration, 
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Mais    on  peut   supposer  nulle  la   constante    d*intégration  ;  en 
effet,  nous  avons  la  relation  (n°  102) 

dn         dh  de  ,--  ,,, 

=  0       ;  Maxwell) 


Lv         dy         dz 
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et,  d'autre  part,  nous  ne  savons  définir  le  potentiel  vecteur  que 
par  ses  dérivées  ;  il  n'est  donc  déterminé  qu'à  une  constante 
près. 

Il  reste  alors, 

_  d\\        dC. 
.  dy         dz 

\  ,         dV        dll 
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293.  Courant  total,  —  Rappelons  rapidement  les  idées  de 
Maxwell  sur  la  nature  du  courant  électrique,  pour  les  comparer 
à  celles  de  Hertz. 

Maxwell  désigne  par  les  lettres  n,  r,  h'  les  trois  composantes 
du  courant  totale  c'est-à-dire  le  courant  de  conduction  plus  le 
courant  de  déplacement.  Mais  qu'entend-on  par  déplacement 
électrique  ?  —  Considérons  un  diélectrique  placé  dans  un  champ 
électrique  ;  ce  diélectrique,  par  suite  de  l'action  du  champ  se 
trouve  dans  un  état  d'é([uilibre  contraint,  analogue  h  Tétat  dans 
lequel  se  trouve  un  ressort  bandé.  Maxwell  représente  cet  état 
d'équilibre  par  un  vecteur  qu'il  appelle  déplacement  électrique  ; 
il  représente  ses  composantes  par  /*  g^  h  ;  il  désigne  en  outre 
les  composantes  du  courant  de  conduction  par  p,  y,  /-.  Si  le  champ 
électrique  dans  lc(juel  se  trouve  le  diélectrique  est  variable,  le 
déplacement  électrique  sera  naturellement  variable  et  il  résulte  de 
cette  variation  du  déplacement  électrique  un  phénomène  que 
Maxwell  appelle  courant  de  déplacement.  11  désigne  ses  compo- 
santes par 

d£  d^  dh_ 

dt  '  dt  '  KT^ 

([ui  sont,    comme  on   le  voit,   les   dérivées   par  rapport  au  temps 
des  composantes  du  déplacement  électrique. 

Ce  courant  de  Maxwell  produirait,  d'après  hil,  les  mêmes  elFels 
électrodynamiques  ([ue  les  courants  ordinaires  ;  c'est  là  une 
hypothèse  qui  a  été  pleinement  justiliée  par  les  expériences  de 
Hertz. 


COLRAST  TOTAL  3^9 

Ainsi  donc,  d'après  Maxwell,  le  courant  total  est  représenté  par, 
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294.  —  Voyons  maintenant  quelles  sont  les  lois  qui  régissent 
les  courants  de  conduction  et  de  déplacement. 

I^es  courants  de  conduction  sont  régis  par  la  loi  d'Ohm, 

).  étant  un  coefficient  dépendant  de  la  conductibilité  du  milieu. 
Seulement,  cette  loi  suppose  que  dans  le  milieu  conducteur  con- 
sidéré, le  courant  n'a  à  vaincre  que  ce  qu'on  appelle  la  résis- 
tance caractéristique  de  ce  milieu  qu'il  traverse  ;  mais  si  dans  ce 
milieu  il  y  avait  aussi  des  forces  électromotrices  d'origine  chi- 
mique ou  thermique,  des  effets  Peltier,  etc.,  il  faudrait  alors 
représenter  dans  notre  formule  ces  forces  par  un  terme  complé- 
mentaire; appelons  P^,  Q^,  R^  ces  termes  complémentaires  ;  il 
viendrait  alors  dans  ce  cas, 

(^uantuu  déplacement  électrique  il  est  proportionnel  à  P,  Q,  R  ; 
Maxwell  représente  ses  composantes  par 

K  K  K 

/■  =  — -  P         <r  =  — -  0        h  =  — -  R 
4^  4~  4^ 

K  est  ce  qu'on  appelle  le  pouvoir  inducteur  spécifique  du  dié- 
lectrique. Dans  le  vide,  ce  coelficient  est  égal  îi  l'inverse  du 
carré  de  la  vitesse  de  la  lumière. 

Maxwell  démontre  en  outre  la  relation  suivante  (n"  87), 

.^,  du  (h'         (iiv 

(fj'  Ut/  (fZ 

dette  relation  signifie  que  si  l'on  tient  compte  des  courants 
de  conduction  et  des  courants  de  déplacement,  il  n'y  a  alors  (|ue 
des  courants  fermés. 
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lltM'lz,  dans  satliéorle,  inliodiiil  à  la  place  du  vorleur('/l  «^,  A)  tic 
Maxwell  un  autre  vecteur  ([u'il  appelle  induction  électrique  ol 
lion!  il   r<*présenle  les  eomposaules  ])ar  ^ 

\\\\       K(^       KR. 

Oïl  voit   (|U<'  ce  nouveau   vecteur  de   Hertz  <'st  écral   au   veclour 
/',  j:,',  //    de  Maxwell  au  l'acteur  4  ^^  près. 

295.  Seconde  loi  fondamentale.  —  Reprenons  la  surface  S 
précédeminent  considérée,  limitée  par  la  courhe  (1  et  considé- 
rons une  masse  niaj^nélicjue  décrivant  cette  courhe  ;  celle  masise 
maijjnéliqne  est  soumise  de  lapait  du  champ  extérieur  ti  une  force  ;. 
le  travail  de  celte  force  est   leprésenté  par  l'intégrale  de    lifrue. 


J'y.,/.r+.'il<///  +  -v/,-) 


rinté<rrale  étant  étendue  au  contour  (1. 


{.CA'pciiencc  nous  apprend  ([ue  cette  intégrale  est  égale  :iti 
produit,  changé  de  sign(%  du  (acteur  constant  4~  pjn*  la  quantité 
«[«'lectricité  (jui  traverse  la  surface  S  ;  on  a  donc, 


il    _:  —  /iT.    I    {ht  -\-nn'  -\-  nw  (lU) 
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296.  —  Iranslormons  la  premii're  Intégrale  par  le  ihéorème 
de  Slokrs,  coiiiine  nous  l'avons  fait  pr<'('é(l<Mnnienl  pour  Tinl*'- 
i:i:i!r  de  li^Hr  (!•■  la  lorc<M''h'elri(|ue,  la  relation    -)  devient  alors. 
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rrlalion>  i\i*  Maxwell. 
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Mais  il  importe  de  remarquer  que  Texpérience  n'a  jamais  poilé 
(pie  sur  des  courants  fermés  ;  son  extension  au  cas  des  courants 
non  fermés  décharge  d'un  condensateur  par  exemple!  a  élé  laite 
par  Maxwell,  comme  nous  Tavons  déjà  dit  plus  haut,  à  condition 
de  prendre  pour  courant  total  la  valeur 

297.  —  Uemplaçons  maintenant  dans  \)  tt,  c,  ir,  par  h'urs 
valeurs    .V,  il  vient 
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Or, 
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les  relations  [lo^  deviennent  donc. 
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C'est  ^c  detuième  groupe  des  éfjuations  fondamentales  de  Hertz. 

293.  —  La  relation  (j)  peut  se  mettre   sous  une  autre  forme. 
Nous  avons, 


y......    y«,.,(f-A, 
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Or,  d'après  (i  i) 


dz 
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Remarquons  (jiie  si  notre  surface  S  se  trouve  placée  dans  un 
diélectrique,  le  courant  de  conduction  est  nul  et  la  relation  (12) 
devient, 


J  2*,., 
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299.  Définition  de  rèîectricitè  et  du  magnétisme  d'après 
Hertz.  —  Voici  comment  Hertz  définit  les  ({uantités  d'électricité 
et  de  magnétisme  ([ui  se  trouvent  ii  rinlérieur  d'un  volume  T 
limitr'  par  une  surface  S. 

Hertz  distingue  dahord  le  magnétisme  lihrt*  et  le  magnétisme 
vrai,  [)uis  l'électricité  libre  et  Télectriclté  vraie. 

La  (juantité  de  inai^iiétisnie  libre  ii  l'intérieur  du  volume  T  est, 
par  définition^  le  (lux  d<*  force  magnéti([ue  total  ii  travers  la 
surface  S  ([ui  limite  le  volume    T,  divisé  par  4". 

Le /;/r/4Vié//,sv;/c  i'/v?/ se  définit  de  la  même  manière,  seulement 
au  lieu  de  considérer  le  llux  de  lorce  magnéticjue  on  considère 
le  (lux  d'induction  magnélicjue.  On  peut  par  conséquent  écrire 
svml)(di(piement, 

(lux  de  force  magnétique 

ma<{n»*lisn]e  liore  ^^ -, , 

\  I- 

/  .  .  (lux  d'induction  magnéli(|ue 

mat;nétisme  vrai    -^ ; . 

1'^ 
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Ij'éleclricilé  libre,  c'est  le  flux  de  force  électrique  divisé  par 
^Tz;  seulement  comme  je  prendrai  les  unités  électromagnétiques, 
il  faut  introduire  en  plus  le  facteur  K^  (valeur  de  K  dans  le 
vide). 

h* électricité  vraie,  c'est  le  flux  d'induction  électrique  divisé 
par  ^"îz. 

On  a  donc  encore, 

,,        ...   ,.,  flux  de  force  électrique        .. 

électricité  libre  =  • ; —  X  K., 

47:  " 

,,         .  .   ,        .  flux  d'induction  électrique 

électricité  vraie  = — . 

47: 

Nous  voyons  donc  que,  pour  Hertz,  ce  qu'on  appelle  électricité 
et  magnétifime  ce  n'est  pas  un  fluide,  ce  n'est  pas  quelque  chose 
de  matériel,  mais  bien  une  expression  purement  analytique  : 
une  intégrale  ;  ce  qui  existe  eflectivement  c'est  la  force  élec- 
trique et  la  force  magnétique.  Hertz  suppose  le  champ  électri(jue 
et  le  champ  magnétique  bien  déterminés  quand  on  se  donne  en 
chaque  point  la  valeur  du  vecteur  appelé  force  électrique  ou 
force  magnétique  (*). 

300.  —  Traduisons  les  définitions  pvécédenics  anali/lif/iiement. 
Commençons  par  le  magnétisme  libre. 

Magnétisme  libre.  —  Considérons  un  élément  de  volume  ch, 
limité  par  une  surface  S.  Le  flux  de  force  magnétique  à  travers  S 
a  pour  valeur  : 

dx        dij         dz  I 

Désignons  par  M  la  densité  ilu  magnétisme  libre  ;  nous  avons 
pour  cette  densité,  par  définition, 

dx  dij  dz        ^^  dx 


(')  Hertz  indique  deux  cas  où  In  connuissance  dos  deu*  verlcurs  (P,  Q,  R)  ;  (a,  ^, 
y)  ne  8uflil  pas  pour  déterniinor  toutes  les  propriétés  du  champ  magnétique;  c'est 
le  cas  du  magnétisme  permanent  et  le  cas  de  la  dispt,8ion.{\o\v  Poixcark,  Oscilla- 
tions électriques^  p.  7.  G.  Carré,  éditeur.) 

PoiNCARÉ.  Electricité  et  Oplique.  al 


354  ÊLECTRODYyAMIQUE  DES  CORPS  EN  REPOS 

Or,  d'après  Maxwell, 


2 


(t.r 


et 

c  =  Y  +  47:C  ; 
par  conséquent. 

Donc, 

c'est  la  densité  du  magnétisme  libre. 

Mafj^nctisme  \frai,  —  On  a,  en  appelant  M,  la  densité    du    ma- 
gnétisme vrai, 

47:M,  =    >  -y-, 

jL^    dx 


\''K 


SI  nous  posons, 

a  =  |jLa  +  4^A^, 
/>^;..3  +  4^lV 

'■  =  :^V  +  4-^^,  ; 

(le  sorl<'   (jiic  A„,  B„,  (1„  soient   les  composantes   de  Taimantation 

licrDKinciïtCy  on  aura, 

VI  d(t  VI  d^xy.     ,     ,     V^  ^/A„ 

^  r/.r  ^    dx      '  ^  rf.r 


par  eoiis<''([nent, 

'     '  -^'1  =  —  Zu77' 


La  ilensile  do  ma<:^n<'lisme  r/v//  a  donc  la  même  expression 
<jue  celle  du  ma<(uétisme  lihre,  à  cela  près  ([ue  les  composantes 
de  l'aimanlalion  totale  son!  remplacées  par  les  composantes  de 
Taiman talion  permanenle. 
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Le  magnétisme  libre  c'est  donc  le  magnétisme  total,  tant 
permanent  qu'induit  ;  le  magnétisme  vrai,  c'est  le  magnétisme 
permanent. 

Electricité  vraie.  —  C'est  celle  qui  se  porte  par  conduction  ou 
convection  sur  la  surface  des  conducteurs;  on  a,  en  désignant 
par  p  sa  densité, 

r/KP 


,r, = y. 


dx 


or, 


—--  =  f',  etc., 
donc 

relation  de  Maxwell. 

Electricité  libre.  —  En  appelant  p^  la  densité  de  l'électricité 
libre,  on  a, 

d'où 

Quelle  différence  y  a-t-il  au  point  de  vue  physique  entre  ces 
deux  ([uantités  d'électricité  ?  Pour  nous  rendre  compte  de  cette 
diflerence  considérons  mi  conducteur  électrisé  et  un  diélec- 
trique séparé  du  conducteur  par  une  lame  d'air.  11  y  a  de 
l'électricité  vraie  \\  la  surface  du  conducteur  ;  mais  il  n'y  en  a 
pas  à  la  surface  du  diélectrique,  (^uant  à  l'électricité  libre,  elle 
existe  à  la  surface  du  conducteur  et  à  môme  densité  que  l'élec- 
tricité vraie,  mais  il  v  a  aussi  de  l'électricité  libre  à  la  surface 
du  diélectrique.  Elle  est  due  aux  charges  «  apparentes  »  pro- 
duites par  la  polarisation  du  diélectrique. 

Si  maintenant  le  conducteur  est  au  contact  du  diélectrique 
qui,  par  exemple,  le  recouvrira  complètement,  il  y  aura  de 
l'électricité  vraie  h  la  surface  du  conducteur,  mais  il  n'v  en  aura 
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pas  sur  la  surface  extérieure  du  diélectrique  ;  il  y  aura  électricité 
libre  à  la  surface  extérieure  du"  diélectrique  ;  il  y  en  aura 
également  à  la  surface  de  séparation  du  conducteur  et  du  diélec- 
trique mais  la  densité  de  l'électricité  libre  et  celle  de  l'électricité 
vraie  à  cette  surface  ne  seront  pas  les  mêmes. 

301.  Remarque  —  Supposons  ([ue  nous  ayons  une  surface  S 
fermée  et  placée  dans  le  vide  ;  supposons  qu'il  l'intérieur  de 
celte  surface  puissent  se  tiouvor  des  corps  conducteurs,  des 
diélectriques  ou  des  corps  magnétiques.  En  tous  les  points  de 
la  surface  S  on  a 


l^  = 


'0  > 


par  consécjuent  sur  cette  surface  il  y  a  égalité  entre  la  force 
magnétique  et  Tinduction  magnétique  ;  quant  ii  la  force  élec- 
tri([ue  et  Tinduction  électrique,  elles  sont  égales  au  facteur  K^près. 
r.es  (bix  correspondants  seront  par  suite  égaux  deux  à  deux  :  il 
en  résulte  que  la  quantité  lotale  d'électricité  vraie  est  égale  à  la 
(juantité  totale  d'électricité  libre  et  que  la  quantité  totale  de 
magnétisme  libre  est  égale  à  la  quantité  totale  de  magnétisme 
vrai.  Seulement  à  l'intérieur  de  la  surface  on  pourrait  avoir  une 
répartition  différente. 
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302.  —  (Commençons  par  le  principe    de   la  conservation    du 

matrnétlsme  et  faisons  cette  vérification  en 
partant  du  magnétisme  vrai. 

(A)nsi(lérons  une  surlace  S  fermée.  Il  s'agit 
de  (lémontr(M'  ([ue  le  (hix  magnéliciue  il  travers 
cette  surface  est  constant. 

Détachons  de  S  un  élément  de  surface  rfo>. 
La  surface  restante  S'  sera  ainsi  ouverte.  Le 
(lux  d'induction  à  travers  la  surface  totale  S 
(Hlfère  infiniment  peu  du  llux  d'induction  h 
travers   S'.    Il  s'agit   donc  de  démontrer  ([ue  b    llux  à  travers  S' 


rij,^ 


I  > 
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est    constanl    et    que    par    conséquent    sa.   dérivée    est    nulle. 
Or  nous  avons 


Y/'^^^i  f  2''^*'''^' 


la  première  intégrale  étant  étendue  à  la  courbe  C  limitant 
l'élément  de  surface  rfco  ^t  la  seconde  à  la  surface  S';  or,  cette 
courbe  est  infiniment  petite  vu  la  petitesse  de  rfw  ;  Tintégrale 
de  ligne  en  question  peut  par  conséquent  être  considérée  comme 
nulle  et  il  reste  alors, 


in 


'    I     /    \fJ''^diù  =  o, 


et  par  suite 


C.  ().  F.  I) 


303.  —  Pour  V^  électricité  y  on  démontrerait  de  la  même  manière 
que 


/     V*^*^  =  ^' 


rintégrale  étant  étendue  à  la  courbe  C. 
Et  en  tenant  compte  de  (12) 


diù  =0 


les   intégrales  étant   étendues   à    la  surface    S'  ou    à   la    surface 
fermée  S  qui  en  diDFère  infiniment  peu. 

Or,  la  première  intégrale  représente  la  quantité  d'électricité 
qui  sort   de   la  surface  S  par  conduction  ;   la    seconde  intégrale 
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représente  le  flux  d'induction  électrique  h  travers  la  surface  S  : 
c'est  bien  là  le  principe  de  la  conservation  de  VèlectricUè, 


VÉRIFICATION   DU  PIUXCII»E    DE    LA    COXSEHVATION    DE    l/ÉXEHGIE 


304.  —  Les  équations  de  Hertz  sont-elles  conformes-  au 
principe  de  la  consen-ation  de  l'énergie? 

Pour  vérifier  cela,  voyons  de  quoi  se  compose  cette  énergie. 
Hertz  admet  que  Ténergie  totale  se  compose  de  Ténergic  élec- 
trique et  de  Ténergie  magnétique.  D'après  Maxwell,  Ténergie 
électrique  a  pour  expression 


f  +  /'^), 


que  nous  écrirons  pour  abréger, 


(-9)  -T-Ea 


l'intégrale  étant  étcMulue  à  l'espace  tout  entier. 
D'après  Hertz  rénergie  éloclricjue  a  pour  valeur 


('>Oi 


(]es  doux  oxpi'cssions  i  i()  et  '>.o)  sont  é(|nlvalenles  ;  il  sullitjcn 
effet,  (le  nous  rappeler  (juc  le  veclcMii'  iKP,  KQ,  KR)  de  Hertz 
est  égîil  au  vecteur    f\  i^,  h    de  Maxwell  au  facteur  /\t.  près. 

Mais  il  n Cn  est  plus  de  m«*'nie  pour  1  énergie  magnétique. 
Dans  c<»  cas  non  seulement  11  n'v  a  plus  accord  entre  la  formule 
donnée  par  Max\\('ll  e1  celle  donnée  par  Hertz,  mais  encore 
les  tomes  1  et  W  du  Trdilc  iltissû/KC  de  Maxwell  ne  sont  pas 
d'accind  entre  eux  sur  ce  [)olnt. 

Ainsi   Maxwell  dans  le  tome  l  dr  son  traité,  (piand  il  s'occupe 
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des  aimants  sans  parler  de  courants,  donne  pour  expression  de 
Ténergie  électromagnétique 

(21)         -    /    (Aa+Bfi+Cv)  — 


rintégration  étant  étendue  à  tous  les  éléments  de  volume  d'z  de 
l'espace. 

Quand  il  s'occupe  des  courants  il  donne  l'expression  sui- 
vante, 

(22)  /  ;«a  +  ^3  +  n')-^-=   /  ^2"*- 

Or,  il  est  aisé  de  voir  que  ces  deux  expressions  de  Maxwell 
ne  sont  pas  compatibles  entre  elles.  En  elFet,  s'il  n'y  a  pas  de 
courants  mais  seulement  des  aimants,  la  deuxième  expression 
de  Maxwell  est  nulle.  Plaçons-nous  dans  ce  cas.  On  a  donc,. 


Or, 


don 


a  =  7.  -\-  ^TzAy  etc.  ; 


c 


/  *  V 


d'oi 


ou 


(23)  _    /  iLVA 


a  = 


Or  le  premier  membre  de  celte  relation  représente  la  pre- 
mière expression  de  l'énergie  électromagnétique  de  Maxwell. 
On  voit  donc  que  ces  deux  expressions  de  Maxwell  sont  com- 
plètement  inadmissibles. 
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tiertz   donne  comme   expression   de  l'énergie   magnétique   la 
formule  saîvante. 


On  remarque  facilement  que  cette  expression  est  identique  à 
l'expression  '22^  de  Maxwell  quand  il  ny  a  pas  de  magnèiisnte 
permanent    A^  =  B^  =  C^  ::^  O  . 

S'il  nV  a  que  du  magnétisme  permanent  et  pas  de  magné- 
tisme induit    ;^  =  1^  alors  l'expression  de  Hertz  se  réduit  à 


expression   identique  à  l'expression  'i\    de  Maxwell  (d'après  la 
relation    2.'5<  que  nous  venons  d'établir  . 

305.  —  Adoptons  l'expression  de  Hertz.  Hertz  donne  comme 
expression  d'énergie  totale  tant  électrique  que  magnétique  l'ex- 
pression suivante, 


(25)  J  = 


/^fi-^'-'+i  ^-'i  ■■ 


(l'oii.  en  diflV'rcnliiiiit  pîir  rapport  ii  /, 


lu-mi>lar(iiis  dans  celto  rr-Ialion  — ; —  et  — -. —  par  leurs  valeurs 
'  dl  dl     * 

lir«-<*s  «les  (-(luations  '\)  el    11    de  Hertz    p.  M\(S  et  35 1)  il  vient. 

Y  vpd-.. 
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Je  dis  que  la  première  intégrale  du  second  membre  est  nulle. 
En  effet,  remarquons  que  cette  intégrale  peut  s'écrire, 


/f  Si  «■-"?' 


l'intégration  étant  étendue  h  Tespace  tout  entier. 

D'autre    part  nous  savons   que,  U   étant   une    fonction   quel- 
conque, on  a 


car  toutes  nos  fonctions  s'annulent  à   l'infini   et  nos  intégrales 
sont  étendues  à  l'espace  entier.  On  a  donc, 


rfj-  =  o  ; 


il  en  résulte  que  l'intégrale  (27)  et  par  conséquent  la  première 
intégrale  du  second  membre  de  (26)  est  nulle. 
La  relation  (26)  devient  donc 

(.8)  §=-    /     >'.P/"'- 


Quelle  est  la  signification  de  cette  équation  ?  —  Prenons  l'axe 
des  X  parallèle  à  la  direction  du  courant  dans  l'élément  d-z  et 
prenons  pour  élément  de  volume  un  petit  cylindre  de  section  di 
et  de  longueur  rfS. 

On  a, 

d'z  =  d'y  dS^ 

la  relation  (28)  peut  donc  s'écrire, 

(29)  ^=-  I   ypds.pd^, 
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Or  P(/S  exprime  la  force  électromotrice  ;  désignons-la  par  E  ; 
l'autre  facteur  pd^r  exprime  Tintensité  du  courant  ;  désignons 
par  /  cette  intensité;    la  relation    (29)  devient  donc  finalement, 

di  i    ^. 


dt 


Or  E/  représente  la  chaleur  de  Joule  ;  le  principe  de  la  con- 
servation de  l'énergie  est  donc  vérifié  par  les  équations  de  Hertz. 
L'expression  de  Vcmergie  magnétique  de  Hertz  est  donc  la  seule 
acceptable. 


CHAPITRE  II 


ÉLEGTRODYNAMIQUE   DES  CORPS   EN  MOUVEMENT 


Jusqu'à  présent  nous  ne  nous  sommes  occupé  que  des  corps  en 
repos  :  nos  circuits  ne  se  déplaçaient  pas.  Xoufr  allons^cnviaager 
maintenant  le  cas  des  circuits  en  mouvement.  L'étude  des  phéno- 
mènes qui  se  présentent  dans  ce  cas  constitue  Télectrodynamique 
des  corps  en  mouvement. 


306-  Dérivées  par  rapport  an  temps.  —  Désignons  les 
composantes  de  la  vitesse  de  la  matière  par  E,  r^,  ^  et  soit  U  la 
valeur  d'une  fonction  en  un  point  M  (.r,  f/,  z]  ;  cherchons  la 
dérivée  par  rapport  au  temp»  de  cette  fonction. 

Deux  cas  peuvent  se  présenter  : 

i"  Le  point  M  (.r,  //,  z)  est  fixe. 

2*^  Le  point  M  (.r,  //,  r)  est  entraîné  dans  le  mouvement  de  la 
matière. 

On  aurii.  par  conséquent  deux  sortes 
de  dérivées  pur  rapport  au  temps  : 

1°  La  dérivée  de  la  fonction  U  en  sup- 
posant M  :.r,  //,  z)  fixe  ; 

2*^  La  dérivée  de  la  fonction  U  en  sup- 
posant que  M^r.  .y,  z.)  est  entraîné  dans 
le  mouvement  de  la  matière, 

Dans  le  premier   cas,   la   valeur   de  U    au    temps  l-\-dl  sera 

df  et,  diins  le  second  cas,  elle  sera  U  -\ — :—   dl^   en  dési- 


Fig.  iG. 


L  ^• 


(il 


(V 


gnant  par 


^, 


(avec  des  ()  ronds)  les   dérivés  d'une   fonction   par 

rapport  au  temps  quand  le    point   (r,  /y,  z)  est  entraîné  dans  le 
mouvement  de  la  matière  ;  —  nous  ferons  usage  de  cette  conven- 
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lion  toutes  les    fois   qu'on   aura   à  considérer  des  dérivées  par 
rapport  au  temps. 

Calculons  maintenant  celte  dérivée  -r-- 

Considérons  donc  un  point  M  «.r,  y,  r^,  successivement  à 
Tépoque  /  et  à  Tépoque  /  -\-  dt.  Ce  point  étant  entraîné  dans  le 
mouvement  de  la  matière,  ses  coordonnées  .r,  y,  z  subissent  des 
accroissements. 

d.r  =  \dt^ 

df/  =  r^dt, 

dz  =  ÎJrf/, 

et  il  vient  alors  pour  valeur  de  cette  dérivée 

307.  Induction  dans  un  circuit  en  mouvement.  —  Considé- 
rons un  vecteur  quelconque  (a,  ^,  •/),  une  surface  S  limitée  par 
une  courbe  C  et  l'expression 

(9.)  0=    1     ^  /arfco. 

Proposons-nous  d'évaluer  la  dérivée  de  cette  expression  par 
rapport  au  temps. 

Pour  fixor  les  idées  supposons  que  le  vecteur  considéré  soit  la 
force  rnafçnéticjue  a,  [j,  v'  ;  Texpression  (9.)  représentera  alors  ce 
(jifon  appelle  le  flux  de  force  mii^iiéti([ue  h  travers  la  surface 
considérée. 

il  v  a  deux  niaiiières  d'envisaîrer  la  (luestion. 

i"  On  peut  supposer  que  la  surface  S  reste  fixe,  et  dans  ce  cas 

la  dérivée  en  ciuesticni  s'écrit   —, —  avec  des  r/ ordinaires^'  d'après 

*  dt  /        r 

notre  convention. 

'A"  On  peut  supposer,  (ju'au  contraire,  la  surface  S,  au  lieu  de 
rester  fixe,  s(»  déplace,  entraînée  dans  \o  mouvenienl  de  la  matière, 

et  vienn(»  en  S  *.  dans  ce  cas  c  osl  la  dérivée  ——-avec  des  0  ronds) 

cju'il  faut  considérer. 
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Je  me  propose  d  évaluer  cette  seconde  dérivée  -r- —  .  Quand  / 

augmente  et  rf/  et  qu'en  même  temps   la  surface  S  est  entraînée 
dans  le  mouvement  de  la  matière 
et  vient  en    S',  4>  subit  alors  un 
accroissement  représenté  par 


0<I> 


dt. 


Cet  accroissement  peut  être  dé- 
composé en  trois  parties  distinc- 
tes. Soit  S''  une  surface  annulaire  qu'on  peut  faire  passer  par  les 

circuits  CC,  C'C  qui  limitent  les  sur- 
faces S,  S^  Les  trois  parties  de  Taccrois- 
sement  sont  : 

1°  I/accroissement  subi  pendant  le 
temps  dt  par  le  llux  qui  traverse  la  sur- 
face S.  Cet  accroissement  a  pour  valeur 


>  9i 


dt. 


2°  Le  flux  qui  traverse  la  surface  annu- 
laire S".  Je  désignerai  par  Oj<P  cet  accrois- 
sement ; 

3°  La  différence  entre  le  flux  qui  tra- 
verse  8+ S''  et   le  flux  qui  traverse   S^ 
J'appellerai  o^<I>  cette  différence. 
On  a  donc, 


Fig.  48. 


(3) 


()<I>  d^ 


Evaluons  chaque  terme  du  second  membre  séparément. 
D'abord,  pour  —.—  ,    on   a,  en    différentiant   <I>  par    rapport 


a/, 


(4) 


d^ 
HT 


JGG 
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Calculons  muiiitciiniit  o,^^. 

Soit  ce  la  courbe  qui  limite  la  surface  S  ;  au  bout  du  temps  dt 
cette  courbe  vieut  eu  C'C  et  si  nous  considérons  deux  points  PP, 
limitant  un  arc  PP,  sur  la  courbe  C,  au  bout  du  temps  dr  cet 
arc  viendra  en  P'P',. 

Considérons  le  petit  quadrilatère  PP,P',P'  formé  par  les  deux 
arcs  1*P,  et  PP',  et  les  deux  petites  droites  PP',  P^P',.  Ce  petit 
(^uadrilatère  est  assimilable  à  un  parallélogramme.  Appelons  iho 
son  aire  et  évaluons  le  flux  de  force  magnéli(jue  à  travers  cette 
aire.  A  cet  eHet  menons  par  les  sommets  du  petit  parallélo- 
gramme des  droites  P(^,  ^Mi>  f*'Q'>  I^'iQ'i  représentant  la  force 
magnéti(pie  en  grandeur  et  direction,  et  considérons  le  petit 
parallélipipède  ainsi  formé.  Je  dis  que  le  volume  de  ce  parai lé- 
lipipède  représente  le  flux  clierché.  En  edet 

vol"  du  parai*  =  (ko  X  hauteur 

c\  la  hauteur  c'est  la  composante  normale  de  la  force  magnétique. 
])ar  construction. 

Le  calcul  du  (lux  cherché  se  raiiiène  donc  au  calcul  du  volume 
du  parallélipède  PP,  i^'P',  (H),  (/(!',. 

Evaluons  ce  volume.  Observons  à  cet  elVet  que  PP'  c'est  le 
chemin  parcouru  pendant  le  temps  ii(  par  le  point  P  ;  les  trois 
composantes  <lr  ce  petit  clirmin  sont,  en  désignant  par  ;,  Tj,  T, 
les  coinposaiilrs  de  la  vitesse  du  point  P  ([ui  est  la  même  que  la 
vilrssr  (h'  la  nrilîérr  ,  ç*"//,  7///,   Idf. 

!.«'  v(»liim('  <ln  |)arallélipipr'(h'  en  (piestion  est  donc 


!  >/.r 

<l!l 

</r 

1    *•    / 

'f,dl 

Ut 

^dl 

y. 

0 

t 

i 

(Ix        (h/     (iz 


•^i 


*  f 
i 


P(Hir  avoir    \v 
\'iru\  al(MS. 


ux  total    il    faut    int/'grer  cette    expression,    il 


o,<l> 


fit 


d. 


(l.r 


a 


'///    '/-- 


t 
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Développons  le  déterminant  quifigure  dans  le  second  membre  ; 
en  désignant  parX,  Y,  Z  ses  mineurs,  il  vient, 

X  =  7-0  -  P^. 

I  -   Of  ^  —  V* 


Z  -  ?; 


ay  * 


donc 


"rfT 


a 


'/// 


T 


Xrf.r, 


la  dernière  intégrale  étant  étendue  au  contour  C. 

Transformons    cette   dernière    intégrale    par  le    théorème    de 
Stokes,  il  vient, 


(5) 


^=  /  i:-(4^-f  ) 


Calculons  maintenant  o./I>. 

Nous  avons  désigné  par  ce  symbole  la  difFérence  dts  llux  (jui 
traversent  S-|-  S''  et  S'.  Remar- 
quons d'abord  que  ces  surfaces 
sont    limitées    par    une    même 
courbe  C. 

Pour  avoir  o^<I>  considérons 
un  élément  de  sur  lace  r/to  de  S 
et  par  les  difVérents  points  de 
cet  élément  menons  des  lignes  de  force  ;  nous  déterminerons 
ainsi  des  tubes  de  force  qui  découperont  sur  S'  un  élément  </to'. 
Quel  est  le  flux  total  qui  traverse  le  petit  cylindre  ainsi  formé  ? 
Si  nous  désignons  par  d'z  le  volume  de  ce  cylindre  infiniment 
délié,  ce  flux  a  pour  valeur 


l'i^-  4v- 


(^5) 


( 


rZa         di 


d- 


d.v         dij         dz 


d-. 


et  il  provient  de  l'excédent  du  (lux  qui  traverse  (/to  sur  celui  qui 
traverse  dw  et  du  flux  qui  traverse  les  parois  latérales  du  cylindre. 
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Mais  remarquons  que  ce  dernier  est  nul  :  à  travers  les  parois 
d'un  tube  de  force  ne  passe  pas  de  flux.  Le  flux  total  (6)  est 
donc  la  différence  entre  le  flux  qui  traverse  d^'  et  celui  qui  tra- 
verse rfcii  :  c'est  précisément  la  quantité  que  nous  voulions  cal- 
culer. 

Mais  il  nous  reste  encore  à  évaluer  d-z.  Or  nous  avons  sur  la 
figure 

Il  étant  la  hauteur  du  petit  cylindre  dont  les  bases  sont  rfwet  rfo/, 
^  ^(^  c'est-îi-dire  la  projection  de  AB  sur 

la  normale  h  S. 

Remarquons  que  le  point  A  sur  la 
surface  S,  à  l'époque  /,  appartient  à  la 
surface  S'  à  l'époque  t-\-dt  :  il  vient 
en  C,  voisin  de  B.  D'autre  part,  on  a, 

proj.  AB  -^^  pi**>j-  AC  +  pi'oj.  CB, 

«'l    comme  (IB  est  un  arc  situé  sur  S' ,   la   projection  de  CB  est 
un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur. 

Reste  donc  à  évaluer  la  projection  AC. 

Or,  les  trois  projections  AC  sur  les  axes  sont 

Idfy  f.dt,  r^df; 

par  conséquent 

proj.  AB  -^^  /;  +  /;/r,  +'N,  f^f- 

N'oilà  donc  la  hauteur  du  cylindre  (en  supposant  ([ue  les  deux 
surfaces  S,  S'  sont  infiniment  lapprochées  l'une  de  Tautre). 
La  valeur  du  volume  (h  est  alors 

d^  .^i^  ,/;  +  ff^'f^  -\-  /t'^i  dfdo)  -^^  diodf  ^   /;, 
rt  l'expression    6    devient, 

'    ^        \  dx         a  II  dz  I 


ou  encore 


/   i        /   ^  dx 


I 
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En  intégrant  cette  expression  il  vient, 


(^)  ^=   ^-S'^S^ 


La  relation  (3)  peut  maintenant  s  écrire, 


rfZ\ 


Xin  ~  Iji)  ' 


+ 


/  2'''''•'2'rf^ 


ou  encore 


0* 


et  en  remplaçant  X,  Y,  Z  par  leurs  valeurs, 


iVt»        I  \r^  . .  r  dj. 


[ 


0,  ~  /  ^"i^r+TT :'--•?' 


-i««— )+^Iè] 


l^osons  pour  simplifier, 


0 
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lii  relation  en 


Ô<I> 


devient 


ho 


"-/v«»(^->:) 


C'est  la  rormule  que  nous  voulions  établir. 

Les  considérations  qui  précèdent  s'appliquent  à  un  vecteur 
quelconque  :  on  n'aura  qu'à  remplacer  dans  (lo"!-  le  vecteur 
(a,  j,v,  pjir  un  vecteur  quelconque;  on  aura  ainsi  des  expres- 
sions analogues  à  [a],  [  j].  [^j  qu'on  déduira  des  relations  (9^  en 
remplaçant  le  vecteur  a  par  le  vecteur  considéré. 

308.  Théorème,  —  Nous  nous  proposons  de  démontrer  encore 
le  théorème  suivant  qui  nous  sera  utile  dans  la  suite. 

Prenons  un  vecteur  quelconque  —  'a,  |3,  y  pour  préciser  les 
idées  —  et  considérons  la  valeur  a]>solue  de  ce  vecteur,  valeur 
que  je  désignerai  par  N  de  sorte  que 


N^  =  a»+.3^  +  y^; 


je  dis  que 


- .  ON        VI       dy.  . 
(V        ^      (Il 


-^y 


a   a 


Pour    (lénionlrcr    cette   relation,     considérons   un   élément  de 

surface  (h*)  quelconque  et  exprimons  le 
flux  (jui  traverse  cet  élément. 

Soit  N'  la  normale  à  cet  élément  et 
désignons  par  0  langle  que  fait  le  vecteur 
(y.,   j,  V    avec  cette  normale. 

Le  flux  en  (juestion  a  alors  pour  valeur, 

Ki^^  "il.  ^  ^^(J) 

(Calculons  -:-—  .    Su])posons  pour  cela 

(jue  nous  ayons  alFaire  à  un  corps  solide  ;  dans  ce  cas  si  $,  7,, 
^  sont  les  composantes  de  la  viles.se  de  la  matière,  ces  compo- 
santes satisftîront   à  une  certaine  relation  qui  exprimera  que  le 
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coFp5  solide  se  déplace  sans  se  déformer,  c'est'»-dlre  qu'on  aura, 

rfE  dr^   _  (TC,    

dx         dy  dz  ' 

d\  d'f^  dr^  dJ^  d^  dl 


dt/         d.v  dz  dfj  dx         dz 


Formons -t;—  .  Il  vient 


COS  !««!> >i    Sin  1  -r 


(^t  dt  dt 

Supposons  qu'à  Tinstant  t  le  vecteur  N  soit  perpendiculaire  h 
rfoj  ;  on  a  alors 

0=0;  cos8=  I  ;      .    sinO=o; 

et  la  relation  précédente  devient, 

=  -T —  ato. 


dt  dt 

Cette  nouvelle  expression  de  (V«D  doit  être  égale  à  celle  trou- 
vée précédemmeîit  (10).  Kn  identifiant  ces  deux  expressions  il 
vient 


OX    ,            ,    VI ,  /  doL 
flit^  =  ato    7  /  • 


1 


OL 


dt  Âj\dt 

en  multipliant  cette  relation  par  X  et  en  remarquant  que 

/X  =  a, 
/"X  =  ;3, 

11  vient  finalement 

c'est  la  relation  annoncée.  Mais  n'oublions  pas  que  cette  démons- 
tration  suppose  que  Vêlement  de  surface  dt}>  appartient  à  un  corps 
solide. 
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309.  Equations  fondamentales  de  Hertz.  —  Ces  prélimi- 
naires étant  établis  voyons  comment  fait  Hertz  pour  trouver  les 
équations  fondamentales  de  Télectrodynamique  des  corps  en 
mouvement. 

Rappelons  pour  cela  les  lois  fondamentales  que  nous  avons 
trouvées  pour  les  corps  en  repos. 

Considérons  une  surface  S  limitée  par  une  courbe  C. 

Première  loi.  —  L'intégrale  de  ligne  de  la  force  électrique, 
étendue  à  la  courbe  C,  est  égale  à  la  dérivée  par  rapport  au 
temps  du  flux  d'induction  magnétique  qui  traverse  la  surface  S 
limitée  par  le  contour  C,  c'est-h-dire 


Comment  cette  loi  doit-elle  être  interprétée  pour  les  corps  en 
mouvement  ?  Doit-on  supposer  la  surface  S  fixe,  ou  bien  entraî- 
née dans  le  mouvement  de  la  matière  ?  —  Cette  question  est 
tranchée  par  Tcxpérience  :  Texpérience  prouve,  en  efiet,  qu'on 
doit  supposer  la  surface  S  comme  étant  entraînée  dans  le  mou- 
vement de  la  matière. 

C'est  ainsi  (ju'un  circuit  mobile  dans  un  champ  invariable  est 
\o  sii'j^<î  de  courants  d'induction.  Je  n'insisterai  pas  sur  ces  faits 
(•\[)ériin(Mitaux  :  j'admettrai   seulement  la  conclusion.  C'est  donc 

\\\  cléi'ivée  -r —  i  avec  dos  i)  ronds'    qu'on   doit  considérer  pour  les 

corps  on  mouvomont. 

Première  loi  fondamentale.  —  Il  résulte  do  ce  qui  précède  que  : 
L' iiitêi^rale  de  li^nc  de  la  force  électrique^  étendue  au  con- 
tour C,  est  éi;ale  à  la  f^érirée  par  rapport  au  temps  du  flux  d  in- 
duction niai^nétiijue  f/ui  t  rare/se  la  surface  S  limitée  par  le  con- 
tof/r  C,  cette  surface  étant  siipposée  comme  entraînée  dans  le 
/noif renient  de  la  /fiatière. 

L  expression  analyti<juo  de  celte  loi  est  la  suivante. 

(12  I       7    P^/.r  z= —-     /       7   hk'yjho. 
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Transformons  cette  expression.  Le  théorème  do  Stokes   nous 
donne  pour  la  première  intégrale, 


i:-(#-f)- 


Quant  au  second  membre  transformons-le  en  lui  appliquant  le 
théorème  que  nous  avons  démontré  plus  haut  (formule  10)  et 
qui,  avons-nous  dit,  s'applique  à  un  vecteur  quelconque. 

Nous  avions  pour  le  vecteur  (a,  ^,  y) 


pour  le  vecteur  ([xa,  [jl^S,  (xy),  qui  nous  intéresse  en  ce  moment, 
nous  aurons  donc, 


/e«"(^-h- 


La  relation  (12)  peut  alors  s'écrire, 


Idiù 


(^-f)=/2-(^-[H): 


et  en  identifiant  les    coefficients    de   Ww,    /«rfw,  ndiù  des  deux 
membres  de  cette  relation,  il  vient 

dii.y.   __  di)         rJR 

.      dl    ~~  dz  dy  ■T"L'    > 

ce  sont  les  équations  fondamentales  de  Hertz  pour  les  corps  en 
mouvement. 
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Rappeloiii^  que  [[-ta^,  [[JlJj],  |  [jty]  ont  pour  valeurs, 


\ 


310.  —  Maxwell  raisonne  de  la  même  manière,  seulement  au 
lieu  de  considérer  le  vecteur  ([xot,  |jlJj,  [jl^J,  il  considère  le  vecteur 
(rt,  /»,  r)  qui  représente  l'induction   magnétique  suivant  lui  ; 
obtient  ainsi, 

da         d(l        dl\       ,    , 


.    d(  dz  dy 

\  dh         dR        dP        ..^ 

^     '  ï    dt  r/.r  dz     '    ^   -■ 

[a\,  \ù\y  ir'  ayant  pour  valeurs 

/»    ^-r  —  (ry.  —  /yîTi j-  7>;  —  <'///• , 

(IZ  ({.V 

...  ,  \^   ^A/         \1   d<i      ^Vl   r/r/  ^         , 

car  les  (h'inicrs  tornu^s  ;    >  —j—  .y,   7  — — ,  ^  ^  —^ —  sont  nul! 

si  on  li(*nl  C()ni])lc  de  la  relation  de  Maxwell 


VI   d(i 


d.v 


Dans  er's  «'([ualions  x'S  de  Maxwell,  les  deux  premiers  termes 
des  seconds  nienihrt^s  ex|)rinn'nl  1  induelion  niaj^nétique  due  h 
la  variation  du  chainj)  el  le  lroisi«'nie  terme  '  ^/  ,  ' /*  ,  \c\  exprime 
rinduction  magnéti<|ue  due  au  mouvement  du  circuit. 
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COMPAHAISOX    ENTHE     LES    RELATIONS    FONDAMENTALES    DE   HeRTZ 

ET    CELLES    DE    MaXWELL 

3H.  —  Y  a-t-îl  identité  entre  les  équations  (1)  de  Hertz  et  les 
équations  (i3)  de  Maxwell  ?  Remarquons  que  si  les  deux  systèmes 
d'équations  paraissent  avoir  une  certaine  analogie  quant  à  leur 
forme,  il  n'en  est  plus  de  même  des  vecteurs  qui  y  figurent  :  le 
vecteur  de  Hertz  a  pour  composantes  jjia,  [jl^,  [jlv,  tandis  que 
celui  de  Maxwell  a  pour  composantes 

i  =  ^3  +  4-B, 

c  r=Y-f.47:C. 

Pour  qu'il  y  ait  identité  entre  ces  deux  vecteurs,  il  faut 
que 


a  =  ;jia,        h  =  |jl|j,        c  =:  [/ 


c'est-à-dire  qu'il  n'y  a  identité  entre  ces  deux  vecteurs  que  dans 
les  corps  dépoiinnis  de  ma^nctianie  permanent  ;  n'ayant  par  con- 
séquent que  du  nia^nèlisine  induit. 

Cependant  les  équations  (I)  et  (i3)  peuvent  à  certaines  con- 
ditions se  ramener  l'une  à  l'autre. 

Posons  en  effet, 

a  =  [i.a  +  47:  Ao, 
/.  =  JX.3  +  4-B,, 

^.    ^    .^.,  _|_    ^^Q^ 

\,  B„,  C,,  étant  les  composantes  de  l'aimantation  permanente. 
On  tire  de  ces  relations 


.  y\  ^  >^j  +  44A,^, 

(«4)  [h\   -  |u3j+4t:!B„S 

[c]  =  [.v;  +  4t:[^.'> 

car  a,  jj,  y  entrent  linéairement  dans  [aj,  f  ^j  ', 
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(lela  posé,  retranchons  membre  à  membre  les  relations  (i3)des 
relations  (I);  il  vient 

et  deux  autres  équations  symétriques  de  celles-là  que  je  n'écris 
pas. 

Ces  équations  doivent  être  satisfaites  pour  qu'il  y  ait  identité 
entre  ces  é(iuations  de  Hertz  et  celles  de  Maxwell. 

Tirons  [;ja]  —  \a\  des  relations  (i4)  et  substituons  sa  valeur 
dans  (i5),  il  vient, 

d\}.%         du  .ri 

ou,  en  remplaçant  a  par  sa  valeur 

r«  =  [xa  4-  47:Ay, 


(■6)  ;  ^'  =  (11.). 


\ 


dt       ~    L^^«'' 


dt 

dC 


dt 


1  r/^  1 


les  deux   dernières    de    ces  é([uations  s'obtenant  comme  la  pre- 
mière. 

Ainsi  il  y  aura  identité  entre  les  écjuations  de  Hertz  et  celles 
de  Maxwell  si   les  écfiialions     16    ont  lieu. 

Supposons  maintenant  (jne  les  aimants  permanents  soient  des 
corps  s{dides  qui,  en  se  déplaçant,  (Mitraînent  avec  eux  leur 
aimantation  permanente.  Je  dis  i\\u\  dans  ce  dernier  cas,  les 
relations  i()  sont  léjriiimcs.  Considérons,  en  eiret,dansun  solide 
aimanté  (|ui  entraine  avec  lui  son  aimantation  |)ermanente,  une 
snrlaer  (jtn'leoncpu'  et  évaluons  le  llux  \^\^)  (jni  traverse  cette 
surface  et  cpil  correspond  au  vecteur  ,  A^^,  H^,  C,,).  L'aimantation 
permanente  étant  entraînée  en  bloc,  on  a  alors 

—7-  =  o. 
dt 
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Or  nous  avons,  pour  le  vecteur  (Ay,  B^,,  CJ  (p.  Syo), 


'"^  '    ^Wu.  ^'''^" 


fH  f     Zj  \  dt 


[A„])  ; 


donc 


[A«])=o, 


et  par  conséquent, 


dK 


dt 

(m 

dt 

dC 


[Aol, 


-  -  [Bol, 


dt 


-=[Co]. 


C.  Q.  F.  D 


Ce  sont  bien  les  relations  (16)  que  nous  obtenons.  Il  y  a  donc 
identité  entre  les  relations  (I)  de  Hertz  et  les  relations  (i3)  de 
Maxwell,  h  condition  que  Taimantation  soit  permanente  et  qu'elle 
ne  soit  pas  modifiée  par  le  déplacement  de  Taimant.  Ces  relations 
cesseraient  d'être  équivalentes  si  les  corps  aimantés  ne  conser- 
vaient pas  leur  aimantation  permanente,  si  par  exemple  ils  étaient 
désaimantés  par  la  chaleur.  Si  les  corps  aimantés  ne  sont  pas 
des  corps  solides,  mais  se  déplacent  en  se  déformant,  il  n'y  aura 
pas  non  plus  équivalence  enti-e  les  deux  systèmes  d'équations,  à 
moins  qu'on  ne  fasse  des  hypothèses  particulières  sur  l'influence 
de  ces  déformations  sur  l'aimantation. 

Donnons  un  exemple  d'un  cas  où  les  deux  systèmes  d'éqna- 
tibns  conduisent  h  des  conclusions  contradictoii-es.  Considérons 
un  tore  d'acier  aimanté  uniformément  ;  il  n'a  pas  d'action  sur 
un  morceau  de  fer  placé  à  l'extérieur,  mais  sa  magnétisation 
n'est  pas  nulle  :  on  peut,  en  effet,  la  faire  apparaître  en  coupant 
le  tore  en  deux  parties  qui  agiront  comme  deux  aimants  ;  par 
contre,  il  n'y  a  pas  de  magnétisme  vrai  à  l'intérieur  du  tore. 
—    Modifions    maintenant    son    aimantation     en    le     chauffant 


^78  KLECrnODYiSAMIQl'E  DES   COUPS  ES  MOIVEMEST 

apri'S  lavoir  entouré  d'un  fil  conducteur  enroulé  en  hélice. 
Que  va-t-11  s'y  passer?  Les  relations  de  Maxwell  annoncent 
un  courant  d'induclîon  dans  le  fil  ;  d'après  les  relations  de 
Hertz,  il  ne  doit  pas  y  avoir  de  courants  d'induction  dans  le 
fil.  On  obtient  donc  des  conclusions  contradictoires.  —  Peiit- 
(^tre  d'ailleurs  aucune  des  deux  fornuiles  n'est-elle  applicable  ii 
un  cas  de  ce  genre. 

312.  Deuxième  loi  fondamentale,  —  Nous  avons  trouvé  pour 
les  corps  en  repos  la  relation  suivante, 

où  le  premier  membre  représente  l'intégrale  de  ligne  de  la 
force  magnéti(|ue,  le  j)remier  tertne  du  second  membre  exprime 
la  (juanlllé  d'éleclricilé  qui  traverse  la  surface  S  par  conduction 
et  le  dernier  terme  du  second  membre  représente  le  flux  d'in- 
duction électrique  qui  traveise  cette  même  surface. 

dette  relation  est- elle  encore  valable  pour  les  corps  en  mou- 
vement ?  Rn  d'autres  termes,  faut-il  supposer  la  surface  S  fixe 
ou  bien  entraînée  dans  le  mouvement  de  la  matière  ? 

Par  analogie  avec  le  cas  j)réeédent,  où  on  considérait  le  (lux 
(rindnelion  magiH'ti([u<\  llerlz  (uhtiet  qu  on  doit  considérer  la 
suiraee  S  comme  étant  enliaîn<'c  dans  l(»  mouvement  de  la  ma- 
lièic. 

(.  est  (loue  aux  vérilicalioiis  expérimentales  de  confirmer  ou 
<1  inlinncr  cctlc  hvjxjllirs*'  dr  Ib'itz.  Nous  verrons  dans  la  suite 
<|iie  lK':mcnii|)  d'expéiieiices  eoiidinienl  les  coiiséijuences  qu'on 
lire  (les  loiiiuiles  de   Hertz  *l)àlies   sur  cette    livjiothèse. 

La  l'clalion   i  i-    devient  donc  jiour  les  cor|)s  en  mouvement, 


,•  I  S 


-      Vw., 


i-    /    V//„/i,, +  ,i    /    V/KPt/w, 


•  •t    elle   constitue    la    seconde  loi    fondamentale  de  l'électrodvna- 
mique  des  corps  en  mouvement. 
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313«  Courant  toted  de  Hertz.  — Transformons  cette  relation  (18). 
Le  premier  membre  devient  en  lui  appliquant  le  théopème  de 

Stokes, 


fi'--fi 


-(f-f)- 


D'autre   part,  le    dernier  terme    du   second    membre    a   pour 
valeur,  d'après  un  théorème  précédemment  démontré  (p.  S^p) 


La  relation  (18)  devient  donc. 


U;, 


dz 


/E-(^-[-i)- 


d'où  Ton  tire, 


('9) 


El 

dz 

EL 

d.r 

du 


4-/' 

+ 

(/Kl> 

dt 

4-7 

+ 

rfKQ 
dt 

A-rr 

-U 

dKR 

dt 


KPi. 


KQl, 


K|{  . 


Posons  maintenant, 


(•20) 


\ 


4-/> 


4~«7  + 


~dr 
~dr 

</KR 


—  IKI>|  = 


-  |-", 


KO  = 


{"(•. 


4-'"  +  -^- !KR|  =^  4-.f, 
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Uy  ç,  w  seront  les  composantes  du  courant  total  (courant  sus- 
ceptible de  se  manifester  par  un  champ).  Les  relations  (19)  de- 
viennent ainsi, 

di         dy 

dà      d% 

dx        dy 

Ces  équations  sont  analogues  aux  équations  (19)  de  Maxwell, 
pour  les  corps  en  repos  (n^  57),  à  cela  près  que  m,  f',  w  ont  des 
valeurs  différentes  de  celles  appartenant  aux  mêmes  lettres  des 
équations  (19). 

Voyons  en  quoi  différent  ces  valeurs. 

Des  équations  (20)  ou  tîre 


\ 
i 


or 


il  vient  donc 


I     rfKQ  I 

4t:      dl  4" 


KP 

-—-  =  /;  etc., 

4" 


«^.  +  f-f/^ 


(21)  ^    r^y+^  —  f^r!, 

dit  r  t  , 
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l/J'  [^]?  V^\  ^y^ï^t  d'ailleurs  pour  valeur, 

t-)-;^('.'.-*'C)-ib'S-A)-.2J-' 

[*i=i(/^-«)-|-(/-,-*-î)-ï2f- 

Comparons  ces  relations  (21)  que  nous  venons  d'obtenir  avec 
les  relations  (5)  de  Maxwell  (n°  293),  on  voit  que  dans  le  cas 
présent  on  a  des  termes  complémentaires  qui  ne  figurent  pas 
dans  les  relations  analogues  de  Maxwell.  Ce'  sont  les  termes  [/*], 

314.  —  Quelle  est  la  signitication  de  ces  termes?  Pour  le  voir, 
explicitons  d'abord  ces  termes.  A  cet  efiet,  posons, 

X  =  In,  —  gX,, 
\  =fX  —  'il. 

'/^  =  gi  —  A  ; 


d'autre  part  nous  avons, 


E 


3  élant  la  densité  de  rélectricité. 
Les  relations  (ai)  deviennent  alors 

Jf         ,        (d\        dl\ 
\  d-r  ,     /dZ         dX\ 

d/i  ^    .     /dX        d\\ 

Ces  relations  nous  indiquent  que  le  courant  total   se  compose 
de  quatre  parties  : 


i«2  ÉLECTnoDryAM/QCi:  des  corfs  ex  MocvEyrE?rr 

i"  I.e  courant  de  conduction  (/;,  ^,  r\ 


déplacement   (  —7-  ,  —7- ,  — r-  ) , 
*  \(it      dt      dt  I 


4'* 


» 


)) 


convection  (0;,  py,,  c!^', 

d\        d'L        d'L 


» 


L  dz        dy  '       r/.*-        r/r  '       rfy 


J 


Jndicjuons  sommairement  comment  rexpérience  a  pu  déceler 
Texistence  des  d(»ux  derniers  courants. 

M.  Rowland  1'  a  reconnu  que  le  transport  mécanique  d'une 
charge»  électrostatique  é([uivaut  à  un  courant  dirigé  dans  le  sens 
du  mouvement  :  Kn  employant  un  dis<[ue  isolant  électrisé,  et  en 
le  faisant  tourner  avec  une  grande  rapidité  il  a  observé  la 
création  d'un  champ  magnéti([ue. 

Supposons  maintenant  <[u'un  diélectricjue  se  déplace  dans  un 
champ  électrifjue  constant  mais  non  uniforme  ;  supposons,  par 
exemj)le,  un  disqu^î  d  éhonite  mohih.»  autour  d'un  axe  vertical  et 
un  système  de  (juaire  sccleurs  métalli([ues  (jui  couvrent  complè- 
Icinent  le  dlscjm»;  en  éleclrisant  les  secteurs  en  diagonale,  coninie 


ri  il.  v.i. 

I  indiqiir  l.'i  lij^uiT,  on  ()hli(>nl  drux  champs  de  sens  contraires  : 
<rliii  dr  iTîKK'he  <'sl  dhiiTr»  d,»  haut  v\\  bas  <'t  celui  de  droite  de 
l);is  vu  haut.  \.v  champ  en  un  [xuiil  (pudconcpie  iK'  lespace  seru 
invariahh',  mais  le  dis([ur  qui  est  animé  (Tuii  mouvement  de  rota- 
tion traversera  successivement  ch's  renions  où  le  chanq)  aura  des 
vah'urs  ég;d<'s  et  <h.*  signes  contraires  :  hi  pohirisation  du  diélec- 
tri([ue  suhira  (h's  variations  rapidi^s  <'t  on  auia  comme  résultat  un 


Tl  I.os  r\|H''rirnr('s  dr  y[.  nowliiiid  mit  v\v  conmn's  «Inlxirrl  par  un  rapport  dt; 
Urliiihol/.  (iNi-^^p".  Ami  .  \.  (iliVIII.  p.  'jS^l  <•!  pnl>Ii»M's  «'ii^nito  «lans  V Amcrivan 
Ji'unia/.  1H7S.  Voir  aussi  Jnunml  ili'  l'In/sitiitc,  i  ''  x-ri»'.  1.  VI,  j).  m)  et  t.  VIII. 
p.  ■->.!',.  —  HoNvi  VM)  <*!  Hr  n  iii.\«io\.  /'////.  M'iii-,  V"  -<'Mir.  t.  XWII.  p,  ',;j  cl  Jour- 
nnl  tir  Physitfur,  u*  sôri»».  t.  VII.  p.  ."»)«»,    \^^\). 
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courant  cpii  poarra  être  mis  en  évidence  par  un  galvanomètre. 
C'est  ce  courant  f£ui  a  été  mis  en  évidence  par  Rontgen  ('). 

Seulement  les  conditions  expérimentale»  sont  très  compliquée» 

*  et  les  expériences  excessivement  délicates  et  d'ailleurs  purement 

qualitatives,  de  sorte  iixïç^  les  résultats  obtenus  par   Rontgen  ne 

peuvent   ni    confirmer   ni   infirmer    Texaclitude    de    Texpression 

analytique  de  ce  courant. 

315.  —  Interprétons  ces  résultats.  —  Considérons  un  diélec- 
trique et  adoptons  pour  Tinstant  les  idées  de  Mossotti  sur  les 
diélectriques  sphères  conductrices  extrêmement  petites,  dissé- 
minées dans  une  substance  non  conductrice  jouissant  des 
mihn.'s  propriétés  que  Tair,  qui  s'électrisent  par  influence  et  ([ui 
produisent  ainsi  la  polarisation  du  diélectrique  (-)  .  Plaçons  ce 
diélectrique  (Lms  U!i  champ  électrique  :  deux  ca»  peuvent  S4» 
présenter. 

i''  Le  champ  est  ^'ariahlc  avec  le  temps.  —  Dans  ce  cas  on 
observera  un  courant  dans  les  petites  sphères  conductrices  ;  h^ 
courant  aura  pour  composantes 

K-K„    df 


K      dr 

K-K,  dg 


t 


K      dr 

K  — K„   dh 
K        di  ' 


c'est  le  courant  de  déplacement  de  Maxwell  au  facteur  — — — -  près. 

Rappelons  que  K  désigne  le  pouvoir  inducteur  spécifique 
du  diélectrique   et  K^^  le  pouvoir  inducteur  spécifique  de  Tair. 

Remarquons  que  si  le  diélectrique  était  de  l'air,  K  deviendrait 
égal  h  Kj,  et  le  courant  de  déplacement  disparaîtrait  dans  ce 
cas. 


(•)  RôNTGEN.   Sitzungsberichte  lier  Rvrliner  Akatlemie  der    Wi.sseuffihaflen:  iC,  lé- 
vrier 188),  et  Philosophical  Magazine,  mni  i88j. 

[*)   Voir  la  première  partie,  chapitre  11. 
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1"  Supposons  inaintenant  le  diélectrique  mobile  et  le  champ 
non  uniforme,  mais  ne  variant  pas  avec  le  temps.  Les  sphères  de 
Mossotti  seront  alors  le  siège  d'un  courant  de  la  forme, 

K-K„ 


K 
K  — K. 


K 

K— K,  / rfX 
K        \dtj 

c'est  le  courant  de  Rontgen  au  facteur ^ — -"  près. 

Ce  courant  est  donc  du  à  un  changement  d'orientation  du 
diélectrique  même  sans  que  le  champ  électrique  varie.  Ainsi  un 
observateur  invariablement  lié  au  diélectrique  verra  varier  l'étal 
de  polarisation  du  diélectrique  et  il  y  aura  par  rapport  à  lui  pro- 
duction de  courants  de  déplacement. 


Passons    maintenant    aux    idées    de    Maxwell    sur    les    diélec- 
triques. 

D'après  Maxwell,  tous  les  diélectri(jues  sont  constitués  de  la 
même  manière  :  des  petites  sj)hères  conductrices  séj)arées  par 
des  interstices  remplis  d'un  isolant  dont  le  j)ouvoir  inducteur 
spécifique  est  extrénicnirnl  petit;  l'air,  le  vide,  sont  constitués 
de  la  même  manière  d'après  Maxwell  :  c'est  là  la  dlfTérence 
entre  les  idées  de  Mossotti  et  les  idées  de  Maxwell  sur  les  diélec- 
lri([ues.  Le  rôle  de  diélectrique  est  ici  joué  par  les  interstices, 
ou,  pour  être  plus  précis,  [)ar  la  matière  qui  remplit  ces 
interstices  et  qui  a.  avons-nous  dit.  un  pouvoir  inducteur  spé- 
cifique extrêmement  petit,  l'^n  faisant  par  conséquent  K^  =o  dans 
les  relations  précédentes  on  doit  trouver  les  expressions  des 
mêmes  courants  d  après  Maxwell  et  Hertz.  On  trouve^  en  elVet. 
comme  composantes  du  courant    de   déplacement 

(l£      dj^      dh 
7t  '   il  '  IT' 
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et  comme  composantes  du  courant  de  Rontgen 

d\         dZ  - 


dz 

dy 

dL 

d\ 

dx 

dr 

d\ 

d\ 

dy  dx 

C'est  bien  l'expression  du  courant  de  Rœntgen  qui  figure 
dans  les  seconds  membres  des  relations  (12).  —  On  aurait  donc 
là  un  moyen  de  décider  sur  la  légitimité  de  rhypothèse  de 
Maxwell  ou  de  l'hypothèse  de  Mossotti  sur  les  diélectriques. 
Malheureusement  les  expériences  que  Rœntgen  a  instituées  pour 
mettre  en  évidence  l'existence  de  ce  courant  sont  insullisantes 
et  d'ailleurs  purement  qualitatives,  comme  nous  l'avons  déjà 
fait  remarquer  :  elles  ne  peuvent  nous  fixer  sur  la  valeur  exacte 
de  ce  courant. 

(^uoi  qu'il  en  soit  on  arrive  à  la  conclusion  suivante  :  Le  cou- 
rant total  se  compose  de  quatre  parties, 

1®  Le  courant  de  conduction^ 
7?  »  déplu  ce  m  en  t , 

i"*  »  Rowland^ 

4**  »  Rœntgen, 


VÉRIFICATION    DES   PRINCIPES   DE      LA    CONSERVATION    DE    l'ÉLECTRICITÉ 

ET    DE    LA    CONSERVATION     DU    MAfiNETISME 


316.  —  Nous  allons  montrer  que  la  théorie  de  Hertz  pour 
l'électrodynamique  des  corps  en  mouvement  est  conforme  aux 
principes  de  la  conservation  de  l'électricité  et  du  magnétisme. 
Commençons  par  le  principe  de  la  conservation  du  magnétisme. 

Principe  de  la  conservation  du  magnétisme.  —  Considérons 
une  surface  S  et  supposons  qu'elle  soit  presque  complètement 
fermée  et  entraînée  dans  le  mouvement  de   la  matière. 

PoiNCARÉ.  Elcclricilé  cl  Optique.  25 
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Nous  avons  la  relation  (') 


(.)  /    y?dx=±-    /    y/;.arfo,, 


rintégrale  du  premier  membre  étant  étendue  à  la  courbe  qui 
limite  la  surface  S.  Dans  le  cas  particulier  où  nous  nous 
sommes  placés,  cette  intégrale  de  ligne  est  très  petite,  et  à 
la  limite,  quand  la  surface  S  est  complètement  fermée  elle  est 
nulle.  La  relation  (i)  devient  donc  dans  ce  dernier  rns 


>  /»jLarfa> 


/    -~        o- 


ce  qui  signifie  que 


Or  cette  intégrale  représente  le  Hux  d'induction  magnétique 
qui  traverse  la  surface  S,  et  <[ui  est,  au  facteur  constant  ^tz  près, 
la  (juantité  de  magnétisme  vrai  h  Tintérieur  de  la  surface 
en  (jucsllon  (d'après  la  définition  même  du  magnétisme  vrai); 
c'est  pi'i'clsémcnt  le  principe  de  la  conservation  du  magné- 
tisme. 

Principe  de  la  eonservation  de  rèlectricitè,  —  Nous  avons 
trouvé 

_    /    ya^.r  =  4-    /    VW^0+-J-     /    V/KPrfoi 


rintégrale  de  ligne   du  premier  membre  s'étendant  au  contour 
qui  limite  la  surface  S. 


l'i   Vix^c  '{77,  êq.   (  1'^). 


(=*) 
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Si  cette  surface  est  fermée,  cette  intégrale  est  nulle  et  il  reste 
A  Wo)KP  exprime  la  quantité  d'électricité  vraie  (par 


définition).  La  relation  (2)  montre  donc  que  la  variation  de  la 
quantité  d'électricité  vraie  qui  se  trouve  à  l'intérieur  de  la 
surface  fermée  entraînée  dans  le  mouvement  de  la  matière 
est  égale  à  la  quantité  trélectricité  qui  traverse  la  surface  S 
par  conduction  :  c'est  le  principe  de  la  conservation  de  l'élec- 
tricité 

317.  Première  remarque,  —  Remarquons  que  les  équations 
de  Hertz  ne  cessent  pas  d'être  conformes  au  principe  de  la 
conservation  de  l'électricité  si  ou  y  supprime  les  termes  corres- 
pondant au  courant  de  Rœntgen.  Pour  montrer  cela,  il  me  suffit  de 
faire  voir  que  la  quantité  d'électricité  qui  traverse  la  surface  S 
sous  forme  de  courants  de  Rœntgen  est  nulle.  Or  cette  quantité 
d'électricité  a  pour  expression 

_  rfZ 
^!/ 

Je  dis  que  cette  intégrale  est  nulle.  Pour  le  voir  il  me  suffît 
de  démontrer  que, 

j/_/rfY  _^\        d    /dZ        dX\        d  /dX        ^^\__ 
dx  \  dz         dy  )       dy  \  dx  dz  /        dz  \  dy         d.v  / 

Or,  cette  dernière  relation  est  une  identité  bien  connue. 

Ainsi,  donc. 

Le  principe  de  là  conservation  de  V électricité  est  çérifié  soit 
ai'cc  les  équations  proprement  dites  de  Hertz,  soit  açec  ces  équa- 
tions modifiées  par  la  suppression  des  termes  correspondant  an 
courant  de  Rœntgen, 
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318.  Deuxième  remarque,  —  Je  dis  maintenant  que, 

Les  équations  de  Hertz  conservent  la  même  forme,  soit  r/ii*on 
adopte  des  a.ves  fixes^  soit  quon  adopte  des  axes  mobiles  ;  en 
d'autres  termes, 

Les  équations  de  Hertz  gardent  la  même  forme  dans  le  motive^ 
ment  relatif  et  dans  le  mouvement  absolu. 

En  effet,  les  deux  lois  fondamentales  d'où  sont  déduites  ces 
équations  peuvent  s'énoncer  ainsi  :  une  intégrale  simple  prise  le 
long  d'une  certaine  courbe  doit  être  égale  à  la  dérivée  par  rap- 
port au  temps  d'une  intégrale  double  étendue  à  une  surface 
limitée  par  cette  courbe,  cette  courbe  et  cette  surface  étant  sup^ 
posées  entraînées  dans  le  mouvement  de  la  matière.  Il  est  mani- 
feste qu'un  pareil  énoncé  est  indépendant  du  choix  des  axes  et 
qu'il  reste  le  même,  que  ces  axes  soient  fixes  ou  mobiles.  Les 
équations  qu'on  en  déduit  doivent  donc  être  aussi  les  mêmes 
dans  les  deux  cas. 

Prenons  en  partrculier  la  première  équation  fondamentale  de 
Hertz, 

rfua         d()        d\\        ,      , 
dt  dz  dy  ^  '  '  ^ 

et  plaçons-nous  dans  le  cas  le  plus  simple  :  supposons  que  toute 
la  matière  soit  entraînée  dans  un  mouvement  de  translation.  Ceci 
revient  à  supposer  que  ;,y,.  ^  sont  des  constantes. 

(Considérons  maintenant  un  svslème  d  axes  mobiles  entraînés 
dans  co  mouvement.  Je  dis  que  nous  tomberons  sur  les  mêmes 
é(jualions  (jue  dans  le  cas  d'un  corps  en  repos. 

Kn  eifet,    aj,  dont  la  valeur  est 

d     ,,„  (l       ^  K,         ►  V^  d% 


>-.  =  ^.r(.^'  — *■'•'  — 7/r  ■ 


..:->  _  t  V 


du  ^"         '         dz   -^        '''        "  ^dx 


devient  dans  ce  cas  [où  i[;,r,,  ^)  =  d^'  ,, 


y   dy.  dt     ,     ^     dt. 


dx  '  dij  '     dz 
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et  en  remplaçant  dans  Téquation  de  Hertz  ci-dessus  [aa]  par  la 
valeur  que  nous  venons  de  calculer,  il  vient, 

rfaa        r,  dy.  dx       ^  rfa         rfQ         dR 

dt  '  dx  dy  dz         dz  dy 


or, 


di  dx        *  rf^  dz  dt 

c'est  la  dérivée  par  rapport  au  temps  du  flux  d'induction  magné- 
tique en  supposant  que  la  surface  S  est  entraînée  dans  le  mouve- 
ment de  la  matière  ;  il  vient  donc, 

^[xa  _  rfQ^ rfR 

0/  dz  dy 

relation  analogue  à  celle  que  nous  avons  trouvée  pour  Télectro- 
dynamique  des  corps  en  repos  (n**  292). 

Il   résulte  donc  de   là  que   la  dérivée -:r— joue  par  rapport  au 

mouvement  relatif  le  même  rôle  que  jouait  la  dérivée  -^r—  par 
rapport  au  mouvement  absolu. 

319.  Conséquences.  — Cette  dernière  remarque  entraîne  deux 
conséquences  :  l'une  heureuse,  Tautre  fâcheuse.  La  conséquence 
heureuse  c'est  que  les  équations  de  Hertz  sont  conformes  au 
principe  de  Tégalité  de  l'action  et  de  la  réaction  ;  la  conséquence 
fâcheuse,  c'est  que  ces  équations  ne  peuvent  pas  rendre  compte 
de  certains  phénomènes  optiques. 

Considérons  un  milieu  transparent  animé  d'un  mouvement  de 
translation  et  traversé  par  des  ondes  lumineuses  et  considérons 
un  observateur  situé  en  un  point  de  ce  milieu  et  entraîné  par  le 
mouvement  de  ce  milieu.  Pour  cet  observateur  tout  va  se  passer 
comme  si  le  milieu  était  en  repos  ;  par  conséquent  la  vitesse  rela- 
tive, par  rapport  à  des  axes  mobiles  invariablement  liés  au  milieu 
et  il  l'observateur,  sera  la  même  que  si  le  milieu  était  en  repos. 
Pour  avoir  la  vitesse  absolue  il  faut  ajouter  la  vitesse  de  transla- 
tion des  axes;  les  ondes  seront  donc  entraînées  totalement  dans 
le  mouvement  de  la  matière. 
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Or,  Fizeau,  dans  une  expérience  célèbre  qu'il  fit  pour  confirmer 
des  vues  théoriques  de  Fresnel,  montra  que  les  ondes  lumineuses 
ne  sont  pas  entraînées  par  Tair  en  mouvement,  mais  si  Ton  rem- 
place Tair  par  de  l'eau  il  y  a  entraînement/)rt/7/W  des  ondes.  Les 
équations  de  Hertz  sont  donc  impuissantes  pour  expliquer  ces 
phénomènes  optiques. 

Pour  expliquer  cet  entraînement  partiel  il  faudrait  modifier 
un  peu  les  équations  de  Hertz.  Or,  rappelons-nous  que  les  équa- 
tions de  Hertz  ne  cessent  pas  d'être  conformes  au  principe  de  la 
conservation  de  l'électricité  si  on  y  supprime  les  termes  conte- 
nant le  courant  de  Rœntgen  ;  nous  l'avons  montré  un  peu  plus 
haut.  Seulement  en  faisant  cela,  elles  ne  conservent  plus  la  même 
forme  dans  les  deux  mouvements  :  relatif  et  absolu  ;  on  pour- 
rait alors  se  demander  si  ces  équations  ainsi  modifiées  ne  pour- 
raient pas  expliquer  l'entraînement  partiel  des  ondes  lumineuses 
et  qui  ne  pouvait  en  aucune  façon  être  expliqué  par  les  équa- 
tions de  Hertz  non  modifiées.  C'est  ce  que  nous  allons  tenter  de 
voir. 

320.  Entraînement  partiel  des  ondes  lumineuses.  —  Sup- 
posons donc  que  nous  ayons  aiTaire  à  un  milieu  transparent  et 
écrivons  les  équations  fondamentales  de  Hertz  pour  ce  milieu  : 
nous  avons. 


xa  d()         dl\ 

—   ua   = 


\ 


dt 


d'xt 
dt 


'X" 


d{ 


dKP         ,.,^ 


I 


d: 

<'/ 

dU. 

dP 

d.r 

dz 

dP 

do 

<>/ 

d.v 

d" 

./'l 

<l!l 

dz 

dr 

d- 

dt 

dKil 

dt  "^  ~  dz         d.v 

<ÎK\\        ,.,,         ./'i         dx 


dt  d.v  dij 

Modifions  CCS  équations   en  aUcctanl  les  ternies  en     ;jLa  , 


EJVTRALVEifEJVT  PARTIEL  DES  0.\DES  LUMLVEUSES  Sgi 

[KP], ,  par  des  coefficients  H,  H,  que  nous  ne  déterminerons 

pas  pour  le  moment;  il  viendra  (i) 


dl         "^^*^~  dz  dy' 

1  d'J-'^       .,r    o,       d\\        rfP 


—  II,[KR]  =  9^ 


rf.r         dy 

Supposons  nialntcnnnt  que  nous  ayons  alTaire  i\  des  ondes 
planes  et  prenons  le  plan  de  Tonde  perpendiculaire  à  Taxe  des  x  ; 
cela  fera  que  nos  fonctions  ne  dépendront  que  de  x  et  de  /.  Sup- 
posons de  plus  que  le  plan  de  polarisation  soit  perpendiculaire  à 
Taxe  des  -  ;  cela  veut  dire  que  toutes  les  quantités  qui  figuraient 
dans  les  lorniules  précédentes  sont  nulles  à  présent,  excepté 
[i  et  U.  Supposons  enfin  que  jjl  =  i ,  ce  qui  n'est  pas  loin  de  la 
vérité,  car  en  général  les  milieux  transparents  ne  sont  pas  niagné- 
ti([ues,  et  écrivons  la  deuxième  équation  du  groupe  (i)  et  la  troi- 
sième du  groupe  (2)  dans  ces  hypothèses. 

D'abord  [ajii]  et  [KR]  deviennent. 

-(KK|  =  K=^. 
Les  relations  en  question  deviennent  donc, 

'f^  +  iM  Jf'^  =  '^ 


\         dl  dx         dx 

\dt^  ""  dx  )  -  dx 
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Appelons  V  la  vitesse  des  ondes  ;  on  a  alors, 

i  =  V  .V  —  \  / 
R  =  5(.r— V/' 


d'ot 


ou 


rf3 


dx 

1  r 

t 

dR 

^' 

dx 

en  désignant  par  ^'  et  i'  les  dérivées  de  '^  x  —  V/]  et  de 
i  (r  —  \t) .  (Calculons  encore  les  dérivées  de  ,3  et  de  R  par  rap- 
port au  temps  ;  il  vient 

rf3 


dl 
d\\ 


=— v-y. 


Les  équations  (3)  s'écrivent  alors, 

-.y(v-ii;)  =  -y. 
-K^'(v-n,i)=.y. 

En  éliminant  'V  et  '\J  entre  ces  deux  équations  on  trouve  fina- 
kîment, 

(|u"()ii  peut  encore  éciire 

11  +  11,  ,y    /11  — Il 


Or  ;  c'rst  la  vitesse  de  la  matière,  (jui  est  très  petite  par  rap- 
port il  V  ;  le  terme  en  ç"  est  donc  négligeable  par  rapport  au 
premiei"  et  il  reste  simplement 

II+II,  A'        ' 


d'où  enfin, 


^' ^"';  -R  ' 


V  K 
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Cette  relation  nous  montre  que  Tentrainement  de  Tonde  n'est 
pas  total,   h  cause  du  terme  en ;  c'est  en  elTet  ce  qu'on 

2 

constate  par  l'expérience  ^  seulement  pour  que  cette  formule 
soit  d'accord  avec  les  expériences  de  Fizeau  il  faut  que  le  coef- 
ficient   (coeflficient   d'entraînement   des  ondes)  ait  pour 

valeur 

II  +  II,  _  K  — K. 

l       ~       K 

Conclusion.  —  Pour  que  les  équations  de  Hertz  puissent  rendre 
compte  de  certains  phénomènes  optiques,  en  particulier  des 
expériences  de  Fizeau,  nous  avons  été  obligés  d'aflecter  le  terme 

en  [aa]  du  coeflicient tt — ^  et  outre  que  rien  ne  justifie  l'in- 
troduction d'un  pareil  coefficient  on  pourrait  encore  se  demander 
si  on  ne  se  trouvait  pas  en  contradiction  avec  les  expériences 
l'induction  magnétique  (([ui  dépendent  directement  du  terme 
|jLa]);  mais  je  n'insiste  pas  davantage  sur  cette  question,  du 
moins  pour  le  moment  ;  j'ai  voulu  seulement  indiquer  les  diffi- 
cultés (ju'on  a  à  vaincre  pour  expliquer  ces  phénomènes  optiques 
on  partant  de  la  théorie  de  Hertz  ;  ce  sont  ces  difficultés  ([ue  la 
théorie  de  Lorenlz  avait  pour  but  de  tourner. 

321.  Remarque.  —  Dans  le  calcul  que  nous  venons  de  faire, 
nous  avons  affecté  le  terme  en  [KP]  et  par  conséquent  le  terme 
en  \f\  d'un  certain  coefficient  H,.  Or  ce  terme  en  [/]  représente 
les  courants  de  Rowland  et  de  Rœntgen.  —  En  ce  qui  concerne 
le  courant  de  Roentgen,  nous  avons  dit  précédemment  qu'on  ne 
peut  pas  encore  fixer  sa  valeur  ;  mais  il  n'en  est  plus  de  même 
(lu  courant  de  Rowland  ;  car  on  peut  se  faire  une  idée  de  sa 
valeur. 

Les  coefficients  H  ou  H,  ne  devraient  donc  pas  affecter  les 
termes  [KP]  tout  entiers,  mais  seulement  la  partie  de  ces  termes 
qui  se  rapporte  au  courant  de  Rœntgen,  celle  qui  se  rapporte  au 
courant  de  Rowland  conservant  le  coefficient  i.  11  n'y  a  rien  à 
changer  de  ce  fait  à  l'analyse  qui  précède  et  qui  se  rapporte  aux 


en 
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phénomènes  optiques,  car,  dans  les  phénomènes    optiques    les 
oncles  étant  transversales,  on  a 


Or  (n-aOO),  éq.  (17) 


r^df  _ 


0  étant  la  densité  de  l'électricité  vraie.   Donc  ?  ==  o;  il  n'v  a 
(loue  pas  crélectricité  vraie,  et  par  conséquent, 

le  courant  de  Rowland  n'existe  donc  pas. 
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322.  —  Les  équations  de  Hertz  pour  rélectrodynamique  des 
corps  en  mouvement  sont-elles  conformes  au  principe  de  la  con- 
servation de  l'énergie  ?  Pour  le  voir,  considérons  Texpression  de 
Ténergie  totale,  tant  électrique  que  magnétique, donnée  par  Hertz, 


(1 


'-/w[ï:- +}::'<"■] 


Cette  énergie  provient  de  plusieurs  causes.  Il  y  a  d'abord 
rénergle  fournie  par  la  pile  (moins  l'énergie  dépensée  sous  forme 
de  chaleur  de  Joule,  ellet  Peltier,  etc.  .  Représentons  par 


dt  (\<h 


l'accroissement  de  celte  énergie  pendant  le  temps  dt. 

Ensuite,  si  nous  considérons  un  élément  ^/t  de  la  matière,  cet 
élément  sul)it  de  la  part  du  champ  extérieur  des  actions  méca-   ' 
niques  ;  soient, 
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les  composantes  d'une  force  extérieure  au  système,  qui  compense 
ces  actions  du  champ.  L'élément  t/t  étant  soumis  a  ces  deux 
forces  antagonistes  n'acquerra  pas  de  vitesse,  ce  qui  permettra 
de  négliger  la  force  vive  de  la  matière. 

Quel  est,  maintenant,  le  travail  des  forces  extérieures  qui  ten- 
dent à  accroître  J  ?  En  nous  rappelant  que  nous  avons  désigné 
par 

les  composantes  du  déplacement  de  l'élément  rfT,  ce  travail  est 
alors  représenté  par 


dt 


■JrfT(X;+Yy,  +  X:;) 


et   le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie  s'exprime  par  la 
relation  suivante, 

00  -^=    I    rfT(U+Xî+Yr.+Z:); 


d'autre  part,  nous  avons  en  differentiant  (i)  par  rapport  h  /, 

r/J 


dl 


Or   le    second  membre    de  cette  relation   étant   une    fonction 
linéaire  de  J,  y,,  Z,  et  leurs  dérivées,  nous  pouvons  écrire, 


(3)      '^•^ 


dt 


=    I  d-: (U„  +  V.S  +\>.  +  V,!;  4-  V.  -^  +  . . .)  ; 


OÙ  Uy  représente  l'ensemble  des  termes  indépendants  de  ^,  'f^,  ^. 
L'intégration  par  parties  nous  donnera», 

aju  f         a.r 

puisque   les   intégrations  sont   étendues  à  tout  l'espace    et    que 
toutes  nos  fonctions  s'annulent  à  l'infini. 
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La  relation  Ci)  devient  donc 

^^  l  rf.[u,+  s(v,-^-...)4-,(v-...)+riv,-...)] 


OU  encore 


(4)  ^=    /    ''^(U.  +  Xj  +  Y^r.  +  Z/,). 


En  identifiant  cette  expression  (4)  à  la  précédente  (2),  on 
trouve 

Y  =Y 
7 7 

ce  qui  signifie  que  la  force  qu'il  faut  appliquer  à  l'élément  de 
volume  d'z  pour  équilibrer  l'action  du  champ  sur  cet  élément,  a 
pour  composantes, 

I  ^\/^^^ 

et  (juc,  par  conséquent,  l'action  du  champ  est 

delà  va  nous  pernictlre  de  calculer  1  action  du  champ  sur 
Télé  m  ont  (h. 

323.  Energie  électro-cinétique  et  énergie  élastique  d'un 
champ  magnétique.  —  Mais  avant  d<'  passer  an  calcul  de  cette 
action,  indicpions  une  Iransloi  inalion  utile  pour  les  calculs  (jui 
vont  suivre. 
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L'énergie  magnétique  a  pour  expression,  d'après  Hertz, 


(•) 


d'autre  part  nous  avons 

,    rt  =  a  -[-  4^^^^  =  jjia  +  4"^^^, 

J   /,=  ^3  +  47:B  =  a|i+4TrB„ 

c  =  y  +  471C  =  txy  +  47:C„. 

(A,  B,  C)  étant  le  vecteur  que  nous  avons  appelé  aimantation 
totale  et  (A^,  B^,  CJ  étant  le  vecteur  que  nous  avons  appelé 
aimantation  y;e/7;/rt/2C///(?  ;  nous  tirons  de  là, 

(•x  _  i)  a  =  4ti  (A  —  A,), 
.(^a-i):i=4T:(B-BJ, 

(a_  i)  v:=47:(C  — C„), 

(A  —  A^,  B  —  lijj,  C  —  C^)  étant  les  composantes  deTaimanta- 
lion  induite.  On  en  déduit  aisément, 


d'où 


,^a^  =  a^+  -^^^  (A  — a;/  ;  etc. 

'  [JL I 


En  substituant  ces  valeurs  de  jjia^,  jjl|3-,  [xy'^,  dans  la  relation  (i), 
cette  relation  devient, 

où  la  seconde  intégrale  du  second  membre  est,  au  facteur — 

près,  le  carré  de  raimantatlon  induite. 

Quelle  est  la  signification  physique  de  cette  relation  ? 

Nous    savons   que,    d'après   Ampère,  dans  un  aimant  tout  se 
passe   comme   s'il  était  parcouru   par   d'innombrables    courants 


398  ELECTRODYyAMiqVE  DEJS   CORPS  EN  MOUVEMENT 

particulalres.  Dans  les  aimants  permanents  ces  courants  sont  tous 
orientés  de  la  même  manière  ;  mais  il  n'en  est  plus  de  même 
dans  les  aimants  induits.  Pour  expli([uer,  en  effet,  le  fait  que  ces 
corps,  susceptibles  de  s'aimanter  par  induction ,  s'aimantent  dans 
un  champ  magnétique  et  qu'ils  perdent  leur  aimantation  dès  que 
l'action  du  champ  est  supprimée  on  est  obligé  de  faire  une  hypo- 
thèse supplémentaire  :  il  faut  supposer  que  ces  courants  d'Am- 
père ont  une  direction  variable.  Tant  que  le  corps  à  aimanter  ne 
se  trouve  pas  encore  dans  le  champ  magnétique  ces  courants 
particulaires  sont  orientés  indifféremment  dans  tous  les  sens;  le 
moment  magnétique  est  par  conséquent  nul  :  l'aimantation  résul- 
tante est  nulle;  mais  dès  que  le  corps  en  question  se  trouve  placé 
dans  un  champ  magnétique,  les  courants  particulaires  vont  tendre 
à  se  rapprocher  d'une  orientation  commune  ;  le  moment  magné- 
tique ne  sera  plus  nul  et  l'aimantation  induite  apparaîtra.  Le 
champ  magnétique  vient-il  à  être  supprimé  ?  Les  courants  vont 
reprendre  leur  orientation  primitive  et  le  moment  magnétique 
redeviendra  nul.  Tout  se  passe  comme  si  le  milieu  magnétique 
était  déformé  par  Taclion  du  champ  (comme  le  serait  par  exemple 
un  ressort  bandé)  et  reprendrait  sa  position  d'équilibre,  en  vertu 
de  la  force  élastique  mise  en  jeu  par  cette  déformation,  dès  que 
le  champ  aurait  cessé  d'agir.  Il  en  résulte  que  Ténergie  totale 
magnétique  se  composera  de  deux  parties  : 

I**   L\''/irrs(ie    clcctio-cinctiquc   des   courants    particulaires,    et 
'.>"  Ycncrg'n*  due  à  la  force  êlifsti(^ue,  dont  je  viens  de  parler. 

I.e  premier  terme  de  l'expression  [jt ;  est  l'énergie  électro-ciné- 
ti(jue  et  le  second  terme, 


V(  \  —  v^- 


représeule  celle  énergie  élaslicjue  [)ai'liculière. 

Maxwell,  dans  son  raisonnement  sur  les  aimants,  a  calculé 
seulement  le  travail  des  forces  magnéti([ues  proprement  dites; 
il  néglige  le  travail  de  la  force  élastique  (jue  nous  venons  d'in- 
vo([uer  ;  aussi  son  <'xpression  de  Ténergic  magnéti([ue  est  en 
désaccord   avec    le  principe   de   la   conservation   de  l'énergie  et 
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même  avec  les  résultats  qu'il  a  obtenus  lui-même  dans  une  autre 
partie  de  son  Traité  classique. 

Voyons  maintenant  la  valeur  de  cette  énergie  élastique.  Sup- 
posons que  les  courants  particulaires  soient  écartés  de  leur 
position  d'équilibre  primitif  par  Faction  d'un  champ  magné- 
tique ;  l'énergie  potentielle  qui  en  résulte  est  proportionnelle  à 
cet  écart,  si  cet  écart  est  petit  ;  par  conséquent  le  moment 
magnétique  résultant  sera  proportionnel  à  l'écart 


\/Ë 


fA-A..? 


^0; 


et  par  suite  le  carré  de  Taimantation  induite  sera  proportionnel 
au  carré  de  l'écart.  Il  en  résulte  que  le  travail  des  forces 
élastiques  est  proportionnel  au  carré  de  cette  même  quantité  : 
c'est  bien  ce  que  la  seconde  intégrale  de  la  relation  (2)  in- 
dique. 

324.  Calcul  des  actions  mécaniques  exercées  par  le  champ 
électromagnétique  sur  la  matière.  —  Nous  avons  vu  précédem- 
ment que  Tcnergie  totale  se  compose  de  Ténergie  niagncti{[ue 
et  (le  rénergic  électrique.  Désignons  la  première  par  J^  et  la 
seconde  par  J^.  Nous  avons  donc, 


'-  rèi 


>■=  I  ii^^'- 


Comme  nous  l'avons  déjà  dit  nous  mettrons  le  principe  de  la 
conservation  de  l'énergie  sous  la  forme, 


La  première  intégrale  exprime  l'énergie  fournie   par  la  pile 
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moins  l'énergie  dépensée  sous  forme  de  chaleur  de  Joule,  efTet 
Peltier,  etc.  Il  suffit  pour  s'en  convaincre  de  remarquer  que  ce 
terme  est  indépendant  de  la  vitesse  de  la  matière.  11  a  donc 
môme  expression  que  dans  le  cas  des  milieux  en  repos,  que  nous 
avons  examiné  plus  haut.  La  seconde  intégrale  représente  le 
travail  des  forces  extérieures  que  nous  avons  invoquées  pour 
écjuilibrer  les  actions  mécaniques  produites  par  le  champ.  L'ac- 
tion du  champ  aura  donc  pour  composantes  suivant  les  trois  axes, 

^  Y    //- 

'  —  Z,  (h. 

Pour  calculer  ces  composantes  je  supposerai  que  les  différents 
corps  matériels  conservent  le  môme  \x  et  le  même  K  en  se 
déplaçant  dans  l'espace.  Ceci  revient  à  écrire  que, 


or, 


0/ 

dt    "^  "  dx  ^   '   d,J  ^  ^  dz 

1  »         • 


ce  qui  peut  s  écrire, 


0 


•JL 
t 


M  dt        jLj  '   d. 


don 


c 


du.  VI   f.  d'j. 


d'x 

— ^  est  donc  fonction  linéaire    de   H,  y     !^.    —  Prenons    mainte- 
at  '   . 

nant    'xt    et  développons  cette  expression,  il  vient, 

<f        (r,r  s  d  .^         ^         ^Vlr/jxa 

dij    '    ^'^  •'  dz     '  '  •        •  \^    d.v 

on  voit  que  celte  expression  est  également  une  fonction  linéaire 
de  ç,r.,^  et  leurs  dérivées  et  il  en   sera  de  même  de — ^r— ,.etc. 
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En  effet,  les  équations  fondamentales  de  Hertz  s'écrivent, 

rfua         rfO  rfR         r      n 


or 


d'où 


— i— —  :=  UL -4-  a  — '—  : 


r/a         rfaa  rfix 

(JL — —       *         .^^  ^  ,     *  .11* 

^  dt  dt  dt  ' 


[JL  -j-  sera  donc  encore  une  fonction  linéaire  de  Ç,  rj,  ^  et  leurs 
dérivées. 

Ceci  étant  établi,  évaluons  —7-^.  Nous  avons  en  différentîant 

dt 

par  rapport  à  /  l'expression  de  J,, 


dt 


■-Jèl{"^^-^w) 


et  nous  voyons,  d'après  ce  que  nous  venons  d'établir,  que  la 
fonction  qui  figure  sous  le  signe  I  est  linéaire  par  rapport  à 
5,  r^,  ^  et  leurs  dérivées.  Je  puis  donc  écrire 

t 

OÙ  U,  est  Tensemble  des  termes  ne  dépendant  pas  de  ç,  r,,  ÎJ  et  de 
leurs  dérivées  et  H,  celui  des  termes  dépendant  de  Ç,  r,,  ^  et  de 
leurs   dérivées;    IIj  sera    donc   un   polynôme    homogène    et    du 
premier  degré  par  rapport  à  ;,  yj,  !J  et  à  leurs  dérivées. 
On  trouvera  par  un  calcul  analogue 


dl 
PoiNCARÉ.  Électricité  et  Optique.  '^6 


4o!i  KLECTRODYyAMiqUE  DES   CORPS  EX  MOIVEMEST 

L'intégration   par    parties  nous    permettra   de   mettre  |  H^^t 

r  . 

et  I  II/Zt  sous  la  forme  suivante, 


h../t=  /  rfTyx.5, 


de  sorte  que  —j-  devient  finalement, 


dl 


7i  -  I  '^-(^^  +  ^'.)  + 


A.[Vx.i+^X.:] 


En  identifiant  cette  relation  avec  la  relation  (i)  on  trouve, 

Yo  =  Y.  +  Y,, 

''o    '■'1    ^^    '"J" 

La  première  relation 

u  ^  u,  +  i', 

nous  apprend  que  L',  -j-  L^^  correspond  à  rénergie  créée  par  la 
pile  moins  celle  ([ui  disparaît  sous  loiine  de  chaleur  de  Joule. 
Les  autres  relations  nous  montrent  que  Ic^s  projections  de 
Faction  du  champ  sur  les  trois  axes  sont 

—  iXj  +  X/  (h, 

-  iv,  +  V.  'f--^ 

—  ('/,  H-  /,'  (h. 
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Ces    composantes    comprennent,    comme   on    le    voit,    deux 
parties, 

—  Xj  dr:,,  —  Xj  rfr, 

—  Y,  rfT,  —  Yj  rfr, 

—  Zj  rfT,  —  Zj  chf 

( — XjrfT,  —  Yj^T, —  Zj^t)  représentent  les  composantes  de  l'action 
du  champ  magnétique  sur  la  matière  ;  les  autres  composantes 
sont  celles  qui  proviennent  de  l'action  du  champ  électrique  sur 
la  matière. 

325.  —  Calculons  chacune  de  ces  actions  en  particulier. 


I.  —  Actions  mécaniques  du  champ  magnétique 

Je  commencerai  par  faire  une  hypothèse  :  je  supposerai  qu'il 
pourra  y  avoir  des  corps  susceptibles  d'aimantation,  c'est-à-dire 
des    corps   tels   que  pour  eux   ;ji.^  i,  et  des  diélectriques  pour 

lesquels  K  ^  i  ;  mais  je  ferai  une  restriction  :  je  supposerai  que 

si   le  système  considéré  peut  contenir  des   corps  pour  lesquels 

a  ^   1    et   K  ^   1,  ces   corps  seront  solides.  On    n'aura  donc   ni 

corps   magnétiques    fluides,  ni   diélectriques  fluides   autres  que 
l'air.  —  En  dehors  de  ces  corps   solides  je  supposerai   toujours 

Nous  avons 


w^.=/feE^-=/^S-+/êI'^ 


-iK; 


la  première  intégrale  du  second  membre  sera  étendue  à 
l'espace  tout  entier;  la  seconde  ne  s'étendra  qu'aux  aimants 
solides. 

Nous  avons  trouvé  précédemment 
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Posons  maintenant, 

(jx  —  i)  a  =  47r  (A  —  A^)  =  a' 

et  (le  même 

(.a-i)?=?', 

(jx—  i)  y=y'; 

»n  en  tire  aisément 

■    }Aa  =  a  +  a', 

{ibis)  {X?=?  +  ?', 

!  ;^y  =  yh-y'; 

et  la  relation  (i)  devient, 


(^-) 


(3)  J.  = 


Formons   maintenant  —r-  -   Différentions   pour   cela    la   rela- 

dt  ^ 

lion  (3)  sous  le  signe  1  .  Seulement,  pour  avoir  le  droit  de  dîffé- 

rentier  sous  le  signe  |  il  faut  que  le  champ  d'intégration  soit  le 

même  au  temps  t  et  au  tçmps  t  -f-  dt.  Pour  la  première  inté- 
grale on  n'a  pas  de  difficulté,  car  elle  s'étend  à  l'espace 
tout  entier  ;  mais  ce  n'est  pas  ce  (jui  arrive  pour  la  seconde 
intégrale  qui  ne  s'étend  qu'aux  solides  aimantés.  Etendons 
cette  intégrale  à  un  seul  solide  aimanté  ;  ce  solide  se  dépla- 
çant, le  champ  d'intégration  sera  variable  au  temps  t  et  au 
temps  /  -\-  dl.  Mais  tournons  la  dlUîculté  en  considérant  un 
observateur  lié  à  ce  solide  :  pour  cet  observateur  le  champ 
d'intégration  sera  le  mémo  à  l'époque  /  et  à  l'époque  /  +  <//; 
seulement  il  nous  faudra  alors  prendre  la  dérivée  par  rapport 
au  tenq)s  avec  des  0  ronds.  On  aura  donc, 


AV 


('-     ^  _   l  ÉL\^  ^  !!^^  i  EL      '       '^   X  _'i 

car  -^  ■■:=  o  comme  nous  l'avons  supposé  plus  haut. 
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Mais  comment  obtenir  cette  dérivée -r^    7  a''? 

àt   Zj 

Pour  calculer  cette  dérivée  utilisons  le  théorème  que  nous 
avons  démontré  un  peu  plus  haut  (308)  ;  nous  avions  dé- 
montré que  si  N  est  la  valeur  absolue  d'un  vecteur  (a,  p,  y)»  ^^ 
a  alors, 

- ,  ôN        VI        doL       V      r  1 

ou  bien,  en  remplaçant  N  par  sa  valeur, 

et  souvenons-nous  que  la  démonstration  de  ce  théorème  supposait 
c|ue  le  point  considéré  appartenait  à  un  corps  solide  :  c'est 
précisément  notre  cas.  Appliquons  ce  théorème  au  vecteur  a!  ; 
il  vient. 

En  divisant  les  deux  membres  de  cette  relation  par  u  —  i  et 
en  tenant  compte  des  relations  (2),  on  aura 

c'est  précisément  la  valeur  de  la  dérivée  que  nous  voulions 
évaluer. 

La  relation  (4)  devient  donc, 

/fx  dî.  /    rfT  VI       /d%         dyl         r  /,\ 

(5^         -rfr=/ i^2j«(rfr+^-M)- 


'•■  -J 

'     4tc  2j  *  \  rf^     '      dl  ^ 

Evaluons 

doL               dyl             r    /i 

dl      ^     dt          ^    -' 

Remplaçons  à  cet  effet  dans  les  équations  de  Hertz  [xa  par  sa 
valeur  (2  bis).  Cela  nous  donne, 

rfa         rfa'         rfQ         rfR  r  1        ,   n 

dt  dt  dz  dy  ^   ^        ^    ^ 
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dt^dt  1    J         dz  dy  ^'-    '• 

La  relation  (5)  peut  donc  s'écrire, 


(6) 


ï=/^2-(#-^+w)- 


Remarquons  maintenant  que  la  quantité  sous  le  signe  j  con- 
tient deux  parties  différentes  :  la  première  partie  --r n —  est 

CL  w  CLti 

indépendante  de  ï,Ti,  s  et  de  leurs  dérivées  et  Tautre  partie  en  [al 
qui  dépend,  au  contraire,  de  ces  quantités  et  leurs  dérivées  : 
elle  est  fonction  linéaire  de  ces  quantités.  La  relation  (6)  peut 
donc  se  mettre  sous  la  forme, 


=      /    (U,  +   II)    rfT, 


d'où,  en  identifiant  avec  (6) 

rfQ         d\\ 


<'t 


(7)  47:11.  =y^  a  ja]. 

Maintenant,  une  fols  que  nous  avons  M,,  nous  allons  en  tirer 
X,.  Voici  romnient. 

Par  intcfriation  par  parties,  11^  peut  se  mettre  sous  la  forme 

»  .  » 


ou,  en  V  faisant  -r  =  1  -^=  o 


\») 


I    [|/-^     /    X,^/t; 
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d'autre  part,  en   développant  (7)  et  en   y  faisant  r,  ==  ÎI  =  o,  il 
vient 

,  .         .  ,  „  d^'i  ^     dfi  ^    ç\^d%        „  rf^S  df^ 


car,  avec  r^  =  s  =  o 


'   J~~    dy   ^    dz         'Zj  dx' 


/.r 


on  a  donc, 


(.0)4.    /h,/.=    A.(a^+a^  +  a$2 


'     d.v  ^   dx  )' 


et  en  intégrant  par  parties 


■'f*=-A^ 


*■¥''"  =  -  /  ■^'è'^"' 


^f-=^^§-' 
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la  relation  (lo)  peut  donc  s'écrire, 


i'^j".'^^=  A^(?^5+^5-è+«^ 


en  comparant  cette  dernière  relation  à  la  suivante  (obtenue  en 
multipliant  les  deux  membres  de  (8)  par  4"^^) 


r     r  . 


il  \îent 

Voyons  maintenant  la  signification  de  cette  équation. 
D*abord,  nous  avons  vu  précédemment  (300)  que, 

(12)  \   ~  =  4T.ni, 


m  étant  la  densité  du  magnétisme  libre,  c'est-à-dire  la  densité 
du  magnétisme  total  en  tenant  compte  du  magnétisme  permanent 
et  du  magnétisme  induit. 

D'autre  part  nous  savons  que 


fh         d^i 


y^  —  T"  =  4-//, 


iiy.  (h 

dz  a.v 


(Vt  //a 


( 


T—    =    4^'''- 


iv  dlj 


V.w   tenant  c()mj)te  de  ces  dernières  relations  et  do  la  relation 
(12',  la  relation     11)  devient, 

Xj  =  |jH'  —  -'(»  —  a/;/. 
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L'action  mécanique  du  champ  magnétique  sur  l'élément  d'z 
a  donc  pour  projection  suivant  Taxe  des  jc 

—  Xjrfx  =  (a/n  +  Y^  —  P**0  ^"^y 

et  on  aura  par  un  calcul  tout  à  fait  analogue  (en  faisant  succes- 
sivement dans  (7)  et  (7  bis)  Ç  =  Ç  =  oet  $=yj  =  o) 

YjrfT  =  (p//!  +  OLW  —  Y«)  d'z  y 

—  ZjrfT  =  [y m  -\-  ^u  —  af')  d'z. 

Dans  ces  relations  [v.md'Zy^md'z,  '^md'z)  représentent  l'action  du 
champ  sur  la  masse  magnétique  md'z  et  les  deux  derniers  termes 
de  chaque  parenthèse  représentent  évidemmentl'action  du  champ 
magnétique  sur  le  courant  total  (w,  v,  n)  (*)  ;  cette  action  se 
calcule  par  la  formule  d'Ampère. 

Maxwell  donne  pour  la  première  composante  de  cette  force 

mais  cette  expression  n'est  pas  conforme  au  principe  de  la  con- 
servation de  l'énergie. 

Remarque.  —  Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique 
seulement  aux  cas  où  les  corps  aimantés  sont  des  solides  qui  se 
déplacent  sans  se  déformer,  en  conservant  leur  pouvoir  induc- 
teur [JL  et  en  entraînant  avec  eux  leur  aimantation  permanente. 
S'il  y  avait  des  corps  magnétiques  fluides  ou  déformables,  on  ne 
pourrait  faire  le  calcul  sans  faire  des  hypothèses  au  sujet  de 
l'influence  de  la  déformation  sur  le  coeflîcient  a  et  sur  la  distri- 
bution  du  magnétisme  permanent.  D'autre  part  le  principe  de 
la  conservation  de  l'énergie  ne  pourrait  plus  être  appliqué  sous 
la  même  forme  ;  car  ces  déformations  et  les  variations  qui  en 
résulteraient  pour  [jl  et  pour  l'aimantation  permanente  pourraient 
entraîner  des  dégagements  de  chaleur. 

Le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir  nous  montre  une  fois 
de  plus  que  l'expression  qu'il  convient  d'adopter  pour  l'énergie 


(*)  Gourant  total  ^    cour,  de  conduction   -+-  cour,  de   déplocement  -f-  cour,  de 
llowland  -+-  cour,  de  Rœntgen. 
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magnétique  est  celle  de  Hertz  et  non  aucune  de  celles  de  Max- 
well. 

II.  —  Actions  mécaniques  du  champ  électrique 

326.  —  Calculons  maintenant  les  expressions  des  forces 
mécaniques  qui  s'exercent  entre  les  corps  en  mouvement  dans 
un  champ  électrique. 

Prenons  comme  point  de  départ  le  deuxième  groupe  d'équa- 
tions fondamentales  de  Hertz  pour  Télectrodynamique  des  corps 
en  mouvement. 


dl 


f    d] 


d-; 

dp 
dz 

rfa 

,/y 

dz 

dx 

'J?^ 

d% 

I  Kl'J  -  4'V, 


(0         :^=^-^-^[KQj-4-/, 


</KR 


dt  dx         dy 


[KRj— 4-/-; 


et  posons, 

(K  —  K„;  1>  =  1", 

i»  j  iK  -  KJ  Q  =  Q'. 

rinduclion  élcclri([ue  de  Ilcrlz  devionl  alors, 

J  K(i  .=  K/)  +  Q', 

cl  par  suite  le  sysli'ine  (.rrqualioiis    i  =  ilevlciit, 
./K„l>        dV         d"        d't 

tlt  (ft  (lij  (iz 


( 


/KO      ih\       d%       d- 


Il     « 


<u 


+  -r- 


;^-=^-/T-;/t+:K„Q-  +  :<r.-4-7. 


"/ 1" "77  =  "77.  — -TT  +    K„l{ ,+    H  ,  — 4-'-- 


dl  dl  dx        dij 
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L'énergie  électrique  est,  d'après  Hertz, 

(4)  '^=  I  ^s^^^= 


or,  de  (2)  nous  tirons, 


KP»  =  K,P» 


p/i 


K-K„  ' 


la  relation  (4)  devient  donc 


la  première  intégrale  est  étendue  a  l'espace  tout  entier  ;  la 
secondé  ne  s'étend  qu'aux  diélectriques  solides  dont  le  pouvoir 
inducteur  spécifique  K  ^  o  et  K  ^  K  ^. 

Le  reste  du  calcul  est   calqué  sur  le  calcul   précédent  (champ 
magnétique).  On  obtient  ainsi 

dy,  I     d-z  \r^  ,^  dK^P  l     d'z  i  d 


I      4t^  ^  dl 


__  Vp/2. 

dt  I      â-n^^      dt       '      /      8-    K  — K,     dt  Zj       ' 

or,  en  appliquant   le    théorème  cité   plus  haut,   en  divisant  par 
K  —  Kq  et  en  tenant  compte  des  relations  (2), 


lonc 

rfj. 


dl 


/-fE-[^+^-i-'i]^ 


OU  encore,  en  tenant  compte  de  (3) 


^^=/iZ"[^-f-^— .'1- 


Iii  ÊLECTHODYyAMiqUE  DES   CORPS  ES  MOUVEMEST 

On  déduit  de  là,  en  remarquant  que  >      [^oP]    est     fonction 
linéaire  de  ;,  r,,  s  et  leurs  dérivées, 


et 


H.=-^y,p[P], 


t-cs  deux  quantités  étant  reliées  par  la  relation 


"dt 


l-=    /  rf-:(U.+  H,); 


or    rintégration    par  parties  nous  donne  pour  |    H ,  dty  après 
multiplication  par  4?^ 

(6  )  4rSu,d^  =fd7  y  X,S. 

Prenons  la  relation  (5)  et  développons  [P],  il  vient 

Pour  avoir  X,  faisons  r,  =  ^  =  o  dans  ces  relations  ;   il  vient 
ainsi, 


di)l        riW;         ^y^  dV 


IQ1  =  -  ■'"'' 


d.v    • 


rir  — 
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et  par  conséquent  la  relation  (5)  devient 


-'^^--m^ 


et  en  intégrant  par  parties, 


r^ 


t.,./ 


'^Q^ .-         /  Qç  4L  rf„ 


(^y  I        ^y 


p^d.=-  in^d.. 


dz 


M 


rfQ 
•"•    dx 


QÇ  ^  ^^. 


-    1    R^rf.=    /   R?   ^d-.; 


dx 


(5  i/s)  devient  alors, 


;-«'■) -l:/"A=y-=[Q(#-|^)-«(f -g 


-Z-^} 


Faisons  maintenant  */;  =  î^  =  o,  dans  la  relation  (6)  et  compa- 
rons la  relation  qui  en  résulte  avec  la  relation  (5  ter)  ;  on  trouve 
ainsi. 


f^-Qi^-^l-K-*-")--"! 


Or  on  a 

•^0  >  ,-7r  =  4w, 


rf. 


f 
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e  étant  lu  tlcMisité  de  Télectncîté  libre,  c'est-à-dire  non  seulement 
réleclrlcité  qui    se  trouve  à  la   surface  (électricité  vraie),    mais 
aussi  Télectricité   apparente  qui  parait  se  porter  h  la  surface  des 
diélectriques  placés  dans  un  champ  électrique. 
11  vient  donc, 

K„  ^  \  dx  dy  I  \dz  dx  )  K^ 

Les  deux  premiers  termes  du  second  membre  de  cette  relation 
représentent  la  force  de  Hertz,  Le  dernier  terme  qui  clans 
Texpression  de  X  j,  prendra  la  forme  —  Pc  et  qui,  par  conséquent, 
donnera  Av/t  pour  l'action  du  champ  sur  la  masse  edi  d'électri- 
cité, représente  la  force  électrostatique  ordinaire  s'exerçant  non 
seulement  sur  l'électricité  vraie,  mais  sur  ce  qu'on  a  appelé 
électricité  libre. 

327.  —  La  force  de  Hertz  est  trop  petite  pour  que  l'expérience 
puisse  la  mettre  en  évidence  :  elle  est  restée  jusqu'ici  insensible 
aux  expériences.  (Iherchons  néanmoins  de  nous  rendre  compte 
de  la  si^nilication  de  cette  force  ;  pour  bien  la  faire  comprendre 
je  suis  forcé  de  faire  une  digression  sur  le  parallélisme  et  la  réci- 
procité des  j)hénomènes  éleetri([ues  et  magnétiques  et  sur  la 
notion  nouvelle  du  courant  de  déplacement  magnétique. 

(lonsiihi'oiis  un  (liélec'lri([ue  el  admettons  pour  le  moment  les 
idées  de  Mossolti  sur  l<»s  diélectriques  (sphères  conductrices  extré- 
ninntMit  petites  disséminées  dans  une  substance  non  conductrice 
jouissant  dt's  mêmes  propiiéles  (jue  Tair,  (jui  s'électrisent  par 
inllnenee  ri  (|iii  pioduisent  j)ar  suite  la  polarisation  du  diélectri- 
(jue\  Sii[»j)(>s;)ns  :{ue  ce  dléh'clri(|U<'  ait  la  forme  d'une  lame  h 
laces  planes  et  qu'il  soit  placé  dans  un  champ  magnétique  cons- 
tant. On  aura  une  distribution  d  «'leetiieité  positive  sur  une  des 
faces  i\v  la  lamt*  et  de  réleetricit»'  négative  sur  Tautre  face. 
La  (hMisitr  <''leetri([ue  de  ces  couches  est,  d'après  les  calculs  de 
Mossolii. 

Lorsque  le  champ  est  variable  on  a  alors   des   courants  analo- 
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gue»  aux  courants  de  déplacement  de  Maxwell  ;  ces  couran  ts  ont 

pour  valeur, 

K  — K,    rfP  _  K— K,   df 

4-         dl  K        dt  ' 

Supposons  maintenant  que  nous  avons  deux  diélectriques  àe 
pouvoirs  inducteurs  spécifiques  K  et  K,,  appliqués  l'un  contre 
l'autre  ;  on  aura  sur  la  face  des  premiers  une  couche  électrique  de 
densité 

sur  l'autre  diélectrique  on  aura 

Kl — K„    > 


4« 

et  la  couche  de  séparation  résultante  aura  pour  densité 

K— K 


f  ^^ 
41. 


P. 


Généralisons  maintenant  ces  idées  de  Mossotti  en  les  combinant 
avec  celles  de  Maxwell.  On  aura  alors  des  petites  sphères  conduc- 
trices séparées  par  un  milieu  hypothétique  de  pouvoir  inducteur 
spécifique  K'.  11  faut  donc  remplacer  dans  les  formules  de  Mos- 
sotti Kq  par  K'.  Il  vient  alors  pour  la  densité  superficielle. 

et  pour  le  courant  de  déplacement 

K  — K^    ^P 

4-  dt 

Si  on  a  deux  diélectriques  appliqués  Tun  contre  l'autre  dont 
Tun  est  constitué  par  l'air,  on  a  alors 

i^®  couche P  ; 

4- 

i^/ 1^ 

1^  couche P  ; 

47: 

,       ,     ,  K  —  K 

couche  résultante —  P. 

4- 


FORCE  DE  HERTZ  4 «7 

et  le  courant  magnétique  sera 


(7) 


[X — |jl'     rfa 


47w         dl 


Si  nous  considérons  enfin  la  surface  de  séparation  des  deux 
milieux  :  corps  magnétique  — vide,  nous  aurons  alors  une  double 
couche 


'^—v-',      ^— ^' 


a  :        •  •      ^      a 


et  la  couche  résultante  sera 


!^-!"»a. 


4- 

Les  deux  théories  sont  donc  concordantes  au  point  de  vue  des 
phénomènes  statiques. 

Dans  cette  manière  de  voir,  les  corps  diamagnétiques  sont 
moins  magnétiques  que  le  milieu  qui  les  entoure,  par  conséquent 
moins  magnétiques  que  le  vide.  Cela  s'accorde  avec  Thypothèse 
que  nous  venons  de  faire  et  d'après  laquelle  le  vide  serait  magné- 
tique. Nous  devons  avoir  pour  un  corps  quelconque  jjl  >  ;j.'  ; 
mais  si  le  vide  est  magnétique  nous  avons  u^  >  \j!  ;  il  peut  donc 
y  avoir  des  corps  pour  lesquels  u  <  ii^  :  ce  sont  les  corps  diama- 
gnétiques. 

Reprenons  Texpression  (j)  du  courant  de  déplacement  magné- 
tique et  passons  à  la  limite  (comme  fait  Maxwell  pour  les  cou- 
rants de  déplacement  électrique)  en  posant  \k'  =  o  ;  le  courant 
magnéti(jue  sera  alors 


ou  encore 


4-     dt 


I       rfaa 


4-       dt 


Or,  d'après  Hertz, 


dKKT.  dQ  dl\  ,       , 

dt  dz  dy      '    i-'     ^ 

Poi.NCARÉ.  Électricité  et  Optique. 
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Posons  alors, 

d{\  (H)  rfaa         ,      ,         47rU 


(It/  dz  dt       '    '^  '  K,    ' 

rfP        d\\  _  4-V 

^/r  rf,^•  K 


? 


0 


^/(i  ./P  47:W 


dx  dij  Ky 

Il  résulle,   en  comparant  ces  relations  avec  les  relations, 


\ 
I 


d-  d'i 

* \__  —  /.^f, 


dt/  dz 


doL  dv 

^  =  4T:r, 

dz  (i.v 

rf3  dT. 


\    d.v  dij 

i[ue  nous  avons  (à  des  (acleurs  constants  près)  entre  les  courants 
magnétitpies  et  le  champ  électricjne  la  nn'^me  relation  qu'entre  les 
courants  électricpies  et  le  champ  magnétîcjue.  Par  conséquent, 
un  courant  éleclri([ue  produirait  un  champ  magnétique  et  de 
mcmc  un  courant  niagnéti(|uc  produirait  un  champ  électrique.  II 
y  a  donc  réciprocité  parfaite.  Clette  réciprocité  mise  en  évidence 
[)ar  IIiMtz  j)rjil  s'énoiuMM*  sous  uni'  formi'  iiulicpiée  par  M.  Blondlot. 

Soit  une    masse  élcctiicpic  qui  se  déplace:  les  expériences  de 
Uowland  prouvent  (piun  tel  dé[)laoement  pioduit  les  eiï'cts  élec- 
tro(.lynami([ues  d'un    couiaut  ;  on  crée  donc   un    champ    niajriiê- 
licpie.  Consithnons  d'autre  j>art   un  pôle  maguétiijue  mohile  ;  s'il 
se  (h'plaee  au  voisinaj^e  de  conducteurs  il  donne  naissance  à  des 
ell'ets   d  induel  ion.   Dans  la  pens<''e  de  Maxwell  le  déplacement  de 
ee  pôle  dans    un   tliéleetriijue  prodiilt    aussi  dans  1(î  diélectri([ue 
des  lorees  électiomotrices  d  induction  :  la  seule  dillérence  est  (jue 
dans  le  (li<*lectri(pie  ces  forces  électromolrices  donnent  lieu  à  un 
({i'l>lmvnii'nt    clcrt/i^jnr  au  lieu  de   pi'oduire   un  courant  de  con- 
duction ;  le  mouvement  du  pôle  magmMicpie  crée  donc  un  champ 
<declri(pie. 

On  peut  énoncer  la  réei[)rocité  entrer  les  [)iiénomènes  électri- 
<pies  et  magnéticjues,  en  disant  (jue  si  deux  pôles,  l'un  électricjue, 
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Tautre  magnétique,  subissent  le  même  déplacement,  ils  donnent 
naissance  au  même  champ. 

Ainsi  donc,  prenons  un  circuit  C,  le  primaire^  et  un  autre  cir- 
cuit C,  le  secondaire  ;  l'expérience  nous  apprend  que  si  Tintcn- 
sité  du  courant  qui  passe  dans  le  primaire  varie,  il  naît  alors  un 
courant  d'induction  dans  le  secondaire.  D'après  la  manière  de 
voir  de  Hertz,  cette  action  serait  indirecte  ;  le  courant  qui  passe 
dans  le  primaire  produit  un  champ  magnétique  ;  si  Tintensitc  de 
ce  courant  est  variable,  le  champ  magnétique  sera  lui-même 
variable  ;  ses  variations  donneront  naissance  à  un  déplacement 
magnétique  :  à  un  courant  magnétique  ;  ce  courant  magnétique 
produira  à  son  tour  un  champ  électrique  qui  se  manifestera  dans 
le  secondaire  par  un  courant  électrique.  On  aura  donc  par  suite  de 
la  variation  de  l'intensité  du  courant  primaire  un  courant  dans  le 
secondaire.  Ainsi  donc,  des  courants  magnétiques  produisent  un 
champ  électrique,  de  même  que  les  courants  électriques  produi- 
sent un  champ  magnétique.  D'autre  part,  une  force  magnétique 
exerce  une  action  mécanique  sur  la  matière  qui  est  traversée  par 
un  courant  électri(jue.  Par  réciprocité  une  force  électrique  doit 
exercer  une  action  mécanique  sur  la  matière  qui  est  traversée  par 
un  courant  magnétique.  C  est  cette  action  mécanique  qui  constitue 
la  force  de  Hertz. 

328.  —  Reprenons  maintenant  le  calcul  de  X^. 
Nous  avions, 

Ky  ^  \  dx  dij  )  \  dz  dx  I  ^LJ  dx 

En  tenant  compte  des  relations  en  U,  V,  W  et  de  la  relation 

47:  Vl  rfP 

Kq  ^j  dx 

il  viendra  finalement, 

X,  =  Q\V  —  RV  —  Pe. 

Par  conséquent  le   champ  électrique  exerce   sur  l'élément  de 

volume  rf-   une  action   mécanique  dont  la   projection   sur  Taxe 

des  .r  est 

(Pe  +  RV— QWjrfT. 
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Voyons  la  signification  de  cette  relation.  Qu'est-ce  que    Pedi  ? 

Nous  avons  déjà  dit  que  c'est  Taclion  exercée  par  le  champ  élec- 

tri([ue  sur  la  masse  électricjue  ecl':  ;    cette   action   électrique    est 

exercée    par  la  force   électrique   totale  P  qui  a  pour  expression 

d'après  Maxwell, 

p__^ ^ 

(Lv  dt 

et  qui  comprend  aussi  bien  la  force  d'origine  électrostatique  que 
la  force  électritjue  due  h  Tinduction  magnétique. 

Qu'est-ce  ([ue  (QW  —  UV)  ?  —  C'est  l'action  du  champ  élec- 
trique sur  le  courant  magnétique,  (^ette  action  est  nécessaire  pour 
que  le  principe  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction  soit 
vérifié.  Si,  en  effet,  un  courant  électrique  variable  produit  des 
courants  magnétiques,  et  par  ces  courants  une  force  électrique 
d'induction,  laquelle  agit  sur  une  charge  électrique  e,  il  faut  qu'il 
y  ait  réaction  de  cette  charge  e  soit  sur  la  matière  traversée  par 
ces  courants  magnétiques,  soit  sur  le  circuit  parcouru  par  le  cou- 
rant électrique  variable.  D'après  Hertz  ce  serait  la  première 
hypothèse  qui  serait  réalisée.  —  L'expérience  n'a  pas  encore 
vérifié  ces  prévisions. 

VKIUFICATIOX  DU  PHINCIPE  DE  l'ÉCAI.ITÉ  DE  l'aCTIOX  ET  DE  LA  REACTION 

329.  —  Démontrons  encore,  pour  finir  avec  la  théorie  de 
Hertz,  (jno  crlto  théorie  est  conforme  au  principe  de  l'égalité  di» 
faction  et  de  la  réaction. 

Nous  avons  déjà  montré  (|ue  les  é(|uations  de  Hertz  gardent  la 
même  forme  dans  le  mouvement  relatif  et  dans  le  mouvement 
absolu.  11  est  aisé  de  voir  d  autre  part  ([ue  l'expression  de  l'éner- 
jj;ie  totale  garde,  elle  aussi,  la  même  forme  dans  ces  deux  mou- 
vements. 


Or,  I  U.//t  ne   dépend  pas    de   ;,    r^,   -,    ni   de    leurs   dérivées 

par  consé(pient  cette  intégrale  sera  la  même  dans  les  deux  mou- 
vements. 
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Quant  au  second  terme 


Xjj,  Yq.  Zo  ne  changent  pas  non  plus  dans  les  deux  mouvements 
car  toutes  ces  quantités  ne  contiennent  pas  l,  r,,  s,  ni  leurs 
dérivées. 

En  appelant  Ç,  v^,  Ç  les  composantes  de  la  vitesse  relative, 
ç,,'^,p  Si  celles  de  la  vitesse  d'entraînement,  alors  l  +  ï,,/,  +  r^^n 
L  -f-  ^j  représenteront  les  composantes  de  la  vitesse  dans  le  mou- 
vement absolu. 

Nous  aurons  donc   dans  le  mouvement  absolu, 


dl 


et  dans  le  mouvement  relatif 


2^»('+^'']' 


dl 


=  I  rfT(u, +2x„ï). 


En  retranchant  ces  deux  relations  membre  h  membre,  il 
vient, 

Xy$,rfr=  o. 

Cette  relation  est  vraie  quels  que  soient  ;p  r^^y  ^^, 
Supposons  que  le  mouvement  en  question  soit  un  mouvement 
de  translation  ;  alors 

^i,=  Si  =  o;  $1=1 

et  l'intégrale  précédente  devient  dans  ce  cas, 

/  Xy^/T        =         O, 

La  composante  de  translation  totale  est  donc  nulle  :  le  prin- 
cipe de  r égalité  de  V action  et  de  la  réaction  est  donc  vérifié  par  les 
équations  de  Hertz, 


CIIAPITUE    III 

THÉORIE   DE   LORENTZ 

CONDUCTEURS 


330.  —  La  théorie  de  Hertz  est,  comme  nous  Tavons  vu,  par- 
faitement cohérente  ;  mais  si  elle  rend  compte  des  phénomènes 
électriques  elle  ne  rend  pas  compte  de  certains  phénomènes  opti- 
ques et  en  particulier  des  phénomènes  optiques  en  mouvement 
{entraînement  partiel  des  ondes  lumineuses,  aberration  astrono- 
mique, etc.).  En  revanche,  elle  est  parlaitement  en  accord  avec 
le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie,  avec  le  principe  de 
la  conservation  de  l'électricité  et  du  magnétisme,  et  avec  le  prin- 
cipe de  Tégalilé  de  Faction  et  de  la  réaction. 

Nmis  allons,  maintenant,  exposer  une  nouvelle  théorie  électro- 
dynamique qui  explique  assez  bien  les  phénomènes  optiques  qui 
ne  pouvaient  pas  être  expliqués  par  la  théorie  de  Hertz,  mais 
(jui,  malheureusement,  n'est  pas  eonlorme  au  principe  de  Tégalité 
de  l'aetioii  et  de  la  réaction  :  c'est  la  T/icorie  de  Lorentz, 

Avant  d'entrer  dans  l'élude  détailb'^e  de  celte  théorie  nous  al- 
lons eoinnieneer  par  énumérer  les  liypothèses  londamenlalcs  de 
Lorentz. 

331.  Hypothèses  fondamentales.  —  l)'a[)rès  Lorentz  : 

i"  //  nif  <i  pas  (le  md^nctismc  :  les  appaienees  de  magnétisme 
sont  dues  aux  courants  partleulalres  d'Ampère. 

:>"  //  /?*//  a  pas  de  courants  de  conduction  :  l'éleetrlclté  adhère 
à  la  niati«'re.  Les  j>hénomènes  éleetilques  sont  dus  ii  certains  pe- 
tits corps  mat/'ilels,  extrêmement  tenus  et  chargés  d'électricité, 
que  Lorentz  appelle  ions  ou  électrons,  (^es  molécules  matérielles 
sont  des  corps  solides  qui  se  déphieenl  sans  se  déloriner  ;  les 
chargeas    élcetrlcpies    sont    portées  pur  ces   molécules   dont   elles 
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sont   inséparables.    La  charge   de   chacune  de  ces  molécules  est 
constante  et  la  distribution  en  est  invariable. 

Conducteurs,  —  A  Tintérieur  d'un  corps  conducteur  ;[liquide 
ou  aolide),  ces  molécules  peuvent  se  mouvoir  librement,  et  ces 
mouvements  produisent  les  courants  appelés  i'olta'ùjues.  Seule- 
.  ment  dans  ce  mouvement  elles  ont  à  surmonter  une  espèce  de 
frottement  (ou  de  résistance)  de  la  part  du  conducteur  :  un  corps 
est  d'autant  meilleur  conducteur  qu'il  oppose  moins  de  résis- 
tance au  mouvement  de  ces  particules.  En  d'autres  termes,  les 
courants  qui  traversent  un  conducteur  métallique  se  propage- 
ront par  le  même  mécanisme  que  ceux  qui  traversent  un  électro 
lyte  ;  les  molécules  ou  particules  à  charge  invariable  se  compor- 
teront donc  de  la  même  manière  que  les  ions  des  électrolytes  : 
cela  justifie  leur  dénomination. 

Ces  particules  sont  chargées  les  unes  positivement,  les  autres 
négativement.  Si  un  corps  est  chargé  positivement,  c'est  qu'il 
contient  plus  de  molécules  chargées  positivement  que  de  molé- 
cules chargées  négativement. 

Diélectriques.  —  I.a  masse  des  diélectriques  est  parsemée 
d'ions  comme  celle  des  conducteurs,  seulement,  chacun  de  ces 
ions,  au  lieu  de  pouvoir  se  déplacer  librement  à  l'intérieur  du 
diélectrique,  ne  peut  s'écarter  que  très  peu  de  sa  position  d'équi- 
libre :  dès  qu'il  s'en  éloigne,  une  force  antagoniste  due  à  l'action 
des  ions  voisins  tend  à  l'y  ramener  ;  cette  force  est  proportion- 
nelle à  l'écart,  si  cet  écart  est  petit. 

Quand  le  diélectrique  est  placé  dans  un  champ  électrique,  la 
force  électrique  extérieure  tend  à  éloigner  Tion  de  sa  position 
d'é((uilibre  et  il  s'en  écarte  légèrement  jusqu'à  ce  que  cette  force 
extérieure  soit- contre-balancée  par  l'attraction  des  ions  voisins 
qui  tend  à  ramener  l'ion  à  sa  position  d'équilibre  primitive. 

Kn  d'autres  termes  le  diélectrique  se  polarise. 

Une  analyse  qui  ne  difVère  pas  essentiellement  de  celle  à  la- 
quelle conduit  l'hypothèse  de  Poisson  et  de  Mossotti  montre  que 
h\  polarisation  du  diélectricjue  est  proportionnelle  à  l'intensité  du 
champ  extérieur;  on  retombe  donc  sur  les  formules  bien  connues 
de  la  théorie  des  diélectriques. 
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Voyons  maintenant  comment  M.   Lorentz  a  réduit   ces  hj'po- 
thèses  en  équations.  Commençons  par  les  conducteurs. 

I.  —  GONDUCTKURS 

332.  —  On  peut  étudier  ce  qui  se  passe  dans  les  conducteurs 
en  nous  plaçant  à  deux  points  de  vue  diflTérents.  D'abord,  consi- 
dérons un  observateur  ayant  les  sens  très  subtils,  et  voyons  coni-  ' 
ment  se  présenteront  h  lui  les  phénomènes  qu'on  observe   dans 
les  conducteurs.  —  Grâce  h  ses  sens  très  développés,  très   sub- 
tils, il  sera  en  état  d'apercevoir  les  courants  particulaires  d'Am- 
père ;  il  distinguera  même  les  ions  et  les  verra  se  mouvoir  :  pour 
lui,    le  magnétisme   et  les  courants  de   conduction  n'existeront 
pas.  —  Si,  au  contraire,  nous  considérions  un  observateur  ayant 
les    sens  grossiers  —  comme  les  nôtres,  —  le  mouvement  des 
ions  ne  lui  sera  pas  accessible  ;  il  ne  verra  que  des  phénomènes 
moyens,  des  eOets  d'ensemble,  et  c'est  ainsi  qu'il  sera  conduit  ù 
admettre  Texistence  des  courants  de  conduction  et  du  magnétisme. 

Nous  allons  étudier  les  conducteurs  en  nous  plaçant  successive- 
ment à  ces  deux  points  de  vue  dillerents. 

A.   —  PHÉXOMiîNES   QUI    SE    PUÉSENTEXT   A   UX   OBSEUVATEUR 

AYANT    LES   SENS   TIlÈlS   SUBTILS 

333.  —  (Considérons  le  courant  total  ;  d'après  Lorentz,  il  se 
compose  de  deux  parties  :  le  courant  de  déplacement  et  le  cou- 
rant de  conveclion  de  Uowland. 

Désitjfiions,  comme  précédemment,  par  /^  e,  w  les  composantes 
du  courant  total  j  il  vient  alors 

(r  ('  —  --^  -+-07 

lit       '  • 

Xous  admettrons  aussi  la  relation 


f 


■>.) 


V-'  / 


7         t ."'  • 


J  (l.V 
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C'est  là  une  liaison  que  nous  imposons  au  déplacement  [f^gy  h). 
D'autre  part,  les  particules  étant  des  solides  invariables  et 
emportant  leurs  charges  avec  elles  on  aura  : 

0/ 


or, 


^t   ~  dt  ^"   dx  ^  *  dy  ^  ^  dz 


donc 


/ON  rfp         „    dz  dz         ^  dp 

et  de  plus 

/  <R  dr.  d'^  \ 

puisque  la  dilatation  des  particules  est  nulle. 

En  additionnant  les  relations  (3)  et  (4)  membre  à  membre  il 
vient, 

dt  dx  dy  dz 

ou  encore, 


(=)  ï  +s 


dx 


Diflerentions  maintenant  la  première  équation  du  système  (i) 
par  rapport  ii  x,  la  seconde  par  rapport  à  y,  la  troisième  par  rap- 
port îi  z  et  ajoutons,  il  vient, 

du  _  V  ^V       V  '^(?^) 


\^  du  VI  rfy       VI  rf(f 

Z^  dx       Zjdxdt       Aj  "^ 

^  dy  df       yrf(p;) 


ou,  en  tenant  compte  des  relations  (2)  et  (5), 

du 
dx 


(6,  y^=o. 
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Cette  dernière  relation  exprime  le  principe  de  la  conservation 
de  rélectricité. 

334.  — Introduisons  maintenant  le  potentiel  vecteur  (F,  G,  H). 
On  a  d'après  le  théorème  de  Poisson 

'  ^F  =  — 4-//, 

(7;  .         AG=-4t:., 

'  AH.-  — 47:iv. 

Vax  dillerentiant  la  première  de  ces  relations  par  rapport  h  x, 
la  seconde  par  rapport  à  //,  la  troisième  par  rapport  à  z  et  en 
ajoutant,  il  vient, 


et  en  vertu  de  la  relation  (6) 


VI  dV 

7    — ; — =  O 


^  L^  dx 


Y  dY 


-T—  exprime  donc  le  potentiel  de  la  masse  attirante  dont 
dx        * 

la  densité  ( -; — ,-7—,  — ; — 1  est  nulle.   Cle  potentiel  est  donc  nul, 
\  dx     dy     dz  /  * 

cl  il  vient  alors, 

^  y  ;^  =  o. 

335.   —  Montrons  maintenant  qu'il  n'y  a  j)as  de  magnétisme 
prrniaiionl  ou  induit.  Introduisons  pour  cela  la  force  magnétique 
a,   ^'j,  *'  .  Posons, 

d\\         dO 


}): 


dif  dz 

\    dV        d\\ 


-  —  %. 


o 


iz  dj 


i       (fZ  ffX 

'    dG         dV 


.-•' 


dx  di/ 

DilVérenlions  la  promière  de  ces  é([ualions  par  rapport  l\  x^  la 
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seconde  par  rapport  h  y,  la  troisième  par  rapport  à  c  et  ajoutons  ; 
il  vient 

C.  Q.  F.  D. 
336.  —  Formons  maintenant  les  expressions, 

dy  dz  ' 

^ j_ 

dz         djc  ' 

rfjî  _  rfa 

que  nous  avons  rencontrées  dans  la  théorie  de  Hertz. 

Va\  remplaçant  dans  ces  expressions  a,  |3,  y,  par  leurs  valeurs 
tirées  de  (9),  on  obtient  pour  la  première 

r/y         d'^j  d'G  d'F         d'F  dm 


dij  dz  dxdij  dy-  dz^  dxdz 

d'V 
ajoutons  et  retranchons  au  second  membre     ,    ,  .  il  vient, 

dx' 

dy         dz  dx^         dxdy  dxdz'' 

ou  encore, 

dy  dz  dx  j^  dx  ' 

et  enlin,  en  tenant  compte  des  relations  (7)  et  (8)  on  obtient 

,      .  )     doL         d^' 

d^i        doL        , 


dx         dy 

337.    —  Pour  aller  plus  loin  je  me  servirai  des  équations  de 
La  grange. 
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J<î  supposerai  que  le  système  est  composé  d'un  grand  nombre 
(le  variables,  et  ([uc  les  coordonnées  des  diverses  particules  char- 
j^ées  de  la  matière,  dépendent  des  paramètres  yj,  y,,  7,,-..  y«  ; 
les  déplacements  dépendront  aussi  de  ces  quantités. 

Désignons  par  T  la  force  vive  totale  du  système  ;  elle  se  com- 
pose de  la  force  vive  de  la  matière,  T',  et  de  la  force  vive  de 
Téther  que  je  désignerai  par  T".  On  aura  donc 

T  =  T'  +  T''. 

Kt  si  U  désigne  Ténergie  totale  du  système,  U'  Ténergie  due 
aux  forces  autres  que  les  forces  électriques,  U"  l'énergie  due  aux 
forces  électriques,  on  aura  encore, 

U  =  U'  +  U". 

Les  équations  de  Lagrange  peuvent  alors  s'écrire, 

,   ,  d  (Tï      rfT      di: 

^  dt    dq  dtj  dq 

Mais  quelles  sont  les  valeurs  explicites  de  T"  et  U"? 
Je  suppose  que  T"  soit  représenté  par  Ténergie  magnétique  ; 
cela  revient  à  écrire 


[l'A 


d'oii,  par  nu  calcul  l>len  connu, 


(  I  :>.  bis) 


V"  c'est   l'énergie  potentielle  de  Téllier;  je  suppose  que  c'est 
rénergle  électrique  ;  donc, 


('^i- 
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^,  ,     ,  .  ,       ,.  •   .       '/T"     dV     ,  rfU" 

Calculons  maintenant  les  dérivées  — r-7-,  — -, —  et 


d(i'  '    di/  dti 

11  vient, 


dM 


F^/-S^^- 


Kn  ce  qui  concerne  T",  remarquons  dans  (12  his)  que  F  est  le 
potentiel  d'une  niasse  attirante  dont  la  densité  est  //;  et  si  je  donne 
alors  un  accroissement  o«  a  //,  Taccroissement  correspondant 
de  F  sera  oF  ;  Tintégrale  (12  his)  s'accroîtra  par  conséquent  de 
(en  ne  considérant  que  le  premier  terme  de  I) 


(Fow  +  uriV)  ; 

2     ^ 


or,  en  vertu  d'un  théorème  bien  connu, 


I  d-z  F  riii  =z  I  d^  ufjVy 


donc 


— ^  {y ou  -\-  uZF)  =  /  ^tF  o^^ 


et  par  suite, 


I'^' 


du 


et  de  la  môme  manière, 

'  df/  J         Jiu      dq' 

fi  .11       du         du     ^     .   , 

Il  nous  reste  encore  a  calculer et  -7-7.  Kt  ici  nous  sommes 

d(/        dfj 

amenés  à  distinguer  deux  sortes  de  coordonnées  (j  : 

1**  Les  coordonnées  du  centre   de  gravité  de  la  particule  con- 
sidérée.  Ces  coordonnées  suffisent  pour  déterminer    complète- 
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ment  la  situation  de  la  particule,  si  on  suppose  que  la  particule 
ne  peut  pas  tourner  sur  elle-même.  liorentz  a  d*ailleurs  démon- 
tré que  les  particules  étant  infiniment  petites,  le  moment  du 
couple  qui  tendrait  à  les  faire  tourner  sur  elles  mômes,  est  un 
infiniment  petit  d'ordre  supérieur.  Nous  ne  reproduirons  pas  cette 
démonstration,  faute  de  temps  ;  nous  nous  bornerons  h  admettre 
la  conclusion. 

Les  variables  de  la  première  sorte  suffisent  donc  pour  déter- 
miner la  position  de  la  matière  et  par  suite  la  position  de  Télec- 
tricité  qui,  d'après  Lorentz,  est  invariablement  liée  l\  la  ma- 
tière. 

'jy  Les  coordonnées  qui  définissent  la  position  de  Téther.  La 
matière  et  par  suite  l'électricité  ne  seront  pas  afTcctées  par  la 
variation  de  ces  coordonnées  ;  par  contre,  le  déplacement  {fy  g^  h) 
subira  des  variations,  car  le  vecteur  [f,  i^^  h)  est  fonction  de  la 
position  de  Téther. 

Maintenant,  quand  les  variables  de  la  première  sorte  subiront 
des  accroissements,  ces  variations  afTecteront  en  même  temps  la 
matière  et  l'éther  :  Télectricité  et  le  déplacement  électrique. 

338.  a.  Equations  qui  définissent  l'état  de  Véther,  — Cette 
distinction  de  coordonnées  étant  faite,  revenons  ii  notre  question  ; 

du        du 
calculons  —. —  et— 7-7. 
dq        d(f 

(^onunciK'ons  par  nous  placer  dans  le  r^/.s*  des  variables  de  la 
dcuA  u'nie  sorlc^  (pu  dcfuiisscut  la  posilion  de  Vètlier, 
D'abord 

il  faut  [)ar  conséquent  dillérentier  cette  relation  par  rapport  à  y. 
Or,   z  ne  dépend  pas  de  q  (variable  de  la  deuxième  sorte),  sa 
dérivée  est  par  suite  nulle,  et  il  vient  alors. 


;»«) 


du  d       df 


Je  dis  <{ue 


dq  dq    dt  ' 


d      df  d     df  _     dY 


dq    dt  dt     dq  dtdq 
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Nous  avons  en  effet, 


et  en  diffère  ntiant  par  rapport  à  q 

d    df_^     d^f      , 


d  ^_y'    rty     , 

dq   dl        Z^  dijidq  ^' " 


donc 

d     df  _    d     df  _\^     d'f       , 
^"^^  dq    dl    ~   dl     dq~Zjdq,dq'''' 

C.  Q.  F.  D. 

I/équatlon  (i8)  devient  alors, 

.  du  <Pf 

[20  ;  -5—  =      .    ,     . 

'      '  dq  dldq 

r'   1      1  du. 

Lalciilons  encore    -7-7 . 

dq 

Nous  avons, 

^      rf/'  _    df_ 

dq'  i     dl  dqi 

donc, 

dn   _    r//- 


(.,) 


r/y'  dq  ' 


Ecrivons  maintenant  les  équations  de  Lagrange  en  ne  consi- 
dérant que  les  variables  de  la  deuxième  sorte.  —  Ces  équations 
se  simplifient  si  nous  remarquons  que  T'  et  U',  se  référant  à  la 
matière,  ont  des  dérivées  nulles  par  rapport  aux  variables  de  la 
deuxième  sorte  qui  se  réfèrent  à  Téther.  Les  équations  (i.i)  s'écri- 
vent alors,   en   tenant  compte   des    relations    (i5),    (16),  (i>o)  et 


(22) 


dl 


f-i4 


^j/^m- 
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Transformons  ces  équations.  Prenons  la  première  întéffralc  et 
eflectuons  la  dillerentlation  par  rapport  à  t\  il  vient, 


f-i^^-f-y.^^^P^l 


df   rfF 

dt     J    ^'^^"    d(j  I     *",«^*    dldq     '      I    ^'i^rfy     dl 

La  relation  (S42)  devient  donc, 

Or  nous  avons 

■L^  dx 
et  en  différentiant  par  rapport  à  ^, 

y  <i7  ._  'f?  . 

^J  dxdq  dq    ' 

multiplions  maintenant  les  deux  membres  de  cette  relation  par 
y  </t  (6  étant  une  fonction  ([uelconque,  qui  s'annule  à  rinfini) 
et  intégrons  dans  tout  Tespace  ;  on  a, 


mais    romar([uons  ([uc   o    ne    dépend    pas    de    tj    (variable   de   la 
deuxième  sorte]  donc, 

*  •  /  V   ^^v 

•       jLà    dxdq  ' 

ou  encore  en  inléj^rant  par  parties  dans  tout  Tespace, 

l      •       ^  dddq  J     •       ^  d.v    dq 
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et  en  introduisant  cette  fonction  4  dans  les  équations  (sS)  de  La- 
grange  on  obtient, 


(-4) 


Pour  que  cette  relation  soit  satisfaite,  il  suffit  que 


/     d¥         d'I         At^  ^ 


rfG       rf'Y>       4^ 


(in     dà     47:  , 

■    '  ^    /«  =  o. 


\    rfî     '    r/=    '    K 


0 


On  pourrait  montrer  cela  en  se  servant  du  calcul  des  varia- 
tions qui  nous  montrerait  de  plus,  qu'il  n'y  a  que  cette  manière 
pour  satisfaire  a  cette  relation  (24)  [si  entre  p  ci  f  il  n'y  a  pas 
d'autre  relation  que  la  relation  (2)]. 

D'autre  part  il  est  évident  que  les  équations  de  Lagrange  no 
peuvent  comporter  qu'une  seule  solution. 

Cherchons  donc  une  fonction  ^  satisfaisant  aux  conditions  (25). 

DilFé reniions  à  cet  effet  la  premit*re  des  relations  (25)  par 
rapport  à  .r  la  seconde  par  rapport  à  //,  la  troisième  par  rapport 
à  -  et  ajoutons  ;  il  vient  ainsi 

Zidx  \dt   ^  dx^   K„/~     ' 


OU  encore, 


(^«)  lE^+^*+l;Sl-" 


mais, 


Y  rfF  _        Y  ^y 


La  relation  (26)  devient  donc. 

Cette  équation  nous  montre  que  la  fonction  ^  satisfaisant  aux 
Poi.NCARÉ.  Électricilc  ci  Optique.  28 
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(*oii(li<lioiis  ^2;V, jouit  des  proprif'tés  d'un  potentiel  :  c'est  le  poten- 
tiel d'une  musse  attirante  de  densité  n- . 
Posons  maintenant, 

et  rerivons  les  relations  ''.>.5j   avec  ces  notations  ;  il  vient. 


dt 

dx' 

dû 
dl 

d-l 

dll 

d-l 

1 

l    '^"""      dl  dz    ' 

relations    (jiii    présentent  une    fçrande    analogie    avec   celles   de 
Maxwell  .n"292,  p.  Mj). 

Kii  (llilérentiant  la  seconde  de  ces  é({nations  par  rapport  à  r, 
la  tr(»isiènie  par  rapporta  y  et  en  retranchant,  on  obtient 

/()         d\\  d     fdW         d(\ 


(^      V 


or,    (»  . 

■  '  / 


(Iz  (hj  dt    \  dy  dz 


d\\         dG 

—  — ^  a,  etc.  ; 


dy  dz 


(loue. 


./() 

d\\ 

dt 

dz 

'l'J 

dl 

dl{ 

dV 

d't 

1 

dx 

dz 

dl 

dV 

di) 

d- 

du 

dx 

dl 

\ 

\ 


l'io) 


L«*s  (Irux  (Irnilrres  écjualions  s Ohlcnanl  coninio   la  première. 
Tels  sont   les   écjnations  ([iii  dé(iniss<*nt  1  étal  de  réthcr. 
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339.  Comparaison  avec  les  relations  de  Hertz. —  En  com- 
parant les  relations  de  Lorentz  avec  celles  de  Hertz,  on  voit 
immédiatement  une  différence  très  marquée  :  K  est  devenu 
constant  et  égal  à  K^  et  a  a  complètement  disparu  dans  les 
équations  de  I.orentz.  Cela  tient  aux  hypothèses  que  nous  avons 
faites  au  commencement:  nous  n'avons  admis  ni  magnétisme,  ni 
diélectrique  autre  que  le  vide.  On  remarque  aussi  la  disparition 
des  termes  contenant  les  courants  de  conduction.  Cela  ne 
doit  pas  nous  étonner,  car  nous  avons  négligé,  dans  l'expres- 
sion du  courant  total,  les  courants  de  Rœntgen  et  les  cou- 
rants de  conduction  (^,  ^,  /•)  ;  cette  différence  est  visible  en 
comparant  les  équations  fondamentales  de  Hertz  (en  y  faisant 
•jL  ==  i)  et  les  équations  (3o)  de  Lorentz. 

Comparons  en  effet  les  premières  équations  de  chaque  groupe. 
On  a, 

-J-  =  -T^ T-  +  »  •••       Hertz 

dt  dz  dij         ^    ^  ^  ^  » 


0 


/a         rfQ         d\\ 


^Lorentz) 


dt  dz  dy 

et  c'est  précisément  le  terme  en  [al  (jui  contient  le  courant  de 
Ru'nlgen  et  que  nous  avons  négligé. 

Et  bien,  je  suppose  qu'on  ait  repris  le  calcul  précédent  en 
tenant  compte  des  termes  qui  contiennent  le  courant  de  Rœntgen 
<[ui  a  pour  expression  : 


dz  ^'  ^^         dij 

en  d'autres  termes  je  suppose  que  n  ait  pour  valeur, 

dans  cette  hypothèse  on  aurait  trouvé  comme  conditions  h  satis- 
faire 

^F         d'I        At^  ^       ,^,^  . 

dÇj  dà         At:  ,-  ^  , 

dH  dit  4^     I  t  rr.-. 
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et  en  posant  toujours 


4^ 

f- 

P, 

4- 

tr 

Q, 

4^ 

h 

H, 

K„ 

*^  1 

on  aurait  trouvé  h  la  place  des  relations   (29)  les  relations  suî 
vantes,    * 

P  •-=  —  — iil  -u  (t  V  —  t^i] 


t  finalement 


dt  dz 


d%         di)         dl\ 


V 


t//  ^/r  df/ 

dp         dl\         rfl>     . 


df  djc  dz 

dv         dP         r/Q 

'     df  df/  d.r    ^  ^  '  ^  ' 

c'est  pr^'cis^'inml  les  cipiations  tle  IIcmIz, 

Ainsi  tlonc  en  tenant  c(Mnj)t<'  drs  courants  de  Ilcpntgen  dans 
les  ('([nations  de  La^raii^e  on  retrouve  les  iMjuations  fondamen- 
tales de  lleii/.  (]eci  doit  allirer  noti'e  attention,  llappelons-nous, 
en  eU'et,  (jue  nous  avons  (H»'»  conduits  ii  introduire  les  termes  [aj. 
j^jj,  Y  en  t(Mianl  compte  des  expériences  dinduction  magnétique. 
11  sera  donc  intéressant  (re\[)li([uer  comment  les  é(|uations  de 
Lurent/  sont  c;ipai)les  de  rendre  con]j)le  de  l'induction  niagné- 
li(|ue  ;  nous  verrons  dans  la  suite  (pTelles  en  rendent  j)arraite- 
ment  compte. 

340.  1).  Variables  de  la  première  sorte.  — (lonsidérons  une 
particule  ni  et   appelons   <y    1  abscisse  de    son   centre   de   gravité. 
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dT  dV 

Calculons  -— ; —  et  — p-,  • 
dfj         d([ 

D'abord,  T,  c'est  la  force  vive  de  la  matière  ;  par  conséquent, 

^    ^  2  2  2 


y>  7i»  ^Iv'-y  é^îïï^t  l^s  abscisses  des  centres  de  gravité  des  diffé- 
rentes particules. 

On  voit  que  cette  force  vive  dépend  des  variables  de  la  pre- 
mière sorte  et  elle  ne  dépend  que  de  leurs  dérivées  ;  il  en  résulte 
que 

d:ï' 
d(j 

dl' 


dr/ 


=  m(j\ 


et  par  suite, 

d    dl'         dT 
(^)  -dll^--dûf="''l' 

dl"        dl" 
En  ce    qui  concerne  les    dérivées  — = —  et  i— r  ,   les  formules 
*  df/  dq 

(i3)  et  (i6)  nous  donnent  ces  dérivées.  Nous  avons  en  eflet 


Ir-j  '-^^  d,  ' 


(4) 


H  I        Zj      d,j" 


•1  1-11        du      .     du 

Il  reste  donc  u  calculer  — : —  et 


du 


341.  —  Commençons  par  calculer    ,  ,   . 

^  d(/ 

Nous  avons, 

df 
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dinÏTenlloiis  celte  relation  par  rapport  à  y' et  remarquons  que  o 
ne  dépend  que  de  la  position  actuelle  de  la  matière  ;  il  est  par 
conséquent  indépendant  de  tf'  ;  on  a  alors, 


lu  df    ,         rf; 


Or,  à  Vinlérieur  de  la  particule  m  on  a  ;  ^^  y'  donc 

en  dehors  de  cette  particule  on  a  s  =  o  cl  par  suite, 

dl 

convenons  alors  d'appeler  z^  une  variable  telle  qu'à  l'intérieur  de 
la  particule»  sa  valeur  devienne  z^  =  z  et  en  dehors  de  cette  par- 
ticule 0„  =  (). 

La  relation  'H,  s'écrit,  avec  ces  notations 
•  '-  dq'    —   dq    +  '^»- 

Vax  ce  (lui  concerne  -r-,  ,  et  -7-7- ,  on    a,  en  différentiant    par 

*  (iq  dq  * 

lapjxMl  il   (f  1rs  relations  qui  nous  donnent  r  et  n», 

ch>  d^  dr. 


dq'  dq  '     dq' 

d\v  dli  (Ct 


dfj  dff  '     d(i 

Mais  r<Mnar([U()us  (jii'à  l  intérieur  de  la  particule  /;/,  on  a  r,  ==  y'^, 
y,  élanl  lOrdoniiéi*  du  centre  de  f^ravité  de  cette  particule  ;  il  en 
résulte  cpK' 

'l'ï  ' 

et  par  un  raisonnement  analogue 


c> 


~=^  o. 
dq 
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Les  rehitions  précédentes  deviennent  donc, 


(7) 


(«) 


di> 

d'ï 

div 

dh 

d'i' 

drj- 

342.  —  Calculons  maintenant; 

du     di>     d^* 


dq  '  dq  '   dq 

On  a,  en  différentiant  par  rapporta  q  les  relations  qui  nous 
donnent  //,  f,  n», 

du  d'f         -  rfp  d\ 

dq  dtdq  ^^   dq  ^  '     dq   ' 

}     dv  d'ii  dri  de. 


\ 


dq  dtdq  dq  ^   dq  ' 

dsv  _    d'il  ^  do  _d^ 

dq    ~  dtdq  "^  "^  dq    "^  ^^    dq    ' 


Qu'est-ce  que 

dl  dr,     ^    dX,    .^ 

^     dq  '  '      dq  '  '      dq 

Nous  avons    vu    qu'a  Tinlérieur  de   la   particule   m    on    avait 
^  =  ^'  et  par  suite 

dq 

en  dehors  des  particules  on  a  s  =  o  ;  on  a  donc  partout 

dX 

et  de  même 

rfr,  rf; 
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Les  relations  précédentes  deviennent  donc, 

du  (Pf         ^    dri 

.      dt]  dtdq  dfj  ' 

/   N  ]     di'  d^^r  ,h 


1     rfy  rZ/^/ry  '    d(j  ' 

f     rAv  rfVt  ^    do 

d(j  dtdq  dfj 

343.  —  Les  relations  (3)  et  (4)  deviennent  donc, 

Ces  dérivées  figurent  dans  les  équations  de  Lagrange  sous  la 
forme 

d    dV  dV 

dt     dq'  dq 

Calculons  cette  expression  en  nous  servant  des  relations  (3  ii«) 

et  (4  lis). 
Il  virni, 

d     dT'  d'ï"  C  ,  V  ^^^'     ^ff  C  7     dV 

dt      dq  dq  I  ^^   dl      dq  J  dt    '  ** 


+/"''•■  %+/"^^S'-^- 


Nous  allons  Iranslorinor  cette  expression.  Considérons  les  deux 

dz 
drinirrcs  intéj^rales.   Dans  la   première,  remplaçons  -j-^  par  sa 

valeur 

f/^.  V   dzl 


dt  Zj 


i  •* 


a         L^  dx  ' 


il  vient  ainsi, 
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dl  I  Zj    d^' 


44 1 


Intégrons  par  parties  ;  cela  nous  donne, 


I      ,    *-,  d^,T  I     ,  dF 


dz 


et  rintégrale  en  question  devient, 


(") 


/-"24^=/"^K'^ 


^F  dV 


X 


lu 


dz  I  ' 


Transformons  maintenant  Tautrc  intégrale  : 


(,.) 


/^-  %  1  ''■ 


Qu'est-ce  que  -—  ? —   A  Textérieur  de  la  particule -r^  =  o  ; 


dq 


d,. 


cela  veut  dire  qu'en  déplaçant  la  particule  //i,  la 
densité  électrique  ne  varie  qu'à  son  intérieur. 
Quelle  est  cette  variation  ?  —  Pour  voir  cela, 
considérons  un  point  M  à  l'intérieur  de  la  parti- 
cule en  question  et  soit  p  la  densité  électrique 
en  ce  point.  Si  la  coordonnée  q  du  point  M  aug- 
mente de  rfy,  le  point  M  viendra  en  M'  et  on  a 
MM'==r/<y.  D'autre  part  la  densité  au  point  M'  sera  différente  de 
la  densité  en  M.  Elle  aura  pour  valeur 

do    , 


Fig.  5i. 
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Kii  un  point  M'  symétrique  de  M'  par   rapport  h  M,  on  aura 
MM''  =  dfj  et  comme  densité, 

dz 


0  —  -y-  MM 

*         dx 

ou 

dz    ^ 

On  a  donc, 

i"  A  rintérieur  de  la  particule, 

dz  dz 


df/  dx 

'a"  a  Textérieur  de  la  particule 

dz 
dq 

Donc  avec  les  conventions  précédentes, 

Al  =  _  !!h. 
dq  dx  ' 

et  notre  intégrale  (i9.)  devient 

_  /   ,/,  1^  V  F,:. 

dx  ^^ 

\\\\  iiitéi^raiit  par  parties,  on  obtient, 


<i'-  ^  i-'ï  =-  -  /  <f--  ?.^ 


r  '/F 


l.V    ' 


,,.^r,-„-^ -,/,,.,§, 


■•^-à"-^—     ■'-■■■■^vl.r: 
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car  le  inouvement  de  lu  particule  se  réduisant  h  un   mouvement 
de  translation,  ï,  yj,  ï,  ne  dépendent  pas  de  x,  y,  z,  à  l'intérieur 
de  la  particule;  ce  sont  des  constantes. 
L'intégrale  (12)  peut  alors  s'écrire, 

(■3)-  /  i-^y.n^  I  ■h:-Ai^  +  '.^+K'"' 


0-/^^*2^^  =/"^.'-(^^ 


dx  dx  dx 


Revenons  maintenant  h  la  somme  des  deux,  dernières  intégrales 
de  (10)  ;  cette  somme  a  pour  valeur,  en  tenant  compte  des  rela- 
tions (11)  et  (i3)  que  nous  venons  d'établir, 

j ,..,  ^  _ p..  ±^,, 

r,    ['  /dv     dG\     ^  /JF      (m\-\ 

^  /  ''^?»h  (-%  -1Ï7  j + ^  te  -  77)]  ' 


or. 


dll         dG 


''!/  d-. 

\     dV__  d^_  o 

'lh~  'd7~  ^' 

dG        dV  _ 
*     dx         dy  ~'^ 


doiK 


^-f'^il''> 


d.FS^-    /   A4^y  F5=    /   rf.J.(î?-r,,-). 


écrivons  maintenant  la  relation  (10)  ;  elle  devient, 

,       , .  .  d     dV        dT^  r^    V  ^F    ^/ 

(10  uisj  1    ^-    ^ 


dt     dfj'  dq  f  Zj    dt     dq 


/'■s 


-/'--/*-'-■' 
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344.  —  Calculons  encore 


d\]" 


d.i    ■ 
Nous  avons  vu  que 


^"=j-i-/-if- 


d'où,  en  diflerentiant  par  rapport  à  r/, 


'■«        T-   -Y.^t 


/■» 


?. 


345.  —  Prenons  maintenant  l'équation  de  liaison, 

et  diflerentions-la  par  rapport  à  //  ;  il  vient 

Y    d}f    _  dp 

^  dxdq  dq 

Multiplions  cette  relation  par  i  cZt,  i  étant  une  fonction  quel- 
conque s'annulant  à  Tinfini,  et  intégrons  dans  tout  l'espace  ;  on 
obtient  ainsi, 


/-KSi^-^)=»- 


or 


r/o  r/o„ 


d(j  dx   ' 


^  I  \.^J  dxda  dx 


.        .       .      ._  o. 
/y 


Intégrons  par  parties;  cela  donne, 


'  d.i'dfj  I  dfj     dx 
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et  rintégrale  (i5)  devient, 

(■^"■•)      / '"'Si  f +/*.'•  f  =  »; 

346.  —  Nous  avons  maintenant  tous  les  cléments  nécessaires 
pour  écrire  les  équations  de  Lagrange  :  nous  n'avons  plus  qu'à 
additionner  membre  l\  membre  les  relations  (a),  (lo  Aiv),  (i4)  et 
(iSi/.v),  que  j'écris  encore  une  fois  pour  faciliter  le  calcul, 

d     dV         dV         rfU'  „    ,     du 


dl     dq'       .    dq  dq  '  dq 

d     dV  dT'  /     ,  V  '^^'      '^f 


^=   -Z^i 


dt      dq  dq  1         ^   dt      dq 


1 

f    '^'^?. 

dF 
dt 

J 

1 

d-: 

?.iVh 

-r,-) 

d<l  J         jL4    K     dq 


La  soinnie  des  premiers  membres  de  ces  équations  nous  donne 
zéro  ;  et  ce  qui  reste  peut  s'écrire  sous  la  forme, 

»        <^U'  /     ,  V   <//■  /  dV     ,     d-l     ,     471    ,, 


dq  I         ^U  dq  \  dl  d.v  K, 


(dV  d'l\    ,      / 

^A-dr-^^rJ 


d^?.,{Q—rr;)=o. 


or, 


dF    ,    dà     ,    4-  . 


(it  d.v  Kq 
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(.roù 

dV        (V^  4- 


"77" —         ÎT"/  » 


dt  dx  \\. 

et  la  relation  (i6)  devient  alors, 


^  /?o/^-+  M-?.(2:?-^.y), 


dans  cette  relation  ^''  représente  la  projection,  suivant  Taxe  des  .r, 
de  raccéléralion  de  la  particule  ;  nuf  représente  donc  la  projec- 
tion suivant  l'axe  des  x  de  la  force  qui  agit  sur  cette  particule  ;  le 
ternie  en  U,  représente  des  l'orces,  autres  que  les  forces  électri- 

ques,  qui  agissent  sur  la  matière  ;  le  ternie  en-r^,  c'est  la  force 

électrostatique  et  enfin  le  troisième  terme  du  second  membre 
représente  l'action  électrodynamique. 

11  en  résulte  donc,  d'après  Lorentz,  qu'il  y  a  une  force  due  au 
champ  électrique  et  une  autre  force  due  au  champ  magnétique. 

346.  Comparaison  avec  la  théorie  de  Hertz.  —  Comparons 
maintenant  ces  résultats  de  Lorentz  avec  ceux  de  Hertz. 

D'après  Hertz,  la  matière  doit  subir  ([uatre  actions  de  la  part 
du  champ  électromagnétique,  et  de  ces  quatre  actions  résultent  : 

i"  La  force  magnétl([uc  ; 

•a"  La  lorce  électrique  ; 

.)  '  La  force  électrodynamique  ; 

4"  La  force  de  Hertz. 

Dans  la  lliéorie  de  Lorentz  on  ne  retrouve  pas  la  première 
force;  cela  ne  doit  pas  nous  étonner,  car  nous  avons  supposé  qu'il 
n  V  a  pas  de  niafijiiétisine. 

La  force  éleclri(jue  proprement  dit(*,  c'est-à  dire  la  force  élec- 
trique totale  (due  aux  ph«''nomènes  d'induction  magnétique  et  aux 
McticMis  électrost;iti([uesi  subsiste  dans  les  deux  théories;  donc, 
accord  avec  la  théorie  de  Hertz  sur  ce  point. 

En  ce  (jui  concerne  l'action  électrodynamicjue,  il  y  a  une  difle- 
rence  assez  marquée  entre  les  deux  théories,   et  cela  s'explique. 
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Rappelons-nous,  en  effet,  que  dans  lu  théorie  de  Hertz  le  courant 
total  se  composait  de  quatre  parties  :  le  courant  de  conduction, 
le  courant  de  déplacement,  le  courant  de  Rowland  et  le  courant 
de  Rœntgen,  tandis  que  dans  la  théorie  de  Lorentz  le  courant  de 
conduction  et* le  courant  de  Rœntgen  n'entrent  pas  en  ligne  de 
compte. 

De  plus,  dans  la  théorie  de  Hertz,  la  force  électrodynamique 
agit  sur  le  courant  total  ;  dans  celle  de  Lorentz  elle  agit  sur  le 
courant  de  convection  et  n'agit  pas  sur  le  courant  de  déplace- 
ment. 

Quant  à  la  force  de  Hertz,  elle  ne  peut  pas  exister  non  plus 
dans  la  théorie  de  Lorentz,  car  cette  force  est  intimement  liée  h 
Texistence  du  courant  de  Rœntgen. 

En  résumé,  d'après  Lorentz,  la  force  mécanique  totale  qui  agit 
sur  rion  considéré  a  pour  projection  sur  Tafxe  des  .r. 


:.,hf+  \  .d^{r,^  :?), 


llnlègrution  étant  étendue  seulement  à  la  particule  considérée  et 
non  pas  à  l  espace  tout  entier  ^car  nous  avons  vu  qu'en  dehors  des 
particules  c'  =  o) 
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347.  —    11    nous  reste  encore  à  voir  comment  la   théorie  de 
Lorentz  s'accorde  avec  les  principes  généraux  de  la  mécanique. 

i"*  Principe  de  la  conservation  du  magnétisme.  —  Il   n'y  a 
pas  de  magnétisme  dans  la  théorie  de  Lorentz. 

u''  Principe  de  la  conservation  de  l'électricité.  —  Ce  prin- 
cipe est  satisfait,  car  nous  avons  vu  que 

du 


E 


77-»' 


qui  est  précisément  l'expression  même  du  principe  de  la  conser- 
vation de  l'électricité. 
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3**  Principe  de  la  conservation  de  Vènergie.  —  Ce  principe 
est  satisfait  également,  car  notre  point  de  départ  a  été  Inappli- 
cation des  équations  de  Lagrange. 

4°  Principe  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction. —  Il  n'est 
pas  satisfait,  et  c'est  là  le  point  faible  de  la  théorie  de  Lorentz. 

348.  —  Supposons,  en  elTct,  une  particule  chargée  isolée  et  une 
perturbation  électromagnétique  venant  de  dehors  et  qui  atteigne 
la  particule.  La  force  électrique  due  h  cette  perturbîition,  en  agis- 
sant sur  la  particule  chargée,  ou  plutôt  sur  la  charge  de  cette  par- 
ticule, donnera  naissance  à  une  force  pondéromotrice  agissant  sur 
la  particule  en  question.  Or  cette  particule  étant  supposée  isolée 
il  n'y  aura  pas  de  réaction  :  la  force  pondéromotrice  ne  sera  pas 
contre-balancée. 

Mais  insistons  un  peu  plus  sur  ce  point.  Envisageons  seule- 
ment la  résultante  (Fb  translation  et  projetons-la  sur  Taxe  des  x. 

Nous  avons, 


(•8)  X=-r-    /    ?'f'-f+    /    ?^^(r.v-!;?), 


Mais  remarquons  que, 


^  dh 


di  ' 


[lonc, 


/'K?^-r*)- 


?<hf-h    /    ^/T(i'v— ^v':i)+ 


Transformons  celte  expression.  Commençons  par  la  première 
intégrale 


.>() 

\ 


Nous  avons 


zU  dx 
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L'intégrale  (20)  devient, 


^jf{^^^^^y- 


rintégriile  étant  étendue  à  tout  l'espace. 

Intégrons  par  parties;  il  vient,  en  remarquant  que 

rf-r  =  o, 


^   d,j         '     dz)'^'' 


ajoutons  maintenant  à  cette  intégrale,  sous  le  signe  |  ,  les  déri- 

vées  parfaites  g--p^ei  h --7— y  car  nous  savons  que  si  l'intégration 
est  étendue  à  tout  l'espace, 


11  vient  ainsi. 


^/K*-f)-"(f-^)^ 


mais  remarquons  que. 


4-   /  df  dh  \        d^ 


K„   V  dz  dw  J        dl 


0 


l\  \dx  dy       /    dt    ' 

PoixcARÉ.  Electricité  et  Optique.  29 


45o  THÉORIE  DE  LOREyTZ 

notre  inléj^ialc  dcvicul  alors 


(.oH  ,M§.-,^) 


Je  dis  maintenant  que  la  seconde  intégrale  de  (19)  est  nulle 
Xous  savons,  en  efiet,  que 

-  =  4-^s 


(Iz         du- 
el'^        dy. 

7-=  4-'*'; 


f/.r         dy 
rinlégrale  en  question  peut  donc  s'écrire 


-[•'(^-^)-K^-t)] 


Va\  intégrant  par  parties  dans  tout  Tespace  et  en  ajoutant 


—    I    a-p-  dzy 
I         dx 


<|iii  est  iiullr  si  l'intégialo  s'étend  il  tout  respaeo,  on  obliejît 


dv.         d'i         d- 


( 


h  y. 


4~      /  \  d.r  dij  dz  I  ' 


ou  cnrine  en  lenaiit  compte  de  la  relation 


Vl    dy. 


r/, 


—  o. 


(i.r 


m- 


C.  Q.  F.  1), 


ÉGALITÉ  DE  L'ACTlOy  ET  DE  LA  RÉACTIOy  45 1 

L'expression  (19)  devient  alors,  en  tenant  compte  de  (20  i/s), 


OU  encore 


Voilà  la  résultante  de  translation  ;  on  voit  qu'elle  n'est  pas  nulle. 
Le  principe  de  l'égalité  de  l'action  et  de  lu  réaction  n'est  donc 
pas  satisfait. 

350.  — M.  Liénard(^)  croit  atténuer  ce  désaccord  en  disant  que  : 
u  ce  résultat  n'a  rien  qui  doive  surprendre  :  du  moment  que  Ton 
a  rejette  la  théorie  des  actions  à  distance,  et  que  Ton  admet  au 
<(  contraire  que  les  forces  mettent  un  certain  temps  à  se  propa- 
((  ger  à  travers  l'éther,  il  ne  peut  plus  y  avoir  à  chaqu^j  instant 
«  égalité  entre  l'action  et  la  réaction,  l'action  et  la  réaction  ne  se 
«  produisant  pas  au  même  moment.  Tout  ce  qu'on  peut  denuin- 
«  der,  c'est  que  la  résultante  de  toutes  les  forces  soit  nulle  en 
«   moyenne,  et  c'est  ce  qui  a  bien  lieu  pour  la  théorie  de  Lorentz.  » 

En  effet,  la  valeur  moyenne  de  X  pendant  l'intervalle  de  temps 
f„  h  f^  est  donnée  par 


"=7-iT:[/(?»-ï*')*]\ 


or  l'intégrale  du  second  membre  restera  toujours  finie  car  la  per- 
turbation électrique  et  magnétique  ne  peut  pas  croître  au  delà 
de  toute  limite  :  cette  intégrale  est  donc  inférieure  aune  certaine 


{*)  L  Éclairage  Électrique.  Liénard,  La  théorie  de  Lorentz,  t.  XIV,  p.  45;,   1898. 
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quantité  donnée  M,  de  sorte  que 

\      = 


'mo% 


j 


et  cette  valeur  moyenne  sera  d'autant  plus  voisine  de  zéro  que 
l'intervalle  de  temps  /,  —  (^  sera  plus  grand.  Si  au  commencement 
et  à  la  (in  le  champ  est  nul.  ou  a  la  même  valeur,  la  valeur 
moyenne  de  la  résultante  X  sera  même  rigoureusement  nulle. 

351.  —  Mais  il  est  facile  de  voir  ([ue  cet  argument  de  M.  Lîé- 
nard  en  faveur  de  la  théorie  de  Lorentz  n'est  pas  suflisant. 

Désignons,  en  elFet,  par  A  Tabscisse  du  centre  de  gravité  de 
la  particule  et  par  M  sa  masse  ;  on  a  alors 

\  rf/  =  M  — — 

dt 

et  on  voit  que  quand  la  perturbation  sera  tei minée  le  centre  de 
gravité  de  la  particule  aura  subi  une  impulsion  finie;  la  valeur 
de    cette    impulsion     est     représentée    par    l'accroissement    de 

Riq)pelons-nous,  d'autre  part,  le  théorème  de  Poynting(*)  : 
considérons  unr  prrtiirbaliou  ([ul  st*  produise  en  un  point  quel- 
C()ii([iir  ;  04'  point  sera  un  c(Mitre  d  émanation  d'énergie  dans  tou- 
tes les  directions,  et  évalm>ns  la  quantité  d  énergie  ([ui  traverse 
une  surtaee  iloniiée.  D'après  le  théoriMne  de  Poynting,  cette 
énergie  est  représentée  par  le  produit  de  la  surface  en  question 
par  le  ^'cctcur  ritilittnt  dont  les  composantes  sont  représentées  par 
.  [i//  —  "ji,'  ,  "  I' — a //  ,  [rii  —  c*  f  '  ^^'*  soi'le  ([ue  la  quantité  d'é- 
nergie (jui  traverse  rélénienl  de  surface  tU*)  perpendiculaire  à  l'axe 
des  .^•  est  représentée  par, 


I 


-4  •  •  *^  u 


Voyons  alcMs  ee  (jui  va  se  passer  si  on  considère  une  perturba- 
tion se  propageant  de  gauche  à  droite  par  exemple  ;  la  perturba- 


(*)  H.  Poi.NCAi:/;.  (hcillutions  ciftfrtf/ites,  p,  vr,  G.  Carré  ol  C.  Nainl,  «'clitciirs. 
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don  se  produisant  en  O  et  cessant  après  quelques  instants,  il  ne 
restera  plus  que  des  ondes  se  propageant  vers  la  droite  et  s'éloi- 
gnant  de  plus  en  plus  du  centre  d'ébranlement  O.  Notre  intégra- 
tion des>ra  donc  s'étendre  à  cette  partie  de  V espace  oit  la  perturba- 

\  1 


o 


Fig.  54. 

tf'on  subsiste  encore.  Pour  avoir  l'énergie  totale  il  faut  considérer 
une  infinité  de  droites  émanant  de  O,  dans  tous  les  sens,  et 
intégrer  par  rapport  a  tous  les  plans  perpendiculaires  à  ces  droites. 

Il  résulte  donc  de  là  : 

1**  Que  cette  énergie  totale  mesure  l'impulsion  qui  a  produit 
la  perturbation. 

2^  Que  si  le  système  produisant  de  l'énergie  électromagnétique 
n'envoyait  cette  énergie  que  dans  une  seule  direction,  il  recule- 
rait comme  le  ferait  une  pièce  d'artillerie. 

3"  Que  si  le  système  envoie  de  l'énergie  dans  tous  les  sens  il 
y  aura  compensation  entre  ces  impulsions  partielles  et  par  suite 
le  centre  de  gravité  du  système  restera  au  repos. 

Il  ne  sudît  donc  pas  de  dire  que  la  valeur  moyenne  de  la  résul- 
tante est  nulle. 

Mais  traduisons  cela  en  chiffres  pour  faire  voir  que  le  recul 
prévu  par  la  théorie  de  Lorentz  n'est  pas  négligeable.  Suppo- 
sons un  système  qui  envoie  dans  une  direction  quelconque  une 
quantité  d'énergie  représentée  par  trois  millions  de  joules  ;  le 
calcul  montre  que  le  recul  correspondant  pourrait  imprimer  à 
une  masse  de  i  kilogramme  une  vitesse  de   i  cm.  par   seconde. 

352.  —  On  pourrait  encore  dire  que  si  le  principe  de  l'égalité 
de  l'action  et  de  la  réaction  semble  violé,  cela  tient  peut-être  à 
ce  qu'on  n'a  pas  tenu  compte  du  mouvement  de  l'éther.  Tenons 
donc  compte  de  cette  objection  et  voyons  à  quelle  conclusion  cela 
nous  conduira.  Pour  que  le  principe  en  question  ne  soit  pas  violé 
il  faut  que  la  projection  de  la  vitesse  de  l'éther  sur  l'axe  des  .r 
soit  représentée  par  (|i/e — ^f  g)  :  c'est  le  vecteur  radiant  à  une 
constante  près  ;  cela  nous  amène  à  la  conclusion  suivante  :  si  le 
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chaiii|)  vient  à  être  doublé,  la  vitesse  de  Téther  sera  quadruplée. 
delà  n'est  évidemment  pas  satisfaisant. 

353.  Intégration  des  équations  de  Lorentz.  —  Résumons  les 

équations    de  Lorentz  que  nous  avons  établies  précédemment. 
Nous  avons  trouvé, 

dU         dG 


\ 


dy  dz 


dV  d\\ 


dz  dx 

dG         dF 


•r 


rf.r  dy 


\ 
I 


d-         d% 

4-«  =  -r 


dy         dz 
doL  rfv 


J3  d% 

dx  dy 


AF  =  —  4-//, 
\ 
AG  =  —  i'^r, 

AU  =  —  4-if '. 


j< 


f) 


-=  ^y 


=  o, 


4"  /.       '^1'  ^/y 

K;^    '     'df'^'dj 
4-  dG         d'I 

K„  ^^   dt    ^  d,j 

4r   ,         ,l\\  dl 

K''^-dr^-it-''- 
V  '//■  _ . 

^dx  ~" 


V  dv 


«. 


dt     '  .1^  dx 


IXTÉGRATIOy  DES  ÉQUATIONS  DE  LORENTZ  455 

Nous  nous  proposons  d'intégrer  ces  équations  en  supposant 
connu  le  mouvement  de  toutes  les  particules,  ce  qui  revient  à 
regarder  p,  $,  r,,  ÎJ  comme  connus. 

354.  —  La  méthode  que  nous  allons  employer  va  être  analogue 
il  celle  dont  nous  nous  sommes  servis  dans  les  oscillations  hert- 
ziennes (').  Rappelons  a  ce  sujet  la  dé6nition  de  ce  qu'on  appelle 
potentiel  retardé. 

Considérons  un  certain  nombre  de  points  attirants  M  et  soit 
M^  le  point  attiré  ;  soit  encore  m^  la  masse  du  point  attiré  et  /\ 
la  distance  des  points  attirants  au  point  attiré.  Le  potentiel  en 
M^  est  par  définition, 


=E^- 


Mais  si  les  masses  ni^  dépendent  du  temps,  à  cause  de  la  densité  p 
qui  est  fonction  de  j:,  y,  z  et  /,  le  potentiel  va  alors  dépendre, 
lui  aussi,  du  temps.  En  effet,   la  propagation  d'une  perturbation 

(électrique  ou  magnétique)  se  faisant  avec  une  vitesse  finie^  ~~j=  -> 

(qui  est  la  vitesse  de  la  lumière),  le  potentiel  pour  se  propager  de 
M  en  M^  mettra  alors  un  temps  /„y/Ko;  Taction  en  M^  se  calcu- 
lera donc  en  donnant  à  la  masse  m^  non  la  valeur  qu'elle  a  à  l'ins- 
tant /,  mais  la  valeur  m'^  qu'elle  avait  à  l'instant  t  —  r^  y  K^;  la 
valeur  du  potentiel  sera  alors  représentée  par, 


i^'=V-^ 


et  c'est  à  cette  nouvelle  expression  du  potentiel  qu'on  donne   le 
nom  de  potentiel  retardé. 

On  peut  encore  considérer  les  potentiels  retardés  dûs  a  une 
matière  attirante,  qui  au  lieu  d'être  répartie  en  un  certain 
nombre  de  points  attirants,  se  constituerait  en  un  volume  attirant. 
Soit  f[xy  y,  z  ;  t)  la  densité  de  la  matière  attirante  et  soit  d-:'  un 


(')  H.  PoiNCARÉ.  Oscillations  électriques,  p.  74.  G.  Cori*é  et  C.  Xaud,  éditeurs. 
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élément  de  volume  de  coordonnées  x',  y' ^  z'.  Le  potentiel  orcHnaire 
de  ce  volume  attirant  sera 


'-/ 


f{.r',ff',z';l)d^' 


r 


r  clant  donné  par 


r^ 


=  (.r  -  .T'Y  +  (y  -  ,j'y  +  (.-  -  zj 


Si  la  propagation  d'une  perturbation  se  fait  avec  la  vitesse  de 
la  lumière,  le  potentiel  retardé,  défini  comme  ci-dessus,  aura  alors 
pour  valeur, 

En  examinant  ces  deux  dernières  formules,  on  voit  que  dans 
le  cas  des  potentiels  ordinaires  le  numérateur  (qui  représente  la 
masse  attirante)  ne  dépend  que  de  x' ,  //',  z' .  Tandis  que  dans  le 
cas  des  potentiels  relardés  il  est  fonction  non  seulement  de  x' y  //',  z' 
mais  il  dépend  aussi  de  .r,  //,  c,  par  l'intermédiaire  de  ;*. 

355.  —  (^es  préliminaires  étant  rappelés,  voyons  ce  que  devient 

la  relation  de  Poisson  dans  le  cas  dos  potentiels  retardés. 
Dans  le  cas  des  potcnliels  ordinaires  nous  avions, 

AV  =  —  4-/; 

Avec  les  potentiels  relardés  nous  aurons. 

VowY  ahréi^er  récriture  nous  allons  introduire  le  symbole  sui- 
vaut,  cïî  posant, 

OÙ  U  désij^ne  une  fonction  (juelconcjue. 
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Avec  cette  notation  Téquation  de  Poisson  devient, 

□V  =  —  4-/. 

Cette  équation  si  on  y  regarde  /'comme  donnée  et  V  comme 
inconnue,  n'a  pas  d'autre  solution,  pourvu  que  Ton  admette  que 
l'on  part  du  repos  et  que  toutes  les  fonctions  s'annulent  à 
l'infini. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  relation 

□U  =  nV 

entraîne  la  suivante 

U  =  V. 

356.  —  Appliquons  ces  principes  à  la  question  qui  nous  occupe. 

Introduisons  une  fonction  analogue  à  <j/  que  j'appellerai  '^  et 
(jui  va  jouer  le  rôle  du  potentiel  électrostatique  :  ^'  sera  le  poten- 
tiel retardé  dû  à  la  môme  matière  que  dans  le  cas  des  potentiels 
ordinaires. 

On  aura  donc 

1/  4^ 

Faisons  de  même  pour  le  potentiel  vecteur  ;  introduisons  un 
vecteur  de  composantes  F',  G',  W  analogue  au  potentiel  vecteur. 
Cette  ([uantité  sera  définie  par 

nP  =  —  4?^?; 

et  il  convient  de  faire   une  petite  remarque  h  ce  sujet  ;  dans  le 
cas  du  potentiel  vecteur  ordinaire  nous  avions, 

AF  =  —  4~"  =  —  4^?i  —  4*^  "3/    * 

F  était  donc  le  potentiel  ordinaire  dû  à  une  matière  attirante  dont 
la  densité  était  le  courant  total 

—  ^  » I ' • 


dans  le  cas  actuel,  la  densité  de  la  matière  fictive  est  seulement 
le  courant  de  convection. 
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Ornons  avons  supposé  que  p,  ;,  r,,  tj  sont  connus;  il  en  résulte 
donc  que  F',  G',  H'  seront  également  connus. 

357.  —  Je  me  propose  maintenant  de  démontrer  les  relations 
suivantes, 


\ 


\ 

1 

•J. — 

"  d;/ 

dz' 

?= 

dF' 

'  d: 

^^m^ÊM 

dH' 

d.c 

dC 

dF' 

• 

t 

dx 

d'J- 

4"/" 

K. 

+ 

d¥' 
dt 

+ 

d'Y 
dx 

o, 

K, 

+ 

dC 
dt 

+ 

d'V 
d'J 

0, 

4-/t 

K. 

+  • 

dir 

dt 

+ 

d-l' 
dz 

o. 

Ces  relations  nous  donneront  le   champ  tout  entier  et  le  pro- 
blème sera  alors  complètement  résolu. 
Calculons  d'abord  zzV. 

Nous  avons, 

d^F  rf*F 

□F  =  AF  —  K,  -^  =  —  4-..  —  K,  ^ 


/.  —  z 


—  4'*i^'9  —  4 


:    ._'//■    u-  '/y 


'■  d(        "  dt' 


,1  1  /     ^/         w    d'F 

calculons  alors  —  4"  —7 l^o  — 7-7-. 

af  al- 

Partoiis  de  IcNjualioii, 

4-    ,.        dF  d'I 

Kq   '  d(  d.r 

(jui,  dillV-rcnliée  par  rapport  au  temps,  donne, 

,     d/'        ,,     d'F         ,,      d'-'l 
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ou 

,  df     ,,  rf^F     .,   en 

—  4^  -77  —  N  -t;t  =  ^0 


dt  '  rf^=*  *»  rfxrfi 

La  relation  en  nF  devient  donc, 
et  on  obtiendrait  par  un  calcul  analogue 

DifTérentions  maint'enant  la  troisième  de  ces  équations  par 
rapport  à  y,  la  seconde  par  rapport  h  r,  et  retranchons  ;  il  vient 
ainsi, 

□II j-[ziG  =  na  =  n  i-j 7—  , 

dij  dz  \  dy  dz  j 

d'où 

dW  dC 


dy  dz   ' 

et  par  un  calcul  analogue 

g        rfF  dW 

'  dz  dx 

dG'  d¥' 

Y  = 


dx  dy 

G.  Q.  F.  D. 


Démontrons  maintenant  la  relation, 


4-  ^       ^F'        d'I' 
Kq  dt  dx 


Calculons  pour  cela, 


4-   ,.  rfF  rf'i 

K    '  dt  dx 
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Nous  avons, 


ci  =  ^i'  —  K 


0     Jsi    > 


li' 


dV  dV       ,.     d'^'l 

r//  t//  ^  dxdr 

d'I  _        r/^'  rf^'} 


Cela  nous  permet  crécrlre, 


4-    ^                   dP  d-l' 

□  TT-  /= —  □  —7- □  -r-, 


d'où  la  relation  cherchée 


4r.    ^       dV         (PJ 


et  de  la  même  manière, 


4-A        ./U'        d^' 


358.  —  Considérons  encore  la  relation, 

>    -^  =  o 


C.  Q.  F.  D 


-i — u 


(|ui,  multipliée  par  —  4~j  donne 


,      r/c  ,    V^  dzl 

dl  ^u  d.r 


Or 


d'oii 


,.    d-V  ,     d'. 

^''"-dJ—^'---t 


et  puis 
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croù 

dx  dx   ' 

la  relation  en  question  devient  donc, 


d'où  enfin, 


r/'" 


^»    di 


Nous  voyons  donc  que  la  solution  est  complète.  J'ajoute  qu'elle 
est  unique  si  Ton  suppose,  comme  nous  Tavons  fait,  qu'on  part 
du  repos  et  que  nos  fonctions  s'annulent  à  l'infini.  Cette  dernière 
hypothèse  suppose  qu'il  n'y  a  pas  de  perturbation  venant  de 
l'extérieur:  les  perturbations  sont  limitées.  La  perturbation  totale 
sera  donc  la  somme  des  perturbations  partielles,  et  le  champ 
total  sera  alors  la  somme  des  champs  partiels  dus  à  chaque  par- 
ticule, le  champ  de  chaque  particule  étant  calculé  comme  si  la 
particule  existait  seule. 

U.    —    PuÉXOMi'INES    QLl    SE    PUÉSENTEXT    A    UN     OUSEUVATEUU 

AYANT     LES     SENS     GROSSI  EUS 

359.  —  Examinons  maintenant  les  phénomènes  tels  qu'ils 
apparaissent  à  un  observateur  ayant  les  sens  grossiers  comme  les 

nôtres. 

Considérons  une  particule  chargée  en  mouvement  et  cherchons 
les  conditions  d'équilibre  de  cette  particule.  Ecrivons  que  cette  par- 
ticule, en  vertu  du  principe  de  d'Alembert,  est  en  équilibre  sous 
l'action  des  forces  agissant  sur  elle,  y  compris  la  force  d'inertie. 

Evaluons  ces  différentes  forces.  Nous  avons  : 

1°  La  force  d'inertie  delà  particule;  celte  force  est  négligeable 
(du  moins  dans  notre  cas)  car  nous  avons  supposé  que  la  parti- 
cule  a  des  dimensions  très  petites. 

2**  Action  du  champ  électromagnétique  sur  la  particule.  Cette 
action  est,  comme  nous  l'avons  vu,  exprimée  par 


(0  ^  \  ?od-.f-\.  \  p/T(vf-^:i,). 
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(k»tle  action  peut  ôtrc  divisée  elle-même,  en  deux  parties  : 

a)  i^cmier  champ  partiel,  di\  au  mouvement  de  la  particule 
elle-même,  et 

h)  Deuxième  champ  partiel  dû  au  mouvement  de  toutes  les  par- 
ticules intérieures  et  extérieures  au  conducteur  fermé. 

La  première  de  ces  actions  est  négligeable.  Elle  serait  rigou- 
reusement nulle  si  le  principe  de  Tégalité  de  Taction  et  de  la 
réaction  était  vérifié  par  la  théorie  de  M.  Lorentz.  M.  Lorentz  a 
calculé  cette  action  de  la  particule  sur  elle-même  et  d'après  ses 
calculs  sa  valeur,  proportionnelle  d'ailleurs  à  la  force  d'inertie, 
serait  tout  à  fait  négligeable. 

Vax  ce  qui  concerne  le  champ  dû  à  Faction  de  toutes  les  parti- 
cules sur  la  particule  considérée,  on  peut  le  supposer  uniforme, 
car  cette  particule  étant  très  petite  /*,  y,  a,  r,,  s  peuvent  être 
regardés  comme  constants,  de  sorte  que  si  nous  posons 


/ 


P/t  =  e 


V  élanl  la  charge  de  la  particule  en  question,  nous  trouvons  alors 
pour  projection  de  cette  action  sur  Taxe  de  .r, 


\^o- 


4^      /•   I        / 

^^0 


\V'  Le  iVollenient  de  la  particule  contre  le  conducteur  dans 
l('(juel  elle  se  déplace  ;  celte  force  est  proportionnelle  à  la  vitesse 
relalive  de  la  particule  par  rapport  à  celle  du  conducteur.  Si 
nous  appelons  ;,  ^,  ^  la  vitesse  de  la  particule  et  ç^,  r,,,  !^,  la 
vitesse  (lu  eoiulucleur  à  travers  le([uel  cette  particule  se  déplace 
et  si  d  autre  [)art  nous  désignons  par  A  le  coellicient  de  frottement, 
cette  force  sera  r(»présentée  par. 


(le  sorte  (jue  le  principe  de  d'Alembert  est  exprimé  par  la  relation 
suivante. 
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360.  —  Considérons  maintenant  un  élément  Je  volume  Dt,  très 
petit  par  rapport  à  nos  sens  grossiers,  mais  suflisamment  grand 
cependant  pour  contenir  un  assez  grand  nombre  de  particules. 
Si  nous  appelons  p,  la  densité  moyenne  de  l'électricité  dans  cet 
élément  de  volume,  nous  avons, 


o,DT=^e. 


D'autre  part  ces  particules  qui  se  trouvent  h  l'intérieur  du 
volume  Dt  considéré,  sont  en  mouvement:  il  y  a  donc  un  courant, 
dont  les  composantes  sont, 


2''  S"^*  S'^ 


Dt     '      Dt    '      Dt 
or  on  a  identiquement. 


Dt     ^  D^  ^     Dt 


Dt  Dt  '       Dt 

Dt  Dt  "^     Dt 

Le  premier  terme  des  seconds  membres  de  ces  relations  qui 
est  dû,  comme  on  le  voit,  au  mouvement  relatif  de  la  particule, 
représente  le  courant  de  conduction.  Désignons  ses  composantes 
par  p,  q,  /•  ;  nous  aurons  ainsi 


s 


il'où 


e(;  — ;,) 

—q1 =P->  etc.  ; 


2  e  (=-$.)  =/,Dt 
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et  de  même, 


2j  ^  '^ — '''i) = y^"' 


Le  deuxième  terme  du  second  membre  des  identités  pré- 
cédentes représente  le  courant  de  confection  ;  il  peut  donc 
s*écrire, 

^^  e  -  —  G  f=  D- 


2j  ^^' = p'^''^'' 


tic  sorte  que  l'identité  eu  question  devient,  en  tenant  compte  de 
ces  reliiliuns, 


2^ts  =  Ut  (/>+?,?,), 


{.V  sont  les  trois  composantes  du  courant  (|ui  provient  du  mou- 
vement des  particules  (^ui  se  trouvent  à  rinlcrieur  du  volume  Dt 
considéré. 

361.  Calcul  de  raction  mécanique.  —  (Quelle  est  la  valeur 
de  l  action  mécanique  ([ui  s'exerce  sur  lélément  de  volume  Dt 
considéré  ? 

La  particule,  nous  l'avons  vu,  frotte  sur  le  conducteur  dans 
le(|uel  elle  se  dé[)lace,  et  faction  exerc<'e  sur  cette  particule 
de  lapait  du  conducleur  (la  résistance  o[)posée  au  mouvement 
de  la  jiarticule,  a  [)our  projection  sur  l'axe  des  ./•, 
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La  réaction  de  la  particule  sera  donc, 


et  la  somme  de  ces  réactions  sera, 


Ainsi  donc  pour  avoir  Taction  mécanique  qui  s'exerce  sur  Télé- 
ment  de  volume  Dt  considéré,  il  faut  faire  la  somme  de  toutes 
les  actions  partielles  exercées  sur  chaque  particule  qui  fait  par- 
tie de  l'élément  Dt. 

Ici  encore  on  peut  décomposer  le  champ  d'intégration  en  deux 
parties  : 

i*^  Le  champ  dû  aux  particules  qui  se  trouvent  h  l'intérieur 
de  Dt  ; 

2^  Le  champ  dû  aux  particules  qui  se  trouvent  à  l'extérieur 
de  Dt. 

Remarquons  que  le  premier  champ  serait  nul  si  le  principe 
de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction  n'était  pas  violé  par  la 
théorie  de  Lorentz;  mais  si  l'énergie  est  distribuée  d'une  façon 
symétrl([ue  (*)  le  principe  en  question  est  à  peu  près  vérifié.  Or 
celle  distribution  symétrique  de  l'énergie  sera  en  général  réa- 
lisée :  le  champ  d'intégration  qui  nous  occupe  peut  par  consé- 
quent èlre  supposé  nul. 

Le  deuxième  champ  partiel  peut  être  considéré  comme  cons- 
tant il  l'intérieur  de  Télément  de  volume  Dt  ;  cela  revient  ii 
supposer  que  5,  y;,  !J  sont  constants. 

II  vient  alors  pour  l'action  mécanique  cherchée. 

Le  premier  terme  du  second  membre  de  cette  relation  repré- 
sente Taction  du  champ  électrique,  sur  l'élément  de  volume  Dt. 
Cette  action  est,  comme  on  le  voit,  proportionnelle  à  la  charge 

électrique  e  de  l'élément  Dt  et  i\  la  force  électrique  -^4—/;  celte 

(')  Voir  prccédcramcnl,  p.  45*2. 

PoiNCÀRÉ.  Electricité  ci  Optique.  3o 
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Um*'  <''l«'rtiiqu<*  <.*sl  i<*î  la  force  électrique  totale:  ce  nVsl   donc 
ji:iH     H<'iil(;tiiciit     la    force    ♦'•leclrique     d'origine    électrostatique 

(        -/■'  j    "'î»i»  aussi  celle   due   à  rinduclion   électromagnétique 
(        •         j.   Il   y  a  donc  accord  sur  ce  point  avec  la   théorie  de 

l.f  l<Tine  qu«*  nous  avons  mis  entre  crochets  représente  l'action 
niéi'iifiiqui?  du  champ  magnétique.  Dans  la  théorie  de  Hertz  le 
roulant  qui  Huliil  cette;  action  mécanique  est  le  courant  totale 
r'i'f>t-ij'dire  le  courant  de  conduction,  plus  le  courant  de  déplace- 
MH'ifi,  pliiH  l«*  courant  de  KowJand  et  plus  le  courant  de  Rdntgen  : 
iri,  \t'  courant  (|ui  intervient  c'est  simplement  le  courant  de  con- 
duction   plus  le  courant  de  convection. 

ht'  rnnnint  f/e  dt'pldicmcnt  ne  subirait  donc  pas  d^  action  mêca^ 
ntijuv  d'iifHcH  IvH  idées  de  Lorentz, 

'MYl  dnJcuJ  de  lu  force  électromotrice.  —  Calculons  mainte- 
iiiMil  lit  fonr  é/erfro/Nf^trice,  l'ivaluons  pour  cela />.  Nous  avons, 

C  A  .   . 

\Iiillij)lioiis  1rs  écpialions     y.    |)ar  — et  faisons  la  somme,  il 

V    '     '  V  V   -, 

^  \)-        ''  -  '~\)-  '  k':  I' -^  ~ï>r  -'•  •  ~ ^'^ 

il  <  iiiplov  OMS  Ir  iiiriiir  iirlilicc  (\v  riiU'ul  (|ne  loiit  il  Iheure  :  nous 
:i\ oiis  idciit i(|U('iNciit ^ 

V  V  V      - 


i- 


|)T  l)T  '  1)T 

V  ".-      V  ■  -      -  -       V  -^ 


l)T  Ih  '         Dt 
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La  relation  (3)  peut  donc  s'écrire, 


(4)      „=. 


? 


2^^;s-g)^ 


Dt 


Je  puis  supposer  que 


D^ï^  "^  î>^ 


o, 


A   prioriy     cette    hypothèse    paraît    inadmissible   ;    en    eflet, 
\  e  (;  —  i,),/  ^  ("^ —  Tr^,),   ^  e  (I^  —  w,),  ne  sont  pas  nuls  et  par 

cons(M[ucnt  il  n'y  a  pas  de  raison   pour  que    ^  e^  (;  —  ;,),  etc., 

le  soient.  Cela  s'explique  cependant  par  la  façon  dont  on  conçoit 
le  mécanisme  par  lequel  se  propage  un  courant.  Jl  faut,  en  eflet, 
se  représenter  un  courant  comme  le  mouvement  de  deux  sortes 
de  particules,  les  unes  positives,  les  autres  négatives,  qui  se 
meuvent  en  sens  contraires.  Si  on  ne  considère  que  des  parti- 
cules positives,  ;  —  Çj.  etc.,  auront  alors  un  signe  bien  déter- 
miné ;  on  aura  la  même  chose  pour  les  particules  négatives,  à 
cela  près  que  le  signe  sera  changé.  Or  comme  il  en  est  de  même 

de  e  il  en  résulte  que  ^  e  [\  —  ;,),  etc.,  ne  seront  jamais  nuls. 
Mais  si  on  considère  les  produits    >  e' [\  —  Cj).  etc.,e"étantess 

tiellement  positif,  >  (;  —  ;j),  etc.,  pouvant  t^tre  positifs  et  né- 
gatifs, il  y  aura  donc  neutralisation  complète  des  termes  sous  le 
signe  >  .  Et  maintenant  on  conçoit  bien  la  nullité  des  expres- 
sions   >  e^  (;  —  ;,),  etc. 


essen 
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Cela  étant  établi,  l'équation  (4)  peut  s'écrire, 

Le  facteur     .     '■  qui  figure  au  second  membre  de  cette  rela- 

tion,  représente  la  conductibilité  spécifique  du  milieu  conduc* 
teur  ;  on  voit  donc  que  le  coefficient  de  conductibilité  est  propor- 
tionnel au  coefficient  de  frottement  A.  Le  terme  qui  est  entre 
crochets  représente  la  force  électromotrice,  ou  plutôt  sa  projec- 
tion sur  Taxe  des  x, 

363.  —  Ce  résultat  m'inspire  deux  réflexions. 

i^  D'abord,  nous  voyons  que  l'action  mécanique  dépend  de  la 
somme  des  actions  mécaniques  subies  par  les  particules  posi- 
tives et  par  les  particules  négatives  à  l'intérieur  du  conducteur, 
La  force  électromotrice,  qui  tend  à  écarter  les  particules  posi- 
tives et  les  particules  négatives,  ne  dépend,  au  contraire,  que  de 
la  différence  des  actions  qui  s'exercent  sur  les  particules  posi- 
tives d'une  part,  et  sur  les  particules  négatives  d'autre  part. 

'jy  Le  terme  -rr-- /' est  ce  que  nous  avons  appelé  la  force  élec- 

tri([iie  ;  nous  voyons  alors  que  la  force  électrique  diffère  de  la 
force  éleelroniotrice  :  la  force  électromotrice  contient  en  plus  le 
terme  ('/,,7  — ^,  [ïy.  Dans  la  tiiéoiie  de  Hertz,  11  y  avait,  au  con- 
traire, ideiillt«'  parfaite  entre  la  force  électrique  et  la  force  élec- 
tromotrice :  c'était  la  UK^nie  force  ([ui  exerçait  les  actions  méca- 
ni([ues  et  produisait  les  courants  de  déplacement. 

P(Kir([U(>i  n'y  a-t-il  pas  ét^alité  dans  la  théorie  de  Lorentz,  en- 
tre ces  (h*u\  forces  ?  C'est  parce  ([ue  les  courants  de  convection 
sont  dus  au  mouvement  des  particules  ([ui  subissent  deux  sortes 
(Factions  mécaniques  : 

i"  L'action  du  champ  électri([ue,  parce  que  les  particules  por- 
tent une  ehaige  électrique  ; 

2"  L  action  du  ciiamp  magnétique,  [)arce  ([ue  les  particules  su- 
bissent des  courants  de  convection. 
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Dans  la  théorie  de  Hertz  nous  avions, 

de  sorte  que  la  force  électrique  était  représentée  par 

4t:   ^  dF         dif 

-k7^=— rfT— ^  +  (^'»-^-^^^)' 

et   la   force  électromotrice   était   représentée  par  la  même   for- 
mule. 

Il  n'en  est  plus  de   même  dans  la   théorie  de    Lorenlz.   Nous 
avons  vu,  en  effet,  que 

^TZ    ^        dF  dà 


Kg  dt  dx 

de  sorte  que  la  force  électrique  a  pour  expression, 

4^   ^_        dF         4 
K.,  '~        dt         dx' 

alors  que  la  force  éleclromotrice,  que  je  désignerai  par  P',  a  pour 
expression,  comme  nous  venons  de  le  voir, 

c'est-à-dire 

P'=— ^— ^  +  (-..T-;?)- 

L'expression  de  la  force  électromotrice  est  donc  la  même  dans 
les  deux  théories.  Par  contre,  la  force  électrique  a  des  valeurs 
différentes. 

Pour  mieux  faire  comprendre  cette  diflerence,  exprimons  notre 
pensée  sous  une  autre  forme. 

Si  je  prends,  dans  la  théorie  de  Hertz,  un  circuit  fermé  C  qui 
limite  une  surface  S,  en  désignant  par  P'  la  force  électromotrice, 
l'expression  suivante  : 


PWx, 


4:o 
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qui  représente  riiitégrale  de  ligne  de  la  force  électrique   (inté- 
grale prise  le  long  du  contour  C),  est  égale  à  la 
dérivée  du  llux  d'induction  magnétique    qui  tra- 
verse S,  cefie  surface  ('tant  regardée  comme  e/i- 
f'^    traînée  dans  le  niom>ement  de  la  matière. 

Dans  la  théorie  de  Lorentz   nous  avons   pour 
rinlégrale  de  ligne  de  la  force  électroniotrice 


Fi  g. 


.).>. 


par  C()ns6(juent  la  môme  chose  que  dans  la  théorie  de  Hertz. 
11  n'en  est  plus  de  même  pour  l'intégrale  de  ligne  de  la  force 
électrique.  En  efllet,  dans  ce  cas  nous  avons 


Qu'est-ce  ([ue  cela  veut  dire  ?  Rappelons-nous  ([ue  P  dérive  de 
V  en  y  faisant  ;,  =  y,,  =  !^j  =  o  ;  cette  intégrale  aura  par  con- 
sr(juenl  la  même  interprétation  que  dans  la  théorie  de  Hertz,  mais 
en  sup[)i)sant   la  surface  S  non  entraînée  dans  le  mouvement  de 

l:i  inatii'rc. 

\  ()i(  i   al()i>    ce  qur'    r('[)i'<''sciit('nt  V   et   P'  dans  la  tiiéorio    <Ii» 
Lorcnl/. 

i"  Vax  ce  ([ni  concciiie  la  force  éleelioniolrlce  P',  on  a  d'aboi-d 

le  Icrnu' ,— -  :  c  est  la  iorcc  «'leclroinotrice  cl  orijime  olectros- 

(l  ./•  ^ 

ilV 
taliciiic  :  ensuite  le  terme  —  — .-—  :  e  est   la  Iorcc  électromotrice 
*  (Il 

crindnclion  due  ii  la  variation  du  champ  inagnéti([ue  ;  et  enfin 
;'•/,,  '  —  i;I/j  :  c'est  la  force  élcclromotiice  d  induction  due  au  mou- 
vemenl  du  circuit . 

>."  pour  la   forée   éleelrlcph»    P,  on   n'a  que  les  deux  premiers 

Iriines  : r-^  <'t : — :   elle  sera   donc  produite   par  les   ac- 

d.i  dt  '  * 

li(Uis  «''lectroslali<[nrs  et  par  la  variation  du  chanq)  magnétique 
srulemciit.  Le  di'placemenl  de  la  uKiticre  dans  ce  champ  ne  pro- 
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duira  donc  pas  de   force  électrique,  maïs  une  force   électromo- 
trice. 

Ainsi  donc,  supposons  un  diélectrique,  de  Tair  par  exemple, 
en  mouvement  dans  un  champ  non  uniforme  ;  d'après  Lorentz  il 
ne  se  produira  pas  de  courant  de  déplacement  puisqu'il  n'y  aura 
pas  de  force  électrique.  La  théorie  de  Hertz  prévoit,  au  con- 
traire, la  naissance  d'un  courant  de  déplacement. 

Considérons,  pour  bien  nous  rendre  compte  de  la  nature  de 
cette  action,  un  conducteur  qui  se  déplace  dans  un  champ  ma- 
gnétique perpendiculaire  a  la  fois  à  la  vitesse  du  conducteur  et 
à  la  direction  du  fil  conducteur  et  par  conséquent  au  plan  du  ta- 
bleau ;  alors,  en  envisageant  deux  particules,  une  chargée  posi- 
tivement, l'autre  chargée  négativement,  les  particules  positives 
entraînées  par  le  conducteur  en  mouvement  pro- 
duiront un  courant  de  convection  ;  les  particules 
négatives  produiront  un  autre  courant  de  convec- 
tion de  sens  contraire  au  précédent.  —  Quelle 
sera  Tactlon  du  champ  magnétique  sur  les  deux 
particules  considérées?  —  On  aura  pour  la  pre- 
mière particule  une  force  dirigée  dans  un  certain 
sens  et  pour  l'autre  particule,  une  force  dirigée 
eu  sens  contraire  de  la  précédente  ;  Taction  mé- 
canique sur  le  conducteur  est  la  somme  algébrique 
de  ces  deux  forces  égales  et  de  sens  contraire  ;  elle  est  donc 
nulle.  La  force  électromotrice  qui  tend  à  séparer  les  particules 
est  la  difierence  de  ces  deux  forces  ;  elle  n'est  pas  nulle  :  c'est 
là  Torigine  de  la  force  électromotrice  d'induction. 


Fig.  56. 


364.  Phénomène  de  Hall,  —  Considérons  un  conducteur  im- 
mobile. L'équation  (?.)  devient  dans  ce  cas. 


et  de  même  (5)  devient, 


P  = 


1- 


/. 


Dt      K 


-V^) 
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Je  remarque  d*abord  que  la  particule  étant  très  petite  le  pro- 
duit CA  est  très  petit;  donc,  à  une  première  approximation 


o, 


et  de  la  même  manière 


7.  =  o, 

V 


*s 


o. 


Cela  veut  dire  que  les  vitesses  des  particules  sont   très    petites 
par  rapport  à  la  vitesse  de  la  lumière. 
Kn  seconde  approximation  nous  avons, 

».        -.    4*^    /• 

^  =  ^'-77-/; 


et 


par  oonsé(}uent, 


K, 


l'-'' 


et  de  mt^me 


1)t 


V» 

^  ^=  e/j' 


V  - 


li('in:ir(juoiis  ([ue  le  l'acteur — p- représente   la  co/iductiùi- 

Uté  spcci/ltjue  du  corps,  que  je  désignerai  par  C  ;   nous  poserons 
donc 

—  —  (" 
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et  les  relations  précédentes  deviendront, 

En  remplaçant/;,  y,  r;  Ç,  r^,  ^  par  leurs  valeurs,  il  vient  fina- 
lement, 


d'oî 


ou 


C 


force  dectromotrice  =     -^  =     ,      +  >  y^^.^     (ra — /?YJ, 


0 

8^2 


Comme  e  est  très  petit  et  A  également  très  petit,  et  comme  il 
y  a  d'une  part  des  particules  positives  et  d'autre  part  des  parti- 
cules négatives,    y  e^A^  est  négligeable  et  il  reste  simplement, 

/.  r,  .  r      4"/^  4^^^'  4*^^       I  n  '1  .       ' 

force  eteclromotrice  =  I  —rr-t       ,/  ■-,    —77 —  \  =  force  electrif/ue, 

L  Ko  Ko  Ko  J 

Si,  au  contraire,    >  e^  A*  n'est  pas  négligeable,  ce  qui  arrive  pour 

.   1     r  .1  •        4*^/        4^A'       4"^/* 

certains  corps,  a  la  lorce  elcctromotrice    ,,     ,    -77^,    -rr'y  vient 
^  K     '     K    '      K« 


0  *»-o  '  0 
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al<»rs  s'ajoiilci'  iiin'  l'orco  élcctromotrioe  supplémentaire. 


—   (  /-QL  —  /r'  : 


C^Dt 


\1     <-*>•'       -      o  N 

▼    I  I)  J (17. 


O'ï'sl  II'  phcnoincnc.  de  Hall. 

C/i'Ht  um*  lorcr  élcrtromotrico  perpendiculaire  d'une  part  an 
('oiidiirtriir  et  perpendiculaire  d*autre  part  au  champ  magné- 
tiqiH*. 

365.  -  (le  résultat  m'inspire  une  réflexion.  Il  y  ad'autani  plus 
dr  eliîiners  <|ue    >  e'  soit  ^rand  «pie    ^  e    sera   lui-même     plus 

l^rand,  c'rsl  ii-dire  <pir  |r  eondnetenr  sera  fortement  chargé. 

On  srrail  ainsi  eon<luir  à  rechercher  si  le  phénomène  de  Hall 
n'4'\isl<'  pas  pour  tous  les  métaux  (juand  ils  portent  une  forte 
eliarjrr  ri  s'il  m»  chauj^r  pas  de  signe»  avec  cette  charge,  <[uand 
cettr  ehar^fr  est   forte. 

l/expérirnce  serait  intéressante  ;  elle  ne  saurait  toutefois  être 
<lécisive  ;  si  ellr  réussissait,  en  ellel,  h»  succès  pourrait  s'expli- 
<HH'i  (Tuni'  loulc  Ai*  manières,  <mi  dehors  de  la  théorie  de  Lorentz. 
Si  <r:iNln'  p;iil  fllr  <'iliou:iil .  cf  \\r  sriiiil  pas  un  arf^ument  irré- 
liihihlr  ((Hilir  vrWv  ijiroiir,  puisipii'  nous  nr  pouvons  ù  priori 
lions  hiin-  îiurum*  i(l<r  dr  Tordir    df    niandfur   du  i)hénoinène. 
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366.  —  Lorciitz  considère  la  masse  des  diélectriques  parse- 
mée de  particules  chargées  —  d'ions. —  comme  celle  des  con- 
ducteurs. Mais  tandis  que  dans  ces  derniers,  chacune  de  ces  par- 
ticules pouvait  se  déphicer  librement  en  allant  à  toutes  distances, 
dans  les  diélectriques,  au  contraire,  elles  ne  peuvent  s'écarter 
que  très  peu  de  leur  position  d'équilibre,  car  dès  qu'elles  s'en 
éloignent,  une  force  antagoniste  due  à  l'actioîi  des  particules 
voisines  tend  à  les  y  ramener.  Cette  force  est  proportionnelle  à 
Técart  si  cet  écart  est  petit. 

Dans  la  théorie  de  Lorentz.  comme  du  reste  dans  toutes  les 
théories  des  diélectriques,  l'état  d'un  diélectrique  peut  être  com- 
paré à  l'état  d'un  aimant.  Quand  le  diélectrique  est  placé  dans 
un  champ  électrique,  les  particules  s'écartent  alors  de  leur  posi- 
tion d'équilibre  formant  des  petits  couples  de  deux  particules 
chargées  d'électricité  contraires  :  le  diélectrique  est  polarisé. 
(Chaque  couple  de  deux  particules  chargées  d'électricités  con- 
traires, ou  plutôt  chaque  élément  diélectrique  pour  abréger  le 
hingage,  est  assimilable  à  un  petit  aimant,  et  de  même  qu'un 
aimant  est  un  assemblage  d'éléments  magnétiques,  un  diélec- 
tri(jue  sera  un  assemblage  d'éléments  diélectriques. 

L'état  d'un  diélectrique  pohuisé  est  donc  assimilable  à  celui 
d'un  aimant.  Les  principes  de  la  théorie  des  aimants  seront  donc 
applicables  aux  diélectriques. 

Iliippelons  en  quelques  mots  ces  principes. 

367.  Potentiel  magnétique.   —  Maxwell  désigne  les  compo- 
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santés  d'aimantation  par  A,  B,  C  et  il  obtient  comme  expression 
du  potentiel  magnétique, 


S^'i^''-' 


^' i  y' y  ^'  étant  les  coordonnées  du  point  attiré,  ;r,  y,  z  les  coor- 
données du  point  attirant,  /•  la  distance  qui  les  sépare,  rfr'  un 
élément  de  volume,  A'  B'  C  les  composantes  d'aimantation  au 
point  (y  y'  z'). 

Intégrons  par  parties  cette  expression  du  potentiel  ;   il  vient, 


La  première  intégrale  doit  être  étendue  a  tous  les  éléments  rfco' 
de  la  surtace  qui  limite  Taimant,  et  la  seconde  au  volume  tout 
entier  de  Taimant  ;  /',  //i',  ni  désignent  les  cosinus  directeurs  de 
diù'  de  telle  façon  que 


I.J 


A7'  +  B'//i'  +  Cn 

représente  la  composante  normale  d'aimantation. 

Le  potentiel  de  Taimant  en  question  peut  donc  être  considéré 
comme  la  somme  de  deux  potentiels  : 

i'    Le  potentiel  d'une  surlace  attirante   dont  la  densité  serait 

V  A'  /',  et 

2"  Le   potentiel   d'un   volume  attirant  dont    la   densité    serait 

|{enîar(juons  que  ce  résultat  sul)siste  non  seulement  avec  la  loi 
de  l'inverse  du  carré  de  la  distance  mais  aussi  avec  n'importe 
(juelle  loi  d'attraction. 

Si  par  exemple  le  potentiel  avait  pour  expression 

-1     «   \  /  ' 
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on  obtiendrait  encore,  en  répétant  le  raisonnement  précédent, 
lu  même  formule  finale. 

En  particulier  ce  résultat  reste  encore  vrai  si  je  suppose  que 
l'attraction  au  lieu  de  se  propager  instantanément,  se  propage 
avec  la  vitesse  de  la  lumière  ;  ceci  revient,  comme  nous  le  sa- 
vons déjà,  à  introduire  les  potentiels  retardés. 

368.  Force  magnétique  à  V extérieur  d'un  aimant.  —  Les  com- 
posantes delà  force  magnétique  qui  s'exerce  sur  Tunité  de  masse 
magnétique  positive  placée  en  un  point  extérieur  à  Taimant  ont 
pour  valeur,  en  les  désignant  avec  Maxwell  par  a,  jâ,  y, 

dQ  ^  dû  dQ 


du^  '         '  dy  '  dz 

369.  Force  magnétique  à  V intérieur  d'un  aimant.  —  Pour  con- 
naître la  force  magnétique  exercée  sur  Tunité  de  masse  magné- 
tique positive  placée  à  Tintérieur  de  l'aimant,  il  faut  creuser 
dans  cet  aimant  une  petite  cavité  où  on  pourra  mettre  un  petit 
aimant  d'èprein'e.  Mais  le  potentiel  se  trouve  modifié  par  la  pré- 
sence de  cette  cavité,  c'est-à-dire  que  a,  ^,  y  dépendront  de  la 
forme  de  la  cavité. 

Maxwell  considère  deux  formes  particulières  de  cavités  : 

1^  Cavité  cylindrique  de  section  infiniment  petite  :  hauteur 
très  grande  par  rapport  à  la  section  droite.  Les  génératrices  de 
ce  cylindre  sont  parallèles  à  la  direction  de  l'aimantation.  Dans 
ce  cas  le  potentiel  en  un  point  intérieur  de  cette  cavité  sera  la 
différence  entre  le  potentiel  primitif,  quand  la  cavité  n'existait 
pas,  et  le  potentiel  de  la  masse  cylindrique  qu'on  a  enlevée  pour 
creuser  la  cavité.  Ce  dernier  potentiel  est,  d'après  ce  que  nous 
avons  dit  plus  haut,  la  somme  de  ces  deux  autres  potentiels  : 

a).  Le  potentiel  provenant  de  la  surface  du  petit  cylindre  con- 
sidérée comme  surface  attirante.  Je  dis  que  ce  potentiel  est  nul. 
Remarquons,  en  effet,  que  cette  surface  se  compose  de  deux 
bases  de  section  infiniment  petite  et  de  la  surface  latérale.  Le 
terme  provenant  des  deux  bases  est  négligeable.  Quant  à  celui 
provenant  de  la  surface  latérale,  il  est  nul;  car  la  normale  à  cette 
surface  étant  perpendiculaire  à  la  direction  de  l'aimantation  (les 
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grnôrali'ices  du  cyliiulrc  lui  étant  parallèles^, 


Vat=o. 


//'.  Le  potentiel  provenant  du  volume  de  la  petite  cavité.  Ce 
potentiel  est  nêjrli^eahle  car  le  volume  est  un  infiniment  petit  du 
troisième  ordre. 

Le  potentiel  en  un  point  intérieur  \\  cette  cavité  est  donc  le 
mt'^me  (pie  si  c(*tte  cavité  n'existait  pas. 

'?f*  Cavité  cylindri([ue  infiniment  aplatie.  Par  des  raisonnements 
tout  il  Tait  analogues  aux  précédents,  les  potentiels  provenant  du 
volume  et  de  la  surface  latérale  de  la  cavité  sont  nuls.  Il  ne 
reste  ([ue  le  potentiel  <{ui  provient  des  deux  bases  de  la  cavité; 
il  a  pour  valeur. 


chacuiM»  des  int<'^rales  étant  étendue  à  la  surface  de  chaque  base 
du  cylindre  en  ([uestion. 

Or  ces  diMix  hases  ayant  une  très  grande  surlace  par  rapport  à 
leur  distance,  leur  action  sur  un  point  intérieur  est  ^tz\.  On  a 
ilonc  en  app<*hint  a  la  lorcc»  en  un  point  de  la  cavité  en  question. 

'  (la 

il  -—  —  ( 4-A  )  =  a  -v-  \tA, 

\  ((a  ' 

(/«'^l  ce  ([uo  Maxwell  iippclh'  eoinposiiiitts  de  Tinduction  ma- 
gnrli(|ih'. 

i)    l*oui'  uiM'  euvilé  ^j^ln'M'i(^ue  on  trom»*, 

(i  -^^  7.  -f-  -77-7:A,  ete. 
.) 

Tous  c«*s   r<''>ultats  suhsisteront.  comme  nous  Tavons   déjà  dit, 
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avec  les  potentiels  retardés,  car  on  peut  regarder  la  densité 
comme  constante  pendant  que  la  perturbation  traverse  la  cavité 
len  supposant  bien  entendu  que  les  dimensions  de  la  cavité  soient 
très  petites  par  rapport  à  la  longueur  d'onde  employée). 

370.  —  Indiquons  maintenant  pour  finir  avec  ces  prélimi- 
naires, les  conditions  d'équilibre  d'un  élément  magnétique. 

Prenons  pour  cela  cet  élément  comme  centre  d'une  sphère  S. 
n  doit  être  eu  équilibre  sous  l'action  des  forces  qui  agissent  sur 
lui. 

Quelles  sont  ces  forces  ?  -. —  On  a,  ^ 

1°  Les  actions  dues  au  volume  extérieur  à  cette  sphère  S, 

a  — I :t-7tA. 

u^  Les  actions  dues  aux  éléments  intérieurs  à  la  sphère.  Ces 
actions  sont  nulles. 

3"*  La  force  (jui  tend  à  amener  la  particule  à  sa  position  d'équi- 
libre. Cette'  force  est  proportionnelle  à  Técait  si  cet  écart  est 
petit,  elle  est  donc  proportionnelle  à  a  et  par  conséquent  à  A. 

\  oilà  les  préliminaires  que  je  voulais  établir  pour  faciliter 
l'étude  des  diélectriques  d'après  Lorentz. 

Nous  passerons  maintenant  à  la  théorie  de  Lorentz  elle- 
même. 

^1.  —  Electuosïatique 

371.  —  Appliquons  les  principes  de  calcul  que  nous  venons  de 
rappeler  aux  diélectriques.  Considérons  une  particule  et  cher- 
chons les  conditions  d'équilibre  de  cette  particule  sous  l'action 
lies  forces  qui  agissent  sur  elle. 

Décrivons  autour  de  cette  particule  une  sphère  très  petite  d'une 
manière  absolue,  mais  pourtiint  assez  grande  pour  ([u'elle  con- 
tienne un  assez  grand  nombre  de  particules,  (^[uelles  sont  les 
forces  qui  agissent  sur  cette  particule  ?  Ce  sont  : 

i**  Les  forces  extérieures  à  la  sphère  que  nous  venons  de  cons- 
truire, l'évaluons  ces  forces.  Introduisons  pour  cela  un  vecteur 
qui  joue  le  même  rôle  que  l'aimantation. 


Fig.  57. 
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Soient,  a\  y^  z^  les  coordonnées  d'un  point  à  Tétai  d'équilibre 

et  .r,  y^  z  les  coordonnées  de  ce  même  point  à 
Tétat  actuel.  Le  moment  électrique  aura  pour 
composantes,  en  désignant  par  e  la  charge  de 
la  particule, 

e  (r  —  .r«), 

^  (Z/  —  i/o), 
p  ('  -  \ 

Soit  Dt  le  volume  de  la  sphère  que  nous  avons  décrite  autour  de 
la  particule  considérée  et  désignons  par  X,  Y,  Z  la  valeur 
moyenne  de  e  (.r — .rj,  etc.;  on  aura 

\  e(.r  —  a\,)  =XDt, 

2j  (^  ~  ^o'  =  ^^'' 

>  e  (^  —  z^  =  ZDt. 

Le  signe  >    s'étendant  à  toutes  les  particules  qui  se  trouvent 

à  rintérieur  de  la  sphère  S^. 

X,  Y,  Z  joueront  donc  le  même  rôle  que  A,   B,  C. 

Dans  le  cas  du  magnétisme,  nous  avons  vu   que  la  densité    du 

mairnélisinc  à  rinlérieur  de  réiément  de  volume   dz  était 


r/, 


ax 


Dans  le  cas  d'un  diéleclricjue  nous  aurons  d  une  manière  ana- 
logue, on  remphiçant  le  vecteur  iA,B,Cr'  par  le  vecteur  (X,  Y,  Z) 

Y  d\ 


(f.r 


Donc, 


\\=-lh\ 


1  d\ 


^  (Lr  ' 


le  signe  >    du  premier  membre  indicjuant  que  la  sommation  doit 
s'étendre  à  toutes  les  particules  contenues  dans  le  volume  Dt,  et 
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le  signe  N  du  second  membre  indiquant  une  permutation  circu- 
laire entre  les  lettres  X,  Y,  Z  ;  .r,  y^  z. 

Dans  le  cas  du  magnétisme,  la   relation  de  Poisson   s'écrivait, 


Aû=  47tV 


rfA 

dx  ' 


nous  aurons  maintenant, 

4?^  VI  d\ 


\»  __  4^  V  ^A 
•  ~  Ko  Zj  d,v  ' 


en  désignant  par  J;  le  potentiel  électrostatique  et  en  divisant  le 
second  membre  de  cette  relation  par  K^,,  car,  comme  nousTavons 
déjà  dit,  nous  emploierons  les  unités  électromagnétiques. 

Si  la  cavité  a  la  forme  d'un  cvlindre  infiniment  délié  et  si  elle 
est  orientée  comme  le  vecteur  (X,  Y,  Z),  la  force  électrique  fiura 
pour  valeur 

d'I 

» 

dx 

Si  la  cavité  est  cylindrique,  mais  infiniment  applatie,  la  force 
électrique  sera, 


dx         Ko 
Dans  le  cas  d'une  sphère  on  aura, 

^'^  ~dx-^T'"K:^ 

et  c'est   ce  dernier  cas   qui   nous  intéresse    pour    le   moment. 
L'expression  (i)   représente  la  force   électrique  due  à  la  partie 
extérieure  à  la  sphère  S. 
Or  nous  savons  que 

p-i!L/__ii_iL 

Ko  '  dx  dt  ' 

dV 
mais  dans  le  cas  actuel  (état  d'équilibre)    -7—  =  o  :    le  potentiel 

vecteur  est  nul. 

PoiNCAHÉ,  Éleclricilê  et  Optique.  3i 
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Il  reste  donc 

V  =  ^f=  —  ^, 
Kq '  dx  ' 

I/expression  (i)  devient  alors 

Ko  '^         Ko    3  ' 
ou  encore  si  la  charge  de  la  particule  est  e, 

'2^  Action  des  particules  intérieures  à  la  surface  S'.    Coiiiine 
dans  le  cas  des  aimants  cette  action  est  nulle. 

y  La  force  qui  ramène  la  particule  à  sa  position  d*équi libre. 
Cotle  force  est  proportionnelle  à  l'écart  si  cet  écart  est  petit.  On 
a  donc  pour  cette  force. 

0 

372.  —  T.a  somme  des  deux  projections  ^2)  et  (3)  doit  être  nulle  ; 
ceci  sccril 


J^e(/-+|.)=:-|l  ;.(.,• -.,-,) 


(1011  eu  multipliant  par  c  les  deux  membres  de  cette  relation, 

^  ^•'-  -  •'■"•  -  j  (/■+  t)  • 

Pour  avoir  X,  faisons  la  somnn»  des  relations  pareilles  pour 
toutes  les  particules  qui  sont  l\  rinlérieur  du  volume  Dt  et  divi- 
sons par  Dt  ;  il  vient  ainsi, 


V 


e   j'  —  .r... 
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Posons  maintenant, 


L^~^' 


La  relation  (4)  devient, 

L        1^  3  ' 

d'où 


f=Hx-T)- 


Cette  relation  nous  montre  qu'il  y  a  proportionnalité  entre 
/et  X;  explicitons  le  facteur  de  proportionnalité.  D'abord  nous 
savons  que  Maxwell,  dans  un  diélectrique  autre  que  Tair,  consi- 
dère le  déplacement  en  bloc,  qui  correspond  dans  la  théorie  de 
Lorentz  à  celui  du  à  Téther,  /',  et  à  celui  du  à  la  particule,  X. 
Do  sorte  que 


4~  4~    ^^•^'  ' 


d'autre  part 

4~  f  (lif 
K„ '               dx  ' 

d'où 

f  K„  d'I 
'              &,-     dx' 

donc, 


/•+X  _   f  _      X 


r      1 


d'où 


K  Kq         K  —  Kq 


/•=  X      '^" 


K  -  K„ 


1/ 

Le  Facteur  de  proportionnalité  a  donc  pour  valeur  p — ^ 
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B.  Elecïrodynamique  des  coups  en  hepos. 

373. —  II  convient  de  remarquer  que  nos  sens  grossiers  ne  peu- 
vent atteindre  que  la  valeur  moyenne  des  phénomènes  ;  on  aura 
besoin  par  conséquent,  dans  la  suite,  de  considérer  la  valeur 
moyenne  de  nos  lonctlons  ;  il  s'agit  alors  de  voir  si  les  formules 
({ue  nous  avons  trouvées  précédemment  subsisteront  dans  ce 
cas. 

D'abord,  la  valeur  moyenne  d'une  fonction  //  au  point  (x,  y,  z) 
c'est 


^J^ 


4     ..3 


l'intégrale  étant  étendue  a  une    petite  sphère  de  rayon   s  ayant 
pour  centre  le  point  (.r,  //,  z). 
11  résulte  de  là  que 

du  du 

dx  dx 

374.  —  Les  relations  que  nous    avons  trouvées  précédemment 

étant  linéaires,  subsisteront  donc  encore  dans  le  cas  présent. 
On  aura  par  conséciuent, 


I 


.-'•/ 


\ 


^r.n  - 

,/a 

4-r  = 

'    </.- 

(l'i 

:\taV- 

dx 

,I\V 

a  — 

'/.'/ 

0 

ilV 

^j  — - 

dz 

«/  — 

dç: 

'Jl 

dz  ' 

d'.r 

d% 

^' 

dC 

UT' 
dw 

dV 


d.v  dij 
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F',  G',  ir,  étant  les  composantes  du  vecteur  qui  fait  office  de 
potentiel  vecteur  et  qui  est  le  potentiel  retardé  d'une  masse  atti- 
rante ayant  pour  densité  les  trois  composantes  du  courant  de 
convcction. 


On  aura  ensuite 


/      \        J,      ^^    ./«     "» 


i     Kç^  dt  dx 


Kg  dt      '     dz 

(4)  |aG'  =  -4.  (.-*), 


□  H'  =  —  47t    (iv 


dt 


i-\  Il         4"   V^    d\ 

^  '  Zj  </x        '  Zj  d.v  • 

375.  —  Quant  à  la  relation, 


Il  =-^  -4-  Oï 

—  J,  ■+-  ?>' 


elle  ne  garde  pas  la  môme  forme.  Pour  voir  ce  qu'elle  devient, 
cherchons  la  valeur  moyenne  de  o;. 
Nous  avons  pour  cette  valeur  moyenne, 


S 


dx 

dt         d\ 


Dt  dt  ' 

donc, 

/_>  df        dX 
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376.  Conditions  d'équilibre  d'une  particule.  —  Considérons 
une  petite  cavité  sphérique  entourant  la  particule  et  évaluons 
les  forces  qui  agissent  sur  cette  particule.  Nous  avons: 

1°  La  force  d'inertie;  cette  force  a  été  négligée  pour  les  con- 
ducteurs, mais  on  ne  peut  plus  la  négliger  maintenant^  car  clans 
le  cas  des  diélectriques  on  peut  avoir  des  vibrations  cxtrènie- 
meut  rapides.  Cette  force  a  pour  valeur, 

m 


K.  dl'  ' 


0 


y.**  r/action  du  champ.  Cette  action  peut  être  décomposée  en 
trois  parties, 

a)  Le  champ  produit  par  la  particule  elle-même.  Ce  champ  est 
négligeable.  Lorentz  Ta  calculé  mais  nous  ne  reproduirons  pas 
ici  son  calcul,  faute  de  temps. 

A)  L'action  produite  par  les  particules  qui  se  trouvent  à  Tinté- 
rieur  de  la  sphère  entourant  la  particule  en  question.  Cette  action 
est  nulle. 

r)  I/aclion  du  champ  extérieur.  Cette  action  a  pour  valeur, 

4^  ./•+e(v;-r?:. 


K 


0 


Mais  qu'est-ce  que  f?  —  Nous  avons^. 

4-  ^.     dV       d'I' 

K^,   '  <if  (i.r 

(1  On  nous  d<Hhiisons  hi  valeur  de  /!  Sonlenienl,   rappelons-nous 
(|U('  nous  avons  ercnsé  une  petite  cavit»' splicricjne  dans  l'élément 

1)t   autour  du   point  ;.r,  y,   r     et    cette    cavité   inodilie    le  champ. 

dV 

(Quelle  est  cette  niodilicalion  ? — D'abord,  le  ternie  en  —j—  n'est  pas 

m(>(llli<'  ;  et  cela  se   comprend,    car   le  potentiel  vecteur  F'  pro- 

d-.r 
virnt  d'une  matière   dont    la  densité   est      ,  .   .  Mais    il   n'en    est 

dr 

dl' 
plus   (le    même  du  terme    — ,—  .  Avant    all'aire    à    une   sphère  ce 
*  d.r 

.       .       X         ,  .         .    . 

terme  est  modifié  par  le  changement  de  ^'en/-i — -- .   ^Noir  précé- 

demment,  n'  371). 
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On  aura  donc, 


I;«(/-+t)+«("i-w 


3''   La    force  élastique  qui    tend  à  ramener  la  particule   à    sa 
position  d'équilibre.  Cette  force  est  représentée  par, 

4-       . 


K 


0 


L'équation  d'équilibre  de  la  particule  considérée  s'écrit  donc, 

377. —  Multiplions  par  e  les  deux  membres  de  cette  équation  ; 
il  vient, 


e  i.f 


Faisons    maintenant  la  sommation  pour  toutes  les   particules 

qui  se  trouvent  à  l'intérieur  de  Dt  et   divisons  par  Dr  ;  il  vient, 

m 
en  supposant  que  —  est  le  même  pour  toutes  les  particules, 


Dt 


Or, 


4^v2j|aDt       '^2j'M-J- 


7,e(.r  — j-„) 

—  =  X, 


Dt 


d'où 


D'autre  part, 


VI       d-X 

Dt       ~    dt'  ' 
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I/('*([uatlon  de  l'équilibre  devient  donc, 


378.  —  Si  nous  avons  afTaire  à  des  corps  en  repos,  alors 


''-  d,' 


et  par  conséquent, 

47:  Zj  U-:  4-      Zj  D-         4-      Zj      I>t 


Ko  ,  'A' 


4?:        rf/ 
On  aura  par  un  calcul  analogue, 


Ko    ,    ^/Z 


4-       lit 

(a*s  relations  n<^  sont  vraies  que  si  la  charge  c  est  la  même 
pour  toutes  les  particules  mobiles.  Si  cette  hypothèse  n'est  pas 
tout  à  fait  rigoureuse,  elle  nous  permettra  au  moins  de  voir  le 
sens  général  du  phénomène. 

On  aura  donc  ainsi 

y.    cil'  y       .w       4-   ;a  V  '    ^//        '  (It  / 

m 

Posons  nialnlrnanl 


et 


IT.       'JlI. 
•  i 

Lé([uation  |)récédrnle  thniont. 


r+  '--I?-  =/+— +  ^  ivi^-,^^^) 
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OU  encore. 

Mais  remarquons  que 

f'  'V.        K,        . 

V  L  i)        K  —  K„  ' 

cela  nous  donne  finalement, 


(U^      '         K  — K,        '    '       V'    ^^  ^^ 

379. —  Sî  le  champ  n'est  pas  puissant  le  second  terme  du  second 

membre  est  négligeable  et  on  obtient  une  relation  entre  —7-7- ,  X 
et  f: 

Si,  de  plus,  on  est  au    repos,  ).        \    est    alors  nul  et    on   re- 
tombe sur  l'équation 

f=  X  ' 


K  — K. 


).  acquiert  une  importance  très  grande  quand  on  a  affaire  à  des 
oscillations  très  rapides. 

Cette  équation  (8)  n'est  plus  valable  si  les  particules  subis- 
sent un  frottement  :  il  faudrait  dans  ce  cas   ajouter  au  premier 

membre  un  terme  complémentaire  de  la  forme  )/  --j-  , 


C,  —  Electrodynamique   des  corps  en  mouvement 

380.  — Nous  allons  étendre  maintenant  les  résultats  que  nous 
avons  trouvés  pour  les  corps  en  repos  aux  corps  en  mouve- 
ment. 

Il  y  a  d'abord  un  certain  nombre  d'équations  que  nous  avons 
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trouvées  pour  les  corps  en   repos  et  ([iiî  n'ont  pas   de  raison  de 
changer  pour  les  corps  en  mouvement. 
Ce  sont, 


\ 


(l'y.  (h' 


dx  dij 

,  OU.  =-4.  (,..-§ 
,.  df  V  '^ 

i   4-/"      dv      d-y 


i 


I 

\ 


K..  r//  ^Ar 


0 


^T.<r  (KV  dij' 

i     l\^  r//  f/// 

4-//    ,    dW       d'J 

D  aulu'  pnrt  nous  avons  trouve,  quand  il    n'y  a  pas  de  champ 
nia^nrti([ur  intense  kiX  pour  les  corps  en  rcj)0Sy 

-      d'\ 


i. 


7/-'     *  K--K.  ^' 


Mais  eetle  é(juation,  eonune  nous  l'avons  vu,  peut  perdre  de  sa 
siniplieih'  (juand  on  a  allaire  à  un  ehanip  rnagin'ticjue  très  intense  ; 
dans  e«'  cas  il  faut  en  eflel,  eoniplél<*i- la  relation  (jue  nous  venons 
d  écrire  par  le  ternie  conipl«'inenl;di('  suivant, 

r/Y  ,      d'/. 


*      (//  ''     di 
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c'est  le  terme  correspondant  à  la  polarisation  rotafoù'e  magne- 
tique  et  ^vi phénomène  de  Zeeman. 

381.  -^Pour  les  corps  en  mouvement ^  on  obtient  de   la  môme 
manière, 

m  '^      d-.v 

et  par  des  transformations  analogues  à  celles  qiïe  nous  avons  em- 
ployées quand  il  s'agissait  de  l'électrodynamique  des  corps  en 
repos, 


i 


^,  rj,  !^  re|)résentent  ici  les  composantes  de  la  vitesse  de  la  ma- 
tière. En  eflet,  si  le  champ  magnétique  n'est  pas  très  intense,  et 
en  négligeant  la  vitesse  relative  de  la  particule  par  rapport  à 
celle  de  la  matière,  c,  r,,  I^  représentent  alors  bien  la  vitesse  de  la 
matière  elle-même. 

En  divisant  par  L   les    deux  membres    de   la    relation   (6)  on 
obtient, 

(J  >^   ^^.    +^^  K-K,  ~^^  4^  ^^'^       ^'^• 

clf 

382. — Eu  ce  qui  concerne  la  relation  en  u /-  elle  va  être  un 

*  ctt 

peu  modifiée  pour  les  corps  en  mouvement. 
Nous  avons. 


f 


8) 


i'-^h-l'^- 


le  signe  >  indiquant  que  la  sommation  s'étend  à  toutes  les  par- 
ticules qui  se  trouvent  à  l'intérieur  du  volume  Dt. 

Pour  faire  le  calcul  nous  allons  employer  un  artifice  très  utile 
toutes  les  fois  qu'on  aura  à  calculer  des  valeurs  moyennes. 
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Nous  savons  que 

W)-:  =2je  [x  --  a\). 

Considérons  une  fonction  '^  quelconque  ;  nous  n'assujettirons 
celle  fonction  qu'à  une  seule  condition  :  qu'elle  varie  assez  len- 
tement pour  qu'à  Tintérieur  du  volume  Dt  elle  puisse  être  con- 
sidérée comme  constante.  Nous  aurons  alors, 

'^XDt  =  \  cpe  [x  —  .r^) . 

Déccmiposons  le  volume  Dt  en  éléments  de  volume  d'z  très 
petits  (au  sens  ordinaire  du  mot)  ;  on  peut  alors  écrire 


j  'fXrfT=2]|?^G^— ^o)» 


où  le  signe  1  comme    le    signe  \    s'étend   au    volume    Dt    tout 

entier. 

Plus  généralement  la  valeur  moyenne  U  d'une  fonction  U  quel- 
conque sera  donnée  par  la  formule 


m  • 


on  aura  ainsi 


(i<>  I    (h  (u  — 


.//" 


dt 


\y       dx 

jLJ  '       dt 


383.  —  Quelle  est  la  valeur  de  la  densité  moyenne? —  Il  faut 
pour  cela  calculer   7   -zo. 


/ 
Posons 


-p,,  représentant  la  valeur  de  la  fonction  '^  quand  la  particule  passe 
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par  sa  position  d'équilibre  [x^^  t/^,  z^.  Or,  h  Tétat  d^équilibre,  la 
densité  moyenne  est  nulle  ;  donc, 

D'autre  part  (x,  y,  r)  étant  voisin  de  [x^,  i/^,  z^),  on  peut  écrire, 


et  par  conséquent 


(i2)  ^  cpe  =y|e  [^'^^  +y|  e  (.r  —  .rj  -^J, 

le  deuxième   signe  >    du  second  membre   s'étendant   aux  trois 

coordonnées. 

En  tenant  compte  de  la  relation  (ii)  et  de  la  relation  (9)  qui, 
diilerentlée  par  rapport  à  x  nous  donne, 

ax  ^Lj      ^  "'    dx 


la  relation  (12)  devient 


S''*"- 


et,  en  intégrant  par  parties. 


La  formule 


'  ^.  /. 
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montre  que  la  densité  moyenne  est 


384.  —  Cherchons  maintenant  hi  valeur  du  courant  total  //. 
Partons  de  Téquation  (9)  et  diflerentions-la  par  rapport  à  /  ;  il 
vient, 


/  ?  ^  '^"=S  '  (•'  ~  ''"^-î  +S  ^ 


rf.r. 


En  effet,  '^  ne  dépend  pas  directement  de  t  :  il  est  fonction 
de.r,//,  3  seulement  ;  mais  dans  le  pr.emier  membre  .r,y,  z  repré- 
sentent les  coordonnées  de  Télément  de  volume  di,  tandis  que 
dans  le  second  membre  a-,  //,  3  réprésentent  les  coordonnées 
de  Cy  qui  sont  mobiles;  ([ui  sont  par  conséquent  fonction  de  /. 
C'est  pour  cette  raison  que  la  fonction  '^  est  traitée  dans  le 
second  membre  comme  dépendante  de  /  et  dans  le  premier 
membre  comme  indépendante  de  cette  variable. 

Or  nous  avons, 

\v  s'iiiuc   y     s'étcndant  aux  trois  coordonnées. 

j 

Ll'  premier  terme  du  second  membre  de  (  i3;  devient  donc, 

„^      ^  '^    dl  I  ^^^  1  ^  ' 


\\\\  inlégranl  par  parties,  on  obtient 
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dy  ' 


dz 


et  par  conséquent, 


(i5)     2_.,r-.rJ--=:-J   ?rf^(-^- 


e/Xr.     .     ./X^ 


///  dz 


r 


Passons  maintenant  au  troisième  terme  de  (i4)  ;  quelle  est  la 

dx 
signilication  de     '  "  ? —  C'est  la  vitesse  du  point  (.rQ,  y^,  z^^  ce 

point    étant  considéré   comme  entraîné    dans    le    mouvement  de 
la   matière  :  c'est  donc  ce  que  nous  avons  appelé  ;.  On  a  alors 

dx 


dt 


^  l-''û>  //o»  "o/  ■» 


et   comme  '.^\,,  //y,   z^^   est  très  voisin   de  (.r,  //,   -)  on   peut  donc 

écrire 

dx 


dt 
en  posant. 


0  '^    I    ^'^ 


(Ia 


Le    calcul    de  >  cpe  — ^^  revient  donc    maintenant    au    calcul 
de  >  cpe;  et  de  >  cpeo;. 

Commençons  par  calculer    >  '^e;. 


Nous  avons, 


^T, 
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nous  avons, 


Kcrivons  maintenant  la  relation  {\^]  en  tenant  compte  des 
relations  [i^j,  'i^>j  et  (ij;  que  nous  venons  d'établir;  elle 
devient, 


J      *       fil  /      *  '  ^^^  / 


ï''44r'-''-''"'-l5^!'''-'')l 


'^ 


Nous  n'avons  plus  maintenant  (|u'à  identifier  les  coefficients  de 
z>fhy  car  cette  égalité  doit  subsister  cjuelle  que  soit  la  fonc- 
tion '^. 

Kii  l'aisuiil  cette  ideiitiliciition  nous  trouvons, 


r/X 


("-7f)+^(^^^-'^'-'-'i(^î-«'- 


;//       \       (Il  I      (ifj 

(I Où  enfin, 

.  r//  (Il  dz  '  a  y 

^'('.s7  /('.r/ffcssio/i  du  coiii'aul  lolnl  diiprcs  Lorenlz. 

385.  Comparaison  avec  la  théorie  de  Hertz.  —  Comparons 
celle  expression  ii  celle  tlu  eouranl  lolal  d  après  llerlz.  Nous 
aNons  vu  (jue   le   courant   lolal  dans  la  théorie  de    Hertz   est    lu 
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somme  de  quatre  courants  :  le  courant  de  conduction,  le 
courant  de  déplacement,  le  courant  de  convection  de  Rowland 
et  le  courant  de  Rœntgen.  Nous  n'avons  pas  ici  de  courant  de 
convection  analogue  a  celui  de  Rowland  et  cela  se  comprend,  car 
la  densité  de  Télectricité  vraie  est  nulle,  attendu  que  nous 
sommes  dans  un  diélectrique.  En  ce  qui  concerne  le  courant  de 
déplacement,  on  le  retrouve  dans  la  théorie  de  Lorentz,  seule- 
ment il  est  dédoublé  :  îl  se  compose  du  courant  de  déplacement 

proprement  dit,-—-,  et  du  courant  de  polarisation-^.  Quant 

au  dernier  terme  de  la  relation  (i8)  c'est  une  expression  ana- 
logue à  celle  qui  représente  le  courant  de  Rœntgen  à  cela  près 
que  le  vecteur  (/*,  g,  h)  est  remplacé  par  le  vecteur  (X,  Y,  Z) 
dans  la  théorie  de  Lorentz.  Nous  avons,  en  effet,  dans  la  théorie 
de  Lorentz 


dans  la  théorie  de  Ilcrtz,  nous  avions  trouvé 

(.9)  4(/^-''^)-^(^^-/''-)- 

Mais  il  importe  de  remarquer  que  Hertz  désigne  par  /,  g,  h 
le  dêplacenienl  total  (déplacement  -f-  polarisatioi>)  que  Lorentz 
représente  par  /*+  X,  g -{-  Y,  h  +  Z.  Avec  les  notations  de 
Lorentz  îl  faudrait  donc  dans  l'expression  (19)  remplacer  Z*,^',  A 
par  /*+  X,  g^  +  Y,  A  +  Z. 

Maintenant  si  nous  prenons  l'équation 


dl^     '         K  —  K 


0 


que  nous  avons  trouvée  précédemment  et  si  nous  y  négligeons 
la  dérivée  seconde     .,    nous  trouvons  que  X  est  proportionnel 

à  /'et  que  le  facteur  de  proportionnalité  est ^ — -,  Le  courant 

de  Rœntgen  prévu  par  la  théorie  de  Lorentz  est  donc  à  celui 
prévu  par  la  théorie  de  Hertz  comme  X  est  a  X  +/,  c'est-à-dire 
comme  K  —  K^  est  à  K. 
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Ainsi  dans  le  vide  (K  =  K J  il  n'y  a  pas  de  courant  de  Rœnt- 
gen, d'après  Lorenlz,  alors  que  d'après  Hertz  il  doit  y  en  avoir 
un.  Mais  comme  nous  l'avons  déjà  vu  précédemment,  quand 
nous  nous  sommes  occupés  de  la  théorie  de  Hertz,  les  expé- 
riences de  Rœntgen  sont  tout  à  l'ait  insuiïisantes  pour  trancher  la 
qi|cstion. 

3to.  —  Revenons  maintenant  à  l'équation  fondamentale, 

'■#  +  ^xêK:=?^+j-('.r-'?)^ 

nous  avons  vu  que  le  terme  A        ,■  du  premier  membre  de  cette 

al' 

équation    est  négligeable  (sauf  le  cas  où  on  a  des   oscillations 
rapides)  de  sorte  qu'on  peut  écrire, 

La  ([uantité  <[uc  Hertz  ou  Maxwell  appelle  déplacement  total 
est.  ooinnie  nous  venons  de  le  remarquer,  X  + /l  Calculons  cette 
(juantlté.  11  vient, 

'^n  4'- 


OU  encore 


(Irln  veut  dire  (jue  dans  la  théorie  de  I.orenlz  le  déplacement 

(le  Maxwell  est  le  produit  de  deux  facteurs  :   l'un  — — ,  l'autre  la 

4- 

force  éleelroniolricc   M'aprcs  Lurent//.  Or,  dans  les  conducteurs, 

la  force  éleetromolriee  a  pour  expression 

/__ 

■'1'*       /•      I  '^rj\ 


on  voit  donc  que  la  diil'érenee  est  seulement  dans  l'introduction 
du  lacleur t-, . 
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387.  —  Interprétons  ces  résultats. 

1*"  Supposons  que  nous  ayons  un  corps  conducteur  mobile 
placé  dans  mi  champ  magnétique  invariable.  Que  va-t-il  s'y  pro- 
duire d'après  la  théorie  de  Hertz  ?  —  11  doit  d'abord  s'y  produire 
une  force  électromotrice  qui  donnera  naissance  a  un  courant 
d'induction. 

D'après  Lorentz,  bien  qu'il  n'y  ait  pas  de  force  électrique  dans 
le  sens  propre  du  mot,  il  y  aura  cependant  une  force  électro- 
motrice qui  aura  la  même  expression  que  dans  la  théorie  de 
Hertz,  puisque  nous  retrouvons  le  terme  r^y  —  !J[3.  Cette  force 
électromotrice  donnera  naissance  au  même  courant  de  con- 
duction que  dans  la  théorie  de  Hertz. 

On  voit  donc  que  dans  la  théorie  de  Lorentz  les  lois  de  l'in- 
duction magnétique  ne  se  trouvent  pas  en  défaut. 

2**  Supposons  maintenant  que  nous  considérions  un  diélec- 
trique mobile  dans  un  champ  magnétique.  D'après  Hertz,  il 
doit  s'y  produire  un  déplacement  électrique  proportionnel  à  la 
force  électrique.  D'après  la  théorie  de  Lorentz  le  déplacement 
électrique  total,  X  +  /*,  existe  toujours  mais  sa  valeUV  est  plu^^ 
faible    que   dans   la   théorie  de  Hertz  :    il   est  diminuée  dans  le 

rapport |t — -,  Par  exemple  si   le  diélectrique  est  constitué 

par  de  l'air,  alors  K  —  K^  =  o  :  il  n'y  aura  rien  du  tout. 

En  résumé,  le    résultat  obtenu  par  Lorentz.  revient  à  affecter 

les    termes    [aa]    et   [/]    de    la    théorie     de    Hertz     du    coelli- 

K  — K, 

cient  77 — -, 

K 

Or,  rappelons-nous  que  les  équations  de  Hertz  ne  pouvaient 
rendre  compte  des  expériences  de  Fizeau  que  si  on  les  affectait 

du   coefficient   =^ — -    :   on   peut   donc  prévoir  que  la  théorie 

de  Lorentz  est   entièrement  conforme   aux   faits  expérimentaux 
cités. 
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388.  —  Nous  allons  maintenant  aborder  Tétude  des  phéno- 
mènes lumineux  dans  les  diélectriques.  Nous  commencerons  par 
le  cas  le  plus  simple  :  c'est  le  cas  où  il  n'y  a  pas  de  champ  ma- 
gnétique intense.  Nous  supposerons  de  plus,  que  le  corps  trans- 
parent considéré  est  en  repos  :  cela  nous  débarrassera  des  termes 
complémentaires  que  nous  avons  été  obligés  d'introduire  pour 
les  corps  en  mouvement.  Seulement,  nous  tiendrons  compte  du 
frottement  que  les  particules  pourraient  subir  :  ceci  revient  à 
tenir  compte  de  l'absorption. 

Nous  aurons  donc  les  équations  suivantes 


(•:> 


i- 


df      d\ 

,  "   "  dl       dt  • 

\           dir        d\ 
1  *        dt         dt  ' 

'           dl,         dL 

dt           dt 

.     d'X 

'•  dl^ 

d\        ^.        K„ 
'   '•    dt     '         Jv       K„ 

t^ 

-   d-\ 

'■  de 

■         dt     '         \k       Jv„ 

tr 

'•  dl^ 

+  '•    dt     '    '■   K       K„ 

— //. 

389.  —  Nous  allons    d'abord  montrer    cpie    ai    on   suppose  la 
lumière  monochromntique  les  ^nbrations  sont  transs'ersales. 
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Différentlons  à  cet  eftet  la  première  équation  (2)  par  rapport 
h  Xy  la  seconde  par  rapport  h  y,  la  troisième  par  rapport  à  ::  ;  il 
vient, 


\ 


.    d'     dX        .,    d     dX  K„ 


dc 

dx 

d' 

dY 

dt' 

dy 

d' 

dZ 

dt 

dx 

d 

rfY 

dt 

du 

d 

dZ 

K 

K. 

K. 

1 

K 

K, 

K, 

» 

<^X 

df 

dx 

dx' 

rfY 

dF 

dy 

dy' 

dZ 

dh 

\   '■  lîF  HT  '^      'dT'ir  "•"   K  — K„   ~dz    ~   dz  • 
En  faisant  la  somme  de  ces  trois  équations  on  obtient 

'  dt'    Zj  dx    '^''    dt  Zj  dx  "^  K  —  K„  Zj  dx  ~2j  dx  ' 
Or 

Sdf V  — 
dx  Zj  dx  ' 

donc 

^  — ^  satisfait  donc    à  une    équation    différentielle  linéaire 

du  second  ordre  :  nous  en  concluons  que  cette  fonction  est  une 
somme  de  deux  exponentielles.  Mais  pour  que  la  lumière  soit 
monochromatique  (car  nous  nous  sommes  placés  dans  ce  cas)  il 
faut  que  ces  exponentielles  soient  à  période  réelle,  c'est-à-dire 
qu'il  faut  que  leurs  exposants  soient  purement  imaginaires  ;  il  faut 
donc  que 

SrfX 
■^="^ 

et,  pour  avoir  une  couleur  déterminée,  il  faut  que  les  exponen- 
tielles aient  une  période  déterminée.  On  conclut  donc  que 

.-1    d\ 

-  =  o. 


«)  y 


rf. 


V 


11  n\'  aurait  exception  que  pour  )/  =  o,  et  cela  encore  pour  une 
couleur  déterminée. 
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Or   >      /     =0  signifie  que  les  vibrations  sont  transversales  : 
c'est  précisément  ce  que  nous  cherchions'h  montrer. 

390.  —  Ceci  étant  établi  voyons  ce  que  deviennent  les  relations 
en  ni'  et  Ulf, 
Nous  avions, 


or,  comme 


VI    d\ 

7  — ; —  =  o,  nous  avons  maintenant 
^    dx 

(5)  □'}'  =  o. 

D'autre  part, 


K^  '    '      dt      '     d.i 


d'où 


^  Ko     d      ^,        Ko     rf   ^,, 

'  4^    ^^^  4?^    ^i^" 


or  nous  venons  de  voir  que  □  'V  =o  donc 


d  autre  part 


^  4-     ^^/  ' 


nP=_4;:(,,       ^Z' 


r///' 


et  d'aprôs  (  i) 


donc. 


(It  dt    ' 


cl"  =  -  \r.    ''^ 


,/t   ' 
l;i  iM-liition  cil  "_/'(levii'nt  alors, 


( 


(l- 
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391.  —  Supposons  maintenant  que  nous  ayons  affaire  à  des 
ondes  planes  :  toutes  nos  fonctions  ne  dépendront  que  de  z  et 
de  ty  par  conséquent 

et  d'après  (6) 

Or  nous  avons, 

(7  '^^77î"+'^  T7r+ir~nr"^— /• 


1    }'  ^     1          ^« 

^          dl     '     K       K„ 

Posons  alors. 

I 

K«             /V 

K.       K,         fl„ 

L'équation  (y)  deviendra 

La  lumière  a  été   supposée  monochromalique  ;    on   peut  donc 
appliquer  l'artifice  habituel  des  irnaginaires  :  posons, 

avec 

P=/>(«rV/i\  — /). 

Comme  les  équations   sont  linéaires  a  coefficients  réels,  nous 
pouvons  écrire. 

X  =  partie  réelle  de  X^e^, 
f  =^  partie  réelle  de  f^^ ^ 
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et  ces  nouvelles  solutions  qui    sont  réelles  nous    donneront  les 
valeurs  réelles  de  nos  fonctions. 

Soit/^  un  nombre  proportionnel  au  nombre  des  vibrations  par 
seconde,  de  sorte  cjue  la  période  T  est  donnée  par 

I  —         , 

P 

n  représente  Tindice  de  réfraction  ;  si  n  est  imaginaire  alors 

n  =  n  -\-  in\ 
et  dans  ce  cas 

partie  réelle  de  Xy  =  Xe"'»  "^'^'^•-"  cos  p  [n'z  y/K^  —  /), 


le  coedicient  d'absorption  est  alors  proportionnel  a  /i''  et  l'indice 
de  réfraction  est  n' , 

392. —  Que  deviennent  nos  équations  (7  bis)  dans  ce  cas  ? 
Nous  avons, 

d\  . 

L  équation  {j  bis)  devient  alors, 

et  ré(juation  (()  bis]  prend  la  forme 

—  rrpn\J'-{-Kjrf  =  —  \\jrX, 
ou  encore 

11-^  I  -f-  —, 
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OU,  en  tenant  compte  de  (7  ter) 


(8) 


n^  =  I  + 


a. 


pi  —  ipb,  —  p^  ' 


Discussion.  —  En  général  b^  est  très  petit,  par  conséquent  le 
terme  ipb^  est  négligeable  devant  p^^  —  p^,  et  alors  n^  devient 
réel  : 


(9) 


w^  =  I  + 


a. 


pt 


Il  y  a  exception  dans  le  cas  oh  pj^ — //  est  très  petit;  dans  ce 
cas  le  terme  en  b^  n'est  plus  négligeable,  le  dénominateur  sera 
très  petit  et  par  conséquent  la  fonction  très  grande  ;  n  sera  donc 
imaginaire  dans  ce  cas.  Bref,  quand /;,,  est  différent  de  p,  il  n'y  a 
pas  d'absorption  ;  et,  au  contraire,  quand  p^  est  voisin  de  /?  il  y  a 
absorption  (à  cause  du  terme  imaginaire  ipb^. 

Cela  explique  l'existence  de  raies  d'absorption  très  étroites  dans 
le  spectre. 

393.   —  Pour   mieux  voir  la  variation  de  /i'^,   construisons  la 


Po'-P' 


»_  K 


n»-l 


Fig.  58. 

courbe  représentant  les  variations  de  cette    fonction.    Portons//^ 

en  abscisses    et  n^  en    ordonnées  et    représentons    les   droites 

K 
n^  =  -Tr-,  n}  =  I  et  puis  p^^  =  p^  et/r^o. 

Faisons  ensuite  p^  =0  dans  la  formule  (9)  ;  il  vient  ainsi 


/i'  =  I  -[- 


a. 


Pô 


>  t 


5of> 
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or 


a 


donc 


/^o 


K  —  K, 


K  —  K, 
/r  =  I  -| 


K. 


La  courbe  est  donc  tangente  à  la  droite  /i^  =  -j^. 
Maintenant  si  p  augmente,  le  second  terme  du  second  membre 
de  (y)  augmente  avec/?,  et  pour  p^  =Pi  ^c  terme  en 


p:—p' 


de- 


vient infini  :  il  s'ensuit  que  ri^  devient  infini  :  on  a  une  asymptote. 

Si/;  continue  à  augmenter,  pour  une  valeur  de  p  légèrement 
supérieure  à  p^  on  aura  n^  =  —  oc  :  on  aura  donc  encore  une 
asymptote. 

Si  p  =  oc,  c'est-à-dire  si   on  a  affaire    à  des  ondes  infiniment 


P>P' 


.-_  K 


n'mt 


i"\^.    Mj. 


courtos,  alors  /r  =  i  :  on  a  ainsi  une  branche  tangente  à  la  droite 


n 


i . 


On  voit  d'ailleurs  ([ue  la  courbe  ainsi  obtenue  est  une  hyper- 
bole. 

394.  —  I"'  (fhsen'atio/i.  —  La  présence  des  asymptotes  que 
nous  venons  de  trouver,  correspond-l-elle  à  la  réalité  des  choses  ? 
Ll  d'abord  coninicnt  avons-nous  trouvé  ces  asymptotes?  —  Xous 
les  avons  trouvées  en  faisant />„"  -^:^  p-  dans  la  formule  (t)),  hypo- 
thèse qui  ne  correspond  à  aucune  rivalité  puis({ue  pour  p^^^p  nous 
n'avons  plus  le  droit  de  négliger  le  terme  en  ipf'^j- 
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Tenons  compte,  au  contraire,  de  ce  terme  et  corrigeons  notre 
courbe  en  représentant  en  pointillé  les  portions  qui  ne  peuvent 
pas  manifester  leur  existence  par  Texpérience,  par  suite  de  l'ab- 
sorption. On  obtient  alors  une  courbe  dont  l'allure  est  indiquée 
par  la  figure  Sg. 

395.  —  2'"*  Ohservalion.  —  Que  nous  indique  la  courbe  que 
nous  venons  de  tracer  ?  Elle  nous  indique  la  présence  d'une  seule 
raie  d'absorption  :  c'est  la  raie  qui  correspond  a  p^  =:p^.  Mais  où 
se  trouve  cette  raie  dans  le  spectre  ?  Pour  voir  cela,  remarquons 
que  dans  la  partie  gauche  de  la  courbe  on  a  /i  >  i,  dans  la  partie 
droite  /i  <  i  et  enfin  pour  ^  =  qo  on  a  n  =  i  ;  p^  =  p^^  se  trouve 
donc  dans  une  région  très  éloignée  du  spectre  connu,  ce  qui 
signifie  que  la  raie  d'absorption  sort  du  spectre  connu. 

Comment  faire  alors  pour  expliquer  la  présence  des  raies  d'ab- 
sorption que  l'observation  décèle  dans  le  spectre  connu?  —  On 
est  amené  h  faire  une  nouvelle  hypothèse  :  il  faut  admettre  quily 
a  des  particules  de  plusieurs  sortes. 

Particules  de  plusieurs  sortes.  —  Nous  avons  vu,  en  effet, 
que  ces  particules  sont  caractérisées  par  leur  masse  /w,  par  leur 
charge  e  et  enfin  par  leur  coefficient  d'élasticité  a,  qui  tend  à  les 
ramener  à  leur  position  d'équilibre.  Nous  avons  supposé  en  outre 

que  le  rapport  était  constant  (le  même  pour  toutes  les  parti- 
el 
culcs)  :  c'est  précisément  à  cause  de  cela  que  nous  n'avons  obtenu 

comme  résultat  de  notre  analyse,  qu'une  seule  raie  d'absorption 
dans  le  spectre.  C'était  là  une  hypothèse  restrictive.  Mais  modi- 
fions maintenant  cette  hypothèse  en  admettant  l'existence  de  par- 
ticules de  n  sortes  différentes. 

Pour  chac[ue  sorte  de  ces  particules  X  sera  différent.  Dési- 
gnons par  X,,  Xj,  X,...  X^  les  polarisations  de  chacune  de  ces 
catégories  de  particules.  La  polarisation  totale  X  de  ces  particules 
sera  alors  la  somme  des  polarisations  partielles  X^,  X^,...  X^  de 
chaque  catégorie  de  particules.  Nous  pouvons  donc  écrire 

x-Vx 
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<;t  d'autre  part  : 

(  I  o  his)  X,Dt  =  ^ c  {x  —  o-q)  ; 

le  signe    >     étant  étendu  dans  la    formule  (lo  ùis)  à  toutes  les 

|)articules  de  K**  sorte  contenue  dans  l'élément  de  volume  Dt. 

Les  équations 

.    iPX         X        ^.       X 
A^^  +  ^  =  /  +  -3.,etc. 

(jue  nous  avons  trouvées  précédemment,  et  qui  expriment  la  con- 
dition d'équilibre  d'une  particule  deviennent  donc  en  tenant 
compte  do  l'hypothèse  que  nous  venons  de  faire, 

I     "i        ^^^2     _l_     ^^    /' J«      ^ 


"» 


'k' 


\.\y,.»  \;\J^,  L^,...  L^   étant  des  coefficients  caractéristiques 
des  particules  de  la  première,  deuxième,...,  K**  sorte. 

396.  —  Transformons  ces  équations. 

Nous  avons  vu  précédeninicnt  ([uo  si  nous  supposons  les  ondes 
planes,  alors 


dzr  "0    dl'  "     ,(l'     ' 


cl  si  l:i  limiiJ'rt'  est  moiiochroiniiliciue, 

l^crivons    cette    dernière    é([uati()n    pour    la    particule  de    la 

/-V 

K*'  sorte  et  sul)stituons   la  valeur  de ;^^  ainsi  trouvée  dans  la 

(if- 

dernière  étjualion  de  '  i  i)  ;  il  vient 

(•4)  ^-/A\À-^/-+A. 


DIÉLECTRIQUES  SoQ 

Posons  maintenant, 

(■■•)  *=Sll-ï- 

X  étant  défini   par  la  relation  (lo).    Cette  expression  de    4>    est, 
comme  on  le  voit  une  forme  quadratique  homogène  par  rapport 

Posons  encore, 


(.6)  ^'=^ 


'»K^K 


c'est  encore  une  forme  quadratique  homogène. 

Cela  pose,  on  remarque  facilement  que  notre  équation  (i4)peut 
s'écrire  en  tenant  compte  de  (i5)  et  (16}. 

(■')  -^(*-//«I>'-/-X)==o, 

en  d'autres  termes  cette  équation  se  traduit  par 

4>  — y>M>'  —  f\  =  maximum. 

Or  nous  savons  que  quand  nous  avons  deux  expressions  qua- 
dratiques quelconques,  on  peut  les  réduire  toutes  deux  h  des 
sommes  de  carres,  en  faisant  un  changement  linéaire  de  variables. 
Faisons  ce  changement  et  écrivons  les  relations  (i5)  et  (16)  dans 
cette  hypothèse  ;  il  vient. 


( 1 5  bis)  4>  =  \ 

(16  6m)  <!>'  =V 


K 


2», 


X' 

K 

la 


R 


D'autre  part,  X  sera  une  fonction  linéaire  des  X^  et  je  puis  alors 
supposer  que  ses  coefficients  sont  égaux  à  l'unité,  de  sorte  que 


(.8)  X  =2x:. 


IIO 


PIIESOMEyES  LIML\EVX  DAyS  LES  DIELECTRIQUES 

La  condition  (i  j]  devient  alors 


Pl  —  /^^'  ^K  =  ^'Z- 


d'où 


x:-/- 


a. 


•*  1 

Fl—P 


et  par  conséquent, 


X  =/•>  — 


•Y     ^'' 


»  ? 


d'où,  en  égalant  cette  valeur  de  X  avec  celle  donnée  par  Féqiia' 
tion  (i  2) 

M^  =  I  -+-  >    — : ^—:r  • 


:••') 


^Pi-P' 


397.  —  Représentons  ce  résultat  graphiquement  en  eniplovant 


Fig-.   (k»  ol  (il. 

un  raisonnrincnl  iinaloguc  ii  celui  (juc  nous  avons  employé  dans 
la  tliéorif  siinplf.  On  ohlirnt  ainsi  le  grapiii([ue ri-contre  'fig.  60). 

(!<.'ci  est  vrai  (juand  on  néglige  le  iVottement.  Mais  il  n'en  est 
[)lus  (!(»  nièn)e  (juand  on  passe  au  voisinag*'  des  raies  d'absorp- 
tion  :  au  voisinage  des  asymptotes. 

Mn  modiliant  notre  courbe  j)our  ce  cas,  c'est-à-dire  en  tenant 
conq)t(;  du  IVottement  on  obtient  la  lornK'  (jui  est  représentée  pur 
la  lit^ure    (il   . 
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Les  traits  en  pointillé  correspondent  aux  bandes  d^absorption, 
qui  ne  sont  pas  visibles. 

398.  Remarque,  —  En  suivant  sur  le  graphique  les  traits  en 
plein  on  voit  que  n}  va  en  croissant  ;  c'est  le  contraire  qui  arrive 
pour  les  traits  en  pointillé. 

La  distance  entre  deux  bandes  d'absorption  consécutives, 
est  plus  courte  que  la  montée  entre  ces  deux  raies  consécutives. 
Cependant  pour />  suflisaninienl  grand/?  doit  aller  en  diminuant, 
car  si  p^  croit  indéfiniment,  nous  nous  trouvons  en  dessous  de  la 
droite  /i'^  ==  i .  Il  en  résulte  que  pour  jr  =  oc  (ondes  extrêmement 
courtes)  n}  est  ti'ès  voisin  de  l'unité,  ce  qui  signifie  qu'il  n'y  a 
pas  de  réfraction  pour  ces  ondes-là.  Quelques  personnes  se  sont 
appuyées  sur  ce  résultat  pour  assimiler  les  rayons  Rœntgen  à  des 
rayons  de  très  courte  longueur  d'onde. 

^L  H.  Becquerel  a  obtenu  ces  courbes  par  la  photographie  ('). 

Faisons  observer  en  passant  que  la  théorie  de  Ilelmholz  conduit 
h  une  formule  tout  à  fait  analogue  à  celle  que  nous  avons  trouvée. 

I)  1  s  P  E  n  s  I  O  X    ÉLECTRIQUE    ANOMALE 

399.  — La  dispersion  électrique  a  été  étudiée  tout  récemment 
par  M.  Barbillion  ('')  pour  des  ondes  herziennes  de  grande  lon- 
gueur d'onde.  Pour  la  plupart  des  corps  la  dispersion  est  ano- 
male :  au  lieu  que  n  croisse  au  commencement,  il  décroit,  de 
sorte  qu'on  obtient  comme  commencement  de  courbe  de  disper- 
sion, la  portion  indiquée  en  pointillé  sur  la  figure  ci-jointe. 


Fig.  (lu. 

On  peut  se  rendre   compte  de  cette  anomalie  de    la  manière 
suivante  :    Supposons  que  p  soit  très  petit  ;  le  second  terme  de 


('j  H.  Becquerel,  C.  R.,  1898;  1899. 

(-}  L.  Barbillion,  Thèse  de  doctorat^  i\  janvier  1899. 


5ia  PUÉXOMÈNES  Ll  MIS  EUX  DASS  LES  DIÉLECTRIQUES 

la  relation  (i5)  se  réduit  alors  à 

a 


Le  terme  qui  correspond  a  la  première  asymptote  est 

a. 


rl-p' 


qui  complété  par  le  terme  dii  au  frottement  devient. 


^'o 


mais  nous  avons  supposé  p  très  petit  ;  p"^  est  donc  négligeable 
par  rapport  à  y^J,  et  il  reste  alors 


^'o 


Pl  —  ipK  ' 
donc 

Posons 

La  relation  |[i())  devient  alors^ 


/r~-^/f;J  i  H T 


/Ai  —  '>/%  /  ' 


en  y  supposant   c  très  petit  et   vn  extrayant  la  racine  carrée,  il 
vient, 


n  -^  ffJi  + 


La  partie  réelle  de  n  sera  donc, 


Po  —  ipf\  I 


partie  rêcUc  de  n  =  n,,  (  i  -\ -. —      ,. ,  )  • 

^  n  Pl  +  p'(à) 

Quand  y;  augmente,  le  dénominateur  de  cette  expression  aug- 
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meute   aussl^   par  conséquent  n  diminue  :    ce    qui    explique   le 
spectre  anomal  observé. 

400.  Remarque.  —  Nous   avons    dit    précédemment   que    les 

équations 

\  '     \ 

^^K y       y-y     f   I       ■**■ 

f        '*ij^  ^^K  —  /  n — T"  > 

pouvaient  s'interpréter  en  disant  que 

<I>  — p^^'  — /*X  =  maximum. 

Nous  pouvons  représenter  lu  chose  sous  une  autre  forme. 

Ecrivons  les  équations  symétriques  de  la  précédente  ;  on  aura 
alors  le  système, 

X  X 

\    Y  Y 

(17)  .-[^  -  )^/^'Y,  =  --4--^, 

'    Z  Z 

^-^-KirZ:^    A +  -3-; 


posons  maintenant) 

XI  4.  Yi  4-  Zl         X^  +  Y^  4-  Z^ 


e 


=1 


aL^  6 

e'  =^-^  (XJ  +  YJ  +  Zl)  ; 

nos  équations  (17)  signifient  alors  que  l'expression  suivante 

e — />*e'  —  fX  — -Y  —  hZ 

est  maximum,  c'est-h-dire   que   sa  dérivée  par  rapport  à  X^  est 
nulle. 

401.  Dispersion  dans  les  cristaux.  —La  remarque  que  nour» 
venons  de  faire  sert  à  passer  à  la  dispersion  dans  les  cristaux. 

Supposons,  en  effet,  que  nous  ayons  affaire  h  un  corps  aniso- 
trope,   un  cristal    orthorhombique    par    exemple,   qui    a   trois 

PoixcARÉ.  Électricité  et  Optique.  3J 


5i4  PUÈyoMÈyEs  lvmisevx  dass  les  diélectriques 

plans  de  symétrie  rectangulaires.  Prenons  ces  trois  plans  de 
symétrie  pour  plans  des  coordonnées  et  considérons  la  force  qui 
ramène  une  molécule  à  sa  position  d'équilibre.  Cette  force,  nous 
le  savons  déjà,  est  proportionnelle  à  l'écart  et  dans  un  corps 
isotrope  elle  ne  dépend  pas  de  la  direction  de  cet  écart. 
On  a  donc  pour  les  trois  composantes  de  cette  force, 

jx(.r— .rj, 

r^  [y  —  y.)^ 

Dans  les  milieux  anisotropes,  on  a,  au  contraire, 

i  [x(.r  — o-J, 

i  ^-'^y  —  y.)^ 

[^''■(^^--•«); 

il    résulte    de    là    (juc   nous   trouverons   les   mêmes   équations, 

Y  Z 

excepté  pour  l'équation  en  -~  et  celle  en  -r^  qui  seront  remplacées 

Y  Z. 

par  des  équations  en  ■—  et  en 


'-'  K  *-•     K 

En  ce  qui  concerne  B  et  B',  H'  conservera  la  même   forme, 
mais  6  prendra  la  forme  suivante, 


«"Y- 


X!  Y.^  7A  \       X-+Y'  +  Z= 


Les  é(|ualions  1 1  j)  subsisteront  el  signifieront  encore  que 
(  1 8)  H  — p-k^'  —  f\.  — g\  —  KL  =  maximum. 

et  le  calcul  sera  poursuivi  comme  précédemment. 

Si  le  cristal   n'est  pas   orthorhonibitjne,    nous    serons,  par  un 
calcul  analogue,  amenés  à  poser 


H  =  Vh„  — 


'72 


X^  +  VM-Z 

(i 


B.  étant  une   forme  quadratique  en  X^,  Y^,  Z^,  il  faudra  écrire 
encore  que  le  premier  membre  de  (i8)  est  maximum. 

Pour  les  corps  orlhorhombi(iues,  si   l'écart  a  lieu  suivant  les 
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axes  des  coordonnées,  la  force  sera,  elle  aussi,  dirigée  suivant 
ces  axes,  seulement  le  coefllcient  de  proportionnalité  sera  dif- 
férent suivant  que  l'écart  sera  dirigé  parallèlement  à  .r,  paral- 
lèlement à  y  ou  parallèlement  à  z. 

Si  on  a  un  écart  oblique  par  rapport  aux  axes  des  coordonnées, 
la  direction  de  la  force  ne  coïncidera  plus  avec  la  direction  de 
Técart. 

On  a  donc  dans  le  cristal  trois  directions  principales  jouissant 
de  cette  propriété  que  si  Técart  est  dirigé  suivant  Tune  de  ces 
directions,  les  forces  qui  tendront  à  ramener  la  molécule  à  sa 
position  d'équilibre,  seront  dirigées  suivant  la  même  direction 
que  l'écart. 

Pour  un  cristal  qui  n'est  pas  orthorhombique,  on  trouverait 
encore  pour  chaque  espèce  de  particule  trois  directions  princi- 
pales qui  seraient  les  axes  de  l'ellipsoïde  0^=  i  ;  seulement  ces 
directions  ne  sont  pas  les  mêmes  pour  les  particules  des  diffé- 
rentes sortes,  et  par  conséquent  on  ne  peut  plus  prendre  ces 
directions  comme  axes  des  coordonnées  ;  et  la  symétrie  dis- 
parait. 

On  voit  donc  que  les  résultats  sont  a  peu  près  les  mêmes  que 
dans  la  théorie  de  Helmhoitz. 


CHAPITRE  VI 


PIIKNOMKNES  OPTIQUES  DANS  UN  CORPS  EN  MOUVEMENT 


402.  —  Le  plus  important  de  ces  phénomènes  c'est  Vaherra^ 
lion  astronomique.  Ce  phénomène  met  en  évidence  le  mouve- 
ment relatif  de  Téther  et  du  milieu  pondérable  qu'il  pénètre. 
Rappelons  en  quelques  mots  en  quoi  il  consiste. 

Dirigeons  une  lunette  vers  un  astre  quelconque  :  on  aura 
l'image  de  cet  astre  dans  le  plan  focal  de  cette  lunette  ;  seule- 
ment, comme  la  vitesse  de  la  lumière  n'est  pas  infinie  et  comme 
la  terre  se  meut  par  rapport  à  cet  astre,  cette  image  et  Pastre 
lui-même  ne  seront  plus  dans  la  direction  de  l'axe  optique  de 
rinstrumont  :  Tanglc  de  la  position  réelle  de  l'astre  et  de  son 
image  dans  la  lunette  (angle  qui  peut  aller  jusqu'à  20")  est  préci- 
sément ce  qu'on  appelle  l'aberration  astronomique. 

On  voit  que  ce  phénomène  ne  pourrait  exister  s'il  n'y  avait  pas 
de  vitesse  relative  de  la  terre  par  rapport  aux  ondes  lumineuses. 

Fresnel  a  montré  cjue  le  mouvement  de  la  terre  n'a  pas  d'in- 
lluence  sur  la  réllexion  et  la  rélVaetion  (').  11  imagina  Thypothèse 
suivante  :  il  suppose  ([ue  dans  les  milieux  réfringents  autres  que 
l'air  el  le  vide,  il  y  a  entraîiienieiit  partiel  des  ondes.  Pour  voir 
la  valeur  du  coellielent  de  cet  enlraînemenl,  appelons  d^  la  den- 
sité de  rélliei'  et  soit  d  la  densité  d'un  milieu  réfringent  quelcon- 
qn(î  ;  la  fiaelion  d'élher  entraînée  est  d'après  Vresnel 


d  —  d.,  d 


(» 


d  d 

d'autre  part 


( 


r.      A- 


( 


l  \r. 


h 


•  ')  Voir  pour  plus  de  délails,  1!.  PoiNCAUK,  Thcoric  Tuathcrnatiquc  de  ia  lumière^ 
l.   I.    p.  JSJ,  n'  28 j. 


EXTH.It.\EME.\T  DE  LÉrilER 

\\  étiiiit  les   vitesses   de    propiigaliuii   tl 
milieux  (le  tleiisité  (/„  et  il  ;  iir, 


l'irtiit  riiidice  (le  rêlViieliiiii  du 


e'csl  lii  videur  du  encllieieriL  d'etiIiMinemeiit  d';ipri;s  Vv 

Ces  vues  lliéoi'iques  de  Fresuel  ont  été  confirmées  pur  les  expé- 
riences de  Fizeaii.  11  mcltnit  en  évidence  cel  ciitrninement  piir- 
ticl  des  ondes  au  moyen  du  déplncemeiit  des  franges  d'înlerfé- 
rence  i[ui  iivaient  traversé  de  l'eau  eu  mouvement  (vitesse  de 
~  mètres  par  seconde.)  De  plus  le  déplacement  des  franges  avait 
lieu  tantôt  ii  droite,  tantôt  ii  gauche,  suivant  le  sens  du  i 
ment  de  Tenu.  La  valeur  de  ce  dépliiceraent  coïncidait  sensible- 
ment avec  le  résultat  théoriijuc  de  Fresnel.  Ces  mêmes  expérien- 
ces répétées  avec  de  l'air  ont  donné  un  résultat  négalil',  conforme 
encore  aux  vues  théoriques  de  l'resuel. 

Ces  expéricoces  do  Fiiteau  ont  été  reprises  dans  des  condi- 
tions plus  favorables  pur  MM.  Mïclielsun  et  Morlcy  ('),  Le  dépla- 
cement de  la  frange  ccutrolc  dans  leurs  expériences  atteignait 
presque  une  l'range  entière  (0,899  frange  exactement).  Les  mêmes 
expériences  répétées  avec  de  l'air  (vitesse  de  aTi  mi'tres  par 
seconde)  ont  donné  un  résultat  négatif. 

403.  —  Depuis  de  nombreuses  expériences  ont  été  faites  pour 
mettre  en  évidence  le  monvemeiil  de  la  terre  au  moyen  des  phé- 
nomènes optiques.  Dans  ces  expériences  la  source  lumineuse  et 
tous  les  appareils  optiques  étant  sur  la  terre  avaient  même  vitesse 
et  n'étaient  pua  en  mouvement  relatif  les  uns  par  rapport  aux 
autres.  Toutes  ces  expériences  ont  donné  des  résultats  négatifs. 

Il  y  a  cependant  une  exception  :  M.  Flzeau  a  cru  observer  une 
inilueiicc  du  mouvement  de  la  terre  sur  la  rotation  du  plan  de 


polarisation  dans  lu  réflexion  vitreu! 


la  lu 


■  JoHrnql  of  Sfifnce;  vol,  XXXI.  i 
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Muis  ces  t.'xpi-1'iences  sont  excessivement  déliciites  et  M.  Fizeaa 
m'a  fait  connaître  luî-mëmc  les  doutes  qu'il  conseivaîl  il  Tégai-d 
du  résultat  que  nous  venons  de  citer. 

On  recoimnit  facilement  que  (lour  qu'il  n'y  lùl  pas  d'influence 
du  mouvemenl  de  la  terre  sur  les  phénomènes  optiques,  il  faut, 
d'après  Fresnel,  que  le  coellicient  d'entraînement  ait  pour  valeur 


Mais  qu'est-ce  que  n?  Est-ce  l'indice  Je  réfraction  ciiresponclnnt 
il  chaque  couleur  ou  bien  Vindûe  moyen'i  —  Pour  Fresncl,  n 
est  l'indice  de  réfruction  moyen  ;  pour  lui  la  vitesse  d'entraîne- 
ment de  l'éther  est  indépendante  do  la  longueur  d'onde  de  la 
lumière.  Or  en  réalité  n  n'est  pas  une  constante  ;  il  dépend  de  lu 
couleur  du  rayon  lumineux  et  n'est  pas  le  môme  pour  un  rayon 
ordinaire  et  un  rayon  extraordinaire  dans  un  milieu  bîrérringetil. 
L'hypothèse  de  Fresncl  demande  donc  à  être  modifiée, 

404-  —  La  théorie  de  Lorcnlz,  comme  nous  allons  le  voir,  expli- 
que iifsvz  bien  ces  faits.  Il  faut  cependant  faire  une  hypothèse  : 
Si  on  vent  que  los  phénomènes  o/jlîtjries  ne  soient  pas  influencés 
par  le  mouvement  de  la  terre  il  faut  qu'on  néglige  dans  tes  for- 
miiles  !e.i  terniex  de  l'ordre  du  rarré  (te  falierrniion  (  c'esl-Ji-dire 


de  lo 


de 


Si  l'on  tient  compte,  au  contraire,  de  ces  ternies,  le  niouvenieiil 
delà  teire  exerce  alors  son  inlluence  sur  les  phénomènes  optiques. 

Dans  [)res<)uc  toutes  les  expériences,  ces  termes  sont  en  effet 
négligeables  ;  il  y  a  exception  lonlcfois  pour  une  expérience  de 
Micheisun,  qui  montre  que  le  inouvemi-nt  de  ta  terre  n'a  pas  d'in- 
fluence sur  les  phénomènes  optiques  c|u'on  observe  ii  sa  surface 
et  où  il  se  trouve  qui 


ration  ne  sont  plus  tiégligeal>les. 
Voyons  maintenant  coninicnl  hi  lli 


uc   les  tenues  de  l'oj'dre  du  ( 
le  l.orei 


pliqU, 


405.  Explication   de  ces  phénomènes  par  la   théorie    de 


EsXPUCATÏOS  DE  CES  PIlÉSOMÈyES  PAR  LA  THÉORIE  DE  LORESTZ  Sig 

les  termes  de  Tordre  du  carré  de  raberratlon  le  coefficient  d'en- 
traiiiement  des  ondes  est  i  — 


n' 


Supposons  que  nous  rapportions  le  système  à  des  axes  mobi- 
les, entraînés  dans  le  mouvement  de  la  terre;  animés  par  consé- 
quent d'un  mouvement  de  translation  uniforme  dont  les  compo- 
santes sont  Ç,  7i,  ÎJ. 

Appelons  x^  y,  z  les  coordonnées  d'un  point,  prises  par  rapport 
aux  axes  fixes  et  y,  y',  z'  les  coordonnées  de  ce  même  point,  pri- 
ses par  rapport  aux  axes  mobiles. 

On  a  comme  relation  entre  ces  deux  catégories  de  coordonnées, 

X    X IÇ, 

\y'  =  y  —  ('^n 

'  -/ z*' 

Nous  continuerons  à  désigner  par  —7-  (avec  des  d  ordinaires)  les 

dérivées  prises  par  rapport  au  temps  en  supposant  le  point  [x, 
y  y  z)  fixe,  —  ce  seront  les  dérivées  correspondant  au  mouvement 

absolu  du  point  — ,  et  par  — -  (avec  des  d  ronds)  les  dérivées  pri- 
ses par  rapport  au  temps,  mais  en  supposant  que  le  point  (x,  y, 
z)  est  entraîné  dans  le  mouvement  de  la  terre  :  ce  seront  les  déri- 
vées correspondant  au  mouvement  relatif  du  point  en  question. 
Rappelons-nous  que  dans  ce  dernier  cas  on  a 


J_  

^t~  dt'^^  dx  "^  '*   dy'^^    dz 


^-^+-^-T-+^ 


Cela  posé,  supposons  que  nous  ayons,  comme  précédemment, 
En  prenant  comme  variables  x',  y' y  z\  nous  aurons  de  même 
et  en  identifiant  les  deux  exposants  il  vient, 
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d'où 

pn  =  p'n\ 

représentera  alors .  la  période  vibratoire  du   mouvement  et 

— 7-  représentera  la  période  relative  d'une  vibration  telle  qu'elle 

apparaîtrait  a  un  observateur  entraîné  dans  le  mouvement  de  la 
'  terre.  Le  principe  de  Fizeau  nous  apprend,  en  effet,  que  quand 
un  observateur  vient  au-devant  de  Tonde  la  période  vibratoire  lui 
semble  raccourcie  et  qu'elle  lui  semble  augmentée  au  contraire, 
quand  il  marche  dans  le  même  sens  que  l'onde. 
Cela  posé,  des  équations  (a)  et  (6)  on  tire, 

406.  —  Rappelons  maintenant  les  équations  que  nous  avons 

trouvées  pour  un  corps  en  repos  et  pour  les  corps  en  mouvement. 

Pour  les  corps  en  repos  nous  avons  trouvé  (formules  1 1,  p.  5o8) 


.       ^ 


i 

rf^X. 

'»K 

(tl' 

> 

</^\\ 

^^K 

lit' 

<n^ 

Y,  Y 


tr 


I..      ^"  '   ;$ 


'K 


7  7 


\ 


Pour  les  corps  en  mouvement  il  convient  d'ajouter  un  terme 
complémenlaire  aux  seconds  nienil)res  des  é([uallons  précédentes, 


>^K 

0/- 

i 

.VY. 

'^K 

!Sl' 

.vz. 

1.^  3  4" 

"  K  /il  '  *^0     /  »"  O  \ 
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récris  ici  la  dérwée  par  rapport  au  temps  avec  des  d  ronds. 
Rappelons-nous,  en  effet,  comment  nous  avons  obtenu  cette 
équation. 

Nous  sommes  partis  de  l'équation  de  l'équilibre  d'une  particule 

et  nous  avons  fait  la  somme  de  ces  équations  par  rapport  aux 
particules  de  K®  sorte,  comprises  dans  le  volume  Dt;  nous  avons 
ainsi  trouvé, 

e  (.r  —  Xq)  =:  X^Dt. 


Si  e  est  une  constante  et  si  le  mouvement  de  la  particule  est 
uniforme,  nous  avons  vu  que 

d\i„ 


TF  =  ''^ 


donc 


lf^=^i'^^'-'^^==^' 


Mais  la  dernière  dérivée  par  rapport  au  temps  est-elle  prise 
par  rapport  au  mouvement  relatif  ou  bien  par  rapport  au  mou- 
vement absolu?  Remarquons  à  cet  effet  que  le  signe    ^     s'étend 

toujours  au  même  élément  de  volume  Dt,  et  comme  cette  parti- 
cule Dt  ,  est  entraînée  dans  le  mouvement  de  la  matière,  c'est  la 
dérivée  avec  des  d  ronds  qu'il  faut  considérer. 
C'est  ce  que  nous  voulions  montrer. 

407.  —  Nous  avons  encore  comme  équations  (p.  49^,  éq.    i8.) 
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Ici  nous  n'avons  plus  de  raison  d'écrire  les  dérivées  avec  des 
4>  ronds. 

Nous  avons  ensuite, 


i3; 


^  K„     cl  Ko     ^       f^ 

i      '  ^Tz     (Il  47:    aj* 

4~    al  qv:     dz      ' 

La  première  question  qui  se  pose  est  celle  de  savoir  si 

c'est-ii-dire  si  les  vibrations  sont  transversales.  La  réponse  est 
négative  :  Texpression  précédente  n'est  plus  nulle  dans  le  cas 
actuel  (mouvement  de  translation)  mais  il  est  évident  qu^étant 
nulle  dans  le  cas  dos  corps  en  repos,  dans  les  corps  en  mouve- 
ment ell(»  est  tri^s  petite,  de  l  ordre  de  Vaherralion, 

• 
408.  —   Supposons  maintenant  <[ue   nous  ayons  aflTaire   à  des 
ondes  planes;  nos  tormules  vont  se  simplifier  ;  et  si  on  suppose 
de  plus  que  le  plan  de  Tonde  est  perpendiculaire  à  Taxe  des    -, 
nos  fonctions  ne  dépendrons  <[ue  de  r  et  de  t. 
La  premii're  relation  (•>)  devient  alors, 

,.,  df        cl\  ^^    d\         ,    d'A 

al  dt  dz  dz 

La  première  relation  (4)  se  simplifie  aussi  ;  elle  devient, 

'  4-     dt 
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De  plus,  notre  expression 


S— 

Z^  dx 


({uî  se  réduit  ici  a 


dL 
'dT' 


est  de  Tordre  de  l'aberration  ;  or  Ç,  r^,  JJ  étant,  eux  aussi,  de  Tor- 
dre de  Taberration,  Texpression 

.  rfZ 
dz 

sera  de  Tordre  du  carré  de  Taberration  ;  nous  négligerons  donc 
ce  terme  dans  Texpression  (2  iw),  conformément  h  notre  hypo- 
thèse. Cette  relation  devient  alors, 

df        d\        ^  rfX 
dt  ^    dt         ^  dz 

D'autre  part,  développons  Texpression  (4  lis)  ;  elle  nous  donne 
et  en  remplaçant  nF'  par  sa  valeur  (3), 

d*f    K-  '^r_.-  rf/..    '//• 


K..-^:=K.--     H 


rfr»  »  dt'  ~~     "  dt  V  dl  ;  ' 


<»u  encore,  en  tenant  compte  de  (2  ter) 
/  ,    N  d'f       ,.    dH      ,,    d'X    ,    ,.  ^    rf'X 


409.  —  Evaluons  séparément  chaque  terme  de  cette  relation  et 
pour  simplifier  supposons  que  la  lumière  soit  monochromatique^ 
autrement  dit  supposons  que  toutes  nos  fonctions  contiennent  en 

facteur  e'^''»^^**  -  'L 
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Nous  aurons  alors 


dzdi 
D'autre  part  (n"  393,  p.  5o4) 


de 
d-X  .      /—  „ 


dz* 


-nya/. 


-dF  =  -''f- 

La  relation  (4  ter)  devient  donc, 

OU  finalement, 

(5)  (/i*-.)/-=X(i-^/iV'k;). 


410.  —  Transformons  maintenant  les  équations  (i). 
Dans  le  cas  d'un  corps  en  repos  la  première  équation  (e)  nous 
donnait 


X  = 


^1.1^^' 


dans   le   cas    d'un  corps  en  mouvement  elle  doit  être  remplacée 
par  Téquation    (i)   qui  en  dltrèrc  pour  deux  raisons;   d'abord/* 
est  remplacé  par 

/  +  ITT ''-Y  -^.-'/- 


Ensuite  la  dérivée  — r^^  est  remplacée  par  -rr-A  •    H    '»u^    donc 
dans  la  formule  précédente   remplacer /*  par  f -\ — -j^  ("^éV  —  ^rj 


et  p  par /y'  ce  ([ui  donne  : 

K 


\tz 


^^        ''=\^-^ii^'--^^^\hï=7' 


EXPLICAlIOy  DE  CES  PUÊSOMÈyES  PAR  LA  THÉORIE  DE  LOREy'fZ    5a 5 

Evaluons  la  quantité  qui  figure  dans  la  parenthèse  du  second 
membre  en  négligeant  les  termes  de  Tordre  du  carré  de  l'aberra- 
tion. 

Pour  les  corps  en  repos  nous  avions  v  =  o. 

D'autre  part 

dy         az 
qui  devient  en  y  faisant  y  =  o 


ou  encore, 


az 


^"\7r^~dr)—~~dr' 


d'où 


4^  (/•+  X)  =  rt  v/K.p, 
or,  pour  les  corps  en  repos, 

(«*-.)/-=x, 

d'oii 

„v=x+/; 

et  par  conséquent 

de  sorte  que  nous  avons  en  définitive 

P  —     /iT-  ' 

VK 

ces  équations  ne  sont  vraies,  je  le  répète,  qu'en  supposant  qu'il 

n'y  a  pas  de  mouvement  ;  elles  sont  donc  vraies  aux  termes  près 

de  l'ordre  de  l'aberration. 

On  a  donc 

r.v  =  o, 

^P — — 7f=^' 
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qui  sont  vraies  aux  termes  près  de  Tordre  du  carré  de  raberra- 
tîon,  que  nous  sommes  convenus  de  négliger. 
11  vient  donc  pour  un  corps  en  mouvement ^ 

ou  enfin, 


x=/(.-:;«v/K.)2;^;r^ 


Kn  multipliant  les  relations  [\i]  et  (j)  membre  à   membre,  il 
vient, 

L^p\  —  p  ^ 

ou  encore, 

DésifTiions  par  n^  la  valeur  de  l'indice  de  rérraetîon   pour  un 
corps  en  repos  i^..^vi.  ;  il  vient  alors. 


^pi—p 


<1(;  soilr  ([U(;    8    peut  s'écrire, 


— -=  I  —  ^-/iV^o' 


nz 


ou  eiicorcî 


î) 


ri'  —  ni 


;;^-— ^^-.,,.VK,. 


4H.  —  (lalculons  maintenant  le  coedicient  d'entraînement. 
La  vitesse   dans    un   milieu   rélVin^ent   autre  que  le  corps   en 
<piestion  est 

I 
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La  vitesse  dans  le  corps  en  mouvement  est 


S'il  n*y  avait  pas  d'entraînement  nous  aurions, 


s'il  y  avait  entraînement  total  des  ondes,  nous  aurions. 


et  enfin  s'il  y  a  entraînement  partiel  des  ondes,  avec  le  coefficient 
e,  nous  avons 

I  I 


=  +?£. 


Nous  tirons  de  là, 

et  comme  la  différence  entre  n  et  n^  est  de  Tordre  de  l'aberra- 
tion 

d'où, 

/^*  =  „|(,^-;£;^V/K;)-^ 

ou,  en  négligeant  les  termes  de  Tordre  de  Ç^, 

n^=nl{i  _2s£/i\/K^), 
d'où 

ri =  "~  2^£/î\/K„ 

et  enfin 


n'o 


n^  —  ni 


ni  (-  2J:,i  V^Ko)  ' 


5i8         PUÈyOMÈSES  OPTIQUES  DASS  US  CORPS  ES  MOUVEMEST 

or  d'après  (i  i) 


—  2^n  y/K,, 


n'  —  Wo  V.    .  / 


donc 


ni  —  I 


ni  —  I  I  I 


ni  ni  n*  ' 


C.  Q.  F.  D. 

Ceci,  en  négligeant  les  termes  de  Tordre  du  carré  de  raber- 
ration,  car,  avons-nous  dit,  la  différence  entre  n  et  n^  est  de  Tor- 
dre de  Taberration. 

Nous  voyons  donc  que  la  valeur  de  n  qui  figure  dans  Texpres- 
sion  du  coefficient  d'entraînement  ne  représente  pas  Tindicc  de 
réfraction  moyen  comme  les  vues  primitives  de  Fresnel  le  feraient 
prévoir,  mais  qu'il  dépend  de  la  couleur  considérée  et  n*est  pas 
le  même  pour  un  rayon  ordinaire  ou  pour  un  rayon  extraordi- 
naire. 

La  théorie  de  Lorentz  explique  donc  très  bien  ce  fait  paradoxal 
que  l'expérience  nous  avait  conduits  à  admettre,  mais  qui  sem- 
blait d'abord  difficilement  conciliable  avec  les  idées  de  Fresnel. 

Précisons  davantage  le  sens  de  cette  formule. 

— "Tz=: représente   la    vitesse   absolue    de    translation    de    Tonde; 

r:;^  représfMitc  la  vitesse  avec  laquelle  se  propacrerait  Tonde  si 

la  terre  était  eu  repos  et  si  la  période  du  mouvement  vibratoire 
était  relative,  en  tenant  compte  du  principe  de  Doppler-Fizeau.  I^e 

dernier    terme    U  i r  J  représente  le  produit  de  la    vitesse 

d'entrainenuMit  ^  par  le  facteur!  i ;r  )  »  n  se  rapportant   à  la 

couleur  considérée. 

412.  —  Nous  allons  maintenant  démontrer  un   théorème    plus 

général. 

Théorème.  Le  mouvement  de  la  terre  n  influe  pas  sur  les  phè^ 
n  amènes  oj)ti(jues  si  on  nêi(lii,'e  les  earrès  de  ;,  r,,  w. 

Démonstration.  — Pour  démontrer  ce  théorème  rappelons  les 
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équations  qui  nous  ont  servi  ù  expliquer  les  phénomènes  optiques. 
Ce  sont, 


A. 


''^'■  +  T7  =  ^'  +  'T  +  '|-('^''ï'-^^^)' 


^i 


d^Y  Y  Y  K 


r/a  4^    /  dit 


dzj' 


(Il  K^\dy 


<// 


4-  /</y        rf/'N 
7 Tr=  4^^"' 


1     </«^  </: 


</3         </a 


1 


m 

_Jf    ■    '^+A(X^_Z;)-A(YC_Xn), 


dl     '     dt     '    dz  ^  "         ^'        rfy 
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Faisons  le  changement  de  variable  suivant,  posons. 


/•'=/•+ ^tv.'-î?,. 


(8 


/ 


K. 


'-^ 

'»i/- 


^9) 


47: 
^    *'  =  a  — 47:(r./i  — ^-:, 

i  ?'  =  ?  — 4-  (^A—  ;A), 


et  prenons  comme  variables  x',  y,  z\  /',  définies  par. 


(lo) 


(II 


'  -' /^ 


Disons  deux  mots  sur  la  nouvelle  variable  /' ;  c'est  ce  que 
Lorentz  appelle  le  temps  local.  En  un  point  donné  /  et  /'  ne  dHIe- 
reront  que  par  une  constante,  t'  représentera  donc  toujours  le 
temps  mais  l'origine  des  temps  étant  difTéretiie  aux  différents 
points  :  cela  justifie  sa  dénomination. 

Quelle  est  Tordre  de  grandeur  de  ce  temps  local?  (Considérons 
à  cet  eiret  deux  horloges  situées  à  i  kilomètre  de  distance  rime  de 
Tautre  et  entraînées  dans  le  mouvement  de  la  terre.  D'après  la 
définition  du   temps  local  de  Lorentz  il  y  aurait  une  difrérence 

dans  les  indications  de  ces  horloges  de-r^ ^-secondes. 

^  .^Xio'' 

Dans  les  calculs  qui  vont  suivre  je  négligerai  constanimoiit   les 
carrés  de  ;,  7,,  w. 

Des  relations  (10)  et  [11;  je  tire, 


\ 
I 
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d'où 


d 
dl 

d     y^  d 

dl'  ^Zj      dx 

d 
dl 

d 

dx 

dx-  +  ^«^  dl  ' 

d 

dy 

d   ^w       d 
dy'  +  *^»^  dl  ' 

d 

'^   -UK-r    ''. 

dz 


d-J 


dt 


En  faisant  ce  changement  de  variable,  les  équations  fondamen- 
tales que  nous  avons  transcrites  ci-dessus  (p.  Sag)  deviennent, 


X 


=2 


X 


*  > 


).. 


).. 


).. 


-Z 


Y 


K    7 


z=2;z' 


dl" 


+ 


Y^ 

h. 


=r+-T 


X 

3  ' 


=  /''  + 


Y 

T' 
z 


rfa' 


dt' 
d'^ 


-         K,  \  dy'  dz'  )  ' 


Q/ 


1 


rf<' 


4]ifdr_ 

K„  l  rfc' 


dh' 


(tW  \ 


dl' 


dx' 

df 


_^(^_dr_\ 

K    \  dx'  dy'  J  ' 


et  en  posant, 


df        dX 


dl 


dl' 


M 


f 


\     "-dl 


d^  il 

dl!  "^  rf<'  ' 
dh'_       rfZ 


rf/' 
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il  vîent, 


du 


dz 
d^' 


dx' 


rfa 


dx'         dy 
df        V'  rfX 


7-  =  l{T.w' , 


Z  d£  "^Z  dx'  ~  ""' 


dx' 

:^  dj! 


2^'dP'~ 


o. 


On  obtient  donc  les  mêmes  équations  que  dans  le  cas  du  repos 
à  cela  près  que  les  lettres  sont  accentuées  dans  le  cas  actuel. 

Quelles  conclusions  pourrions-nous  tirer  de  là?  Que  va  voir 
un  observateur  entraîné  dans  le  mouvement  de  la  terre?  D'abord, 
nous  savons  que  dans  les  expériences  d'optique  les  mesures  les 
plus  précises  sont  celles  de  position  :  la  position  d'une  frange 
d'interférence  par  rapport  à  une  autre,  etc.  ;  on  constate  par  con- 
séquent qu'en  certains  points  on  a  de  la  lumière  et  qu'en  d'au- 
tres points  on  a  de  l'obscurité.  Aux  endroits  où  il  n'y  a  pas  de 
lumière  c'est  que  /*,  ^',  // ;  a,  |3,  y,  s'annulent  à  la  fois;  or  a',  ^', 
T'î  fy  t/>  1^'  s'annulent  en  même  temps  que  a,  p,  v;  f\  g^  h  :  les 
phénomènes  observés  seront  donc  les  mêmes,  que  le  déplace- 
ment électrique  soit  /*,  ^»',  h  ou  f  ^  g\  h' ,  ou  que  la  force  magné- 
tique soit  a,  Jj,  Y,  ou  a',  |j',  v'.  Or  x\  //',  c^  sont  les  coordonnées 
prises  par  rapport  aux  axes  mobiles  (^quî  suivent  le  mouvement 
de  lu  terre)  par  conséquent  la  conclusion  précédente  revient  à 
dire  que  les  phénomènes  opli([ues  sont  les  mêmes  ([ue  si  les  coor- 
données étalent  .r,  y,  :;  :  que  si  la  terre  était  en  repos. 

En  ce  qui  concerne  la  dlfFérence  de  temps  local,   cette  dlfle- 

rencc  est  trop  faible 


secondes  par  kilomètre  de  distance  ) 


pour  être  appréciée.  Les  phénomènes  optiques  ne  permettent 
donc  pus  de  déceler  le  mouvement  de  lu  terre  (en  négligeant  les 
carrés  de  ;,  7,,  'Ç),  On  pourra  combiner  de  toutes  les  manières 
possibles  les  phénomènes  de  réilexlon  vitreuse,  polarisation,  etc.  ; 
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on  n'aura  rien.  C*cst  qu'en  effet  dans  nos  équations  nous  n'avons 
nullement  supposé  que  nous  avions  aUfalre  à  un  milieu  homO'* 
gène. 

413.  —  On  pourrait  faire  une  objection  a  la  conclusion  que 
nous  venons  de  faire  :  on  pourrait  dire  que  si  la  position  des 
franges  n'est  pas  modifiée,  il  ne  résulte  pas  de  la  que  leur  inten- 
sité ne  le  soit  pas  ;  et  si  Ton  pouvait  mesurer  cette  variation  d'inten- 
sité on  aurait  un  moyen  pour  déceler  le  mouvement  de  la  terre 
par  des  phénomènes  optiques.  Mais  nous  allons  voir  qu'il  n'en 
est  rien  :  il  y  a  impossibilité  matérielle  de  mesurer  une  pareille 
variation  d'intensité. 

Vovons  cela. 

L'intensité  lumineuse  est  proportionnelle  à  l'énergie  électrique 
ou  magnétique  et  l'énergie  électrique  localisée  dans  un  élément 
de  Dt,  rapportée  à  l'unité  de  volume,  a  pour  expression, 

271 


iif- 


Eh  bien,  comparons  cette  expression  à  la  suivante, 


xS'"- 


En  remplaçant  f  par  sa  valeur  et  en  négligeant  les  carrés  de 
i,  T,,  Ç,  il  vient, 


a     ?     Y 


f    g     h 


D'autre  part,  l'énergie  magnétique  rapportée  à  l'unité  de  volume 
a  pour  expression, 


comparons-là  h 


8: 


5 J i      p//f:yoMÈyEs  optiques  DAys  l\\  corps  en  molvemest 
('ettc  dernière  expression  a  pour  valeur 


8i:  Z*  8-  Z< 


5     r. 


r  I 


«    ?     Y 


(Comparons  donc  les  trois  quantités  suivantes. 


c2  r = 


^2*^' 


«  ? 


T 
h 


Si  l<»s  ondes  sont  planes  on  trouve  aisément  que  ces  trois  quan- 
tités sont  entre  elles  comme. 


'2 


n 


1  1 


I, 


lOOOO 


C08   9 

n 


(•^  étant  Tanjrle  de  la  vitesse  de  la  matière  et  de  la  direction 
de  propa «galion  de  Tonde). 

(^ifost-ce  ([u'il  résulte  do  là?  C'est  que  le  terme  complémen- 
taire. 


r- 

v^ 

f^i 

^ 

a 

■'ï 

«/ 

i 

1 

4'sl  trrs  petit  ;  h'  rapport  de  cm'  tiMnio  à  l'intensité  totale  sera  une 

Irrs  laiblc  Traction  de  l'intensité  totale.  C!!o  serait  au  plus 

I  o  ooo 

de  l'intensité  totale.  Or,  «m  est  absolument   dans  Timpossibilîté 

de  mesurer  un<»  intensité  lumineuse  \\ près;   si  on    photo- 

.»  ooo 

<rraplii<'  les  Iranges  «rinterlérence,  on  ne  peut  pas  apprécier  sur 

la  placjue  photographi<jue,  d  un   point  à   l'autre,   une  différence 

d'intensité  de, ;  on  voit  par  conséquent  que  cette  variation 

i>  ooo 

d'intensité  lumineuse  prévue  par  les  considérations  précédentes, 

n'est  pas  abordable  expérimentalement. 


414.  —  Remarquons  cependant  <[ue  les  considérations  précé- 
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dentés  supposent  que  les  ourles  sont  planes.  En  général  les  oncles 
employées  en  optique  sont  planes.  Je  ne  connais  que  l'expé- 
rience d'Otto  Wiener  (')  où  les  ondes  ne  soient  pas  tout  à  fait 
planes.  M.  Wiener  fait  interférer  deux  ondes  à  angle  droit;  il 
obtient  des  franges  excessivement  fines  (environ  4  pi^r  millième 
de   millimètre).    Dans  ces    conditions    on  n'a  plus  affaire  à  des 

ondes  planes  et  -=^  ^  f^  peut  alors  s'annuler  sans  que  le  terme 

complémentaire   (le  déterminant   ci-dessus)    s'annule    en    même 

temps,  par  conséquent  sans  que -rr--  >  f*  s'annule;  les  franges 
pourraient  donc  être  déplacées  par  le  mouvement  de  la  terre  de 
de  leur  valeur;  un  pareil  déplacement  est  tout  a  fait  inap- 

lOOO 

préciable  ;  on  est  déjà  très  content  de  pouvoir  fo//*  ces  franges, 
mais    on    ne  peut  chercher  à  mesurer   un    déplacement  qui   ne 

dépasse  pas de  leur  largeur    (qui  est  elle-même   de-yd 

millième  de  millimètre  j  ;  ce  serait  peine  perdue. 

415.  —  La  dKTérence  provenant  du  temps  local  ne  peut  pas 
non  plus  être  mise  en  évidence.  Nous  avons  vu,  en  effet,  que  d'a- 
près Lorentz  la  différence  entre  le  temps  vrai  et  le  temps  local 

pour  I  kilomètre  de  distance  est  de-r; ^  secondes.  Ce  temps 

*  .  .5X10*  '^ 

est  suffisamment  long,  il  est  vrai,  par  rapport  l\  une  période  vibra- 
toire, et  par  conséquent  il  paraîtrait  pouvoir  être  mis  en  évidence 
par  les  interférences,  seulement  il  faut  se  rappeler  qu'on  ne  peut 
pas  observer  directement  les  différences  de  phase  entre  deux 
vibrations  se  produisant  en  deux  points  différents. 

Les  phénomènes  optiques  ne  penchent  donc  pas  être  altérés  par 
le  mouvement  de  la  ferre, 

416.  —  Sous  ce  rapport,  la  théorie  de  Ijorentz  est  parfaitement 
d'accord  avec  l'expérience.  Mais  M.  Michelson  a   fait  interférer 


e 


('}  Otto  Wikner.  Wieft.  Ann.,  t.  XL. 
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deux  ruyoris  lumineux  dans  les  coiidîtiutis  suivantes  :  le  premier 
subissuit  une  rëtlexîoD  sur  une  ^lace  snns  tiihi  plucée  dans  l'iizi- 
muth  4^'r  puis  u"^  réflexion  sur  un  miroir  dans  l'aziniuth  ^u";  el 
traversait  ensuite  la  glace  sans  luin  par  transmission;  le  second 
rayon  traversait  d'abord  cette  même  glace  el  subissait  ensuite 
une  réflexion  sur  un  miruir  dans  l'azimuLb  o°  puis  une  réflexion 
Il  glace  sans  tain. 
Dans  les  conditions  de  l'expérience,  les  termes  de  l'ordre  du 
carré  de  l'uberrution  auraient  dû  devenir  sensibles  et  cependant 
le  résultat  a  encore  été  négatif.  La  théorie  de  Lorentz  comme 
toutes  les  autres  théories  opiiques  Taisait  prévoir  un  rêstiltat  ptisi- 

lic. 

On  a  alors  imagine  une  hypothèse  supplémentaire.  Tons  Itrs 
corps  subiraient  dans  le  sens  du  mouvement  de  la  terre  un  rac- 
courcissement de T-  de  leur  longueur, 

axio'  "^ 

Cette  étrange  propriété  semblerait  nn  vérilahle  ■  roiij»  tle 
ponce  1)  donné  par  la  nature  pour  éviter  que  le  mouvement 
absolu  de  la  terre  puisse  être  révélé  par  les  phénomènes  optiques. 
Cela  ne  saurait  me  satisfaire  et  je  crois  devoir  dire  ici  mon  sen- 
timent :  je  regarde  comme  très  probable  que  les  phénoni«-nes 
optiques  ne  dépendent  que  des  mouvenienis  relatifs  des  corps 
matéi'iels  en  présence,  sources  lumineuses  ou  appareils  opti«|ucs 
et  cela  non  pa»  aii.r  ijuanlilés près  de  l'ardre  du  carré  on  tin  cube 
de  Caberration,  mais  rigoureusement.  A  mesure  que  les  expérien- 
ces deviendront  plus  exactes,  ce  principe  sera  vérifié  avec  plus  do 
précision. 

Faudra-t-il  un  nouveau  coiif)  deponre,  une  hypothèse  nouvelle, 
à  chaque  approximation!'  Evidemment  non:  une  théorie  bien 
faite  devrait  permettre  de  démontrer  le  principe  d'un  seul  coup 
dans  toute  sa  rigueur,  l.a  théorie  de  Lorentz  ne  le  fait  pas  encore. 
De  toutes  celles  qui  ont  été  proposées,  c'est  elle  qui  est  le  plus 
près  de  le  faire.  On  peut  donc  espérer  de  la  rendre  parfaitement 
satisfaisante  sous  ce  rapport  sans  la  modifier  trop  profondénieul. 


CHAPITRE    VII 


INFLUENCE    DU    MOUVEMENT    DE    LA   TERRE    SUR   LES 
PHÉNOMÈNES  ÉLECTRIQUES  PROPREMENT  DITS 


417.  —  Voyons  maintenant  ce  qui  concerne  les  phénomènes 
électriques  proprement  dits  qui  ont  pour  siège  les  conducteurs. 

Quelles  sont  les  équations  fondamentales  de  Lorentz  dans  ce 
cas?  Remarquons  d'abord  qu'ayant  affaire  h  des  conducteurs  on 
n'a  plus  de  polarisation  et  que  par  conséquent  l'équation  en  X^ 
doit  être  remplacée  par  l'équation  qui  exprime  la  loi  d'Ohm,  h 
savoir 


X  étant  la  résistance  spécifique. 
Quant  aux  autres  équations,  on  a 


/   rfa  4"^   /  ^/' 


K,  V  dy         dt  I  ' 
4"    /  (if        dh  \ 

dt  K„  \dx         dy  /  ' 
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(ly  ctz 

(fy.          dv         , 
7^  =  4w, 


dz  dx 

di         rfa. 
ax  dy 

df 

dh  y, 


2 

dx 


dx 


Vax  faisant  le  même  changement  de  variable  que  tout  à  rheirre 
(voir  p.  53o)  ces  équations  deviennent, 

d%'  _         4"    /  dh'         dii'  \ 
ir'~~    K,  \dy'  ~  dz'  J' 

^__  ^   /  df         dh' 
dt'  "  K,  \  dz'  ~  dx' 

dl'  K,  \  dx'         dif' 


\ 


dy'  dz 

dT.'  (h' 


( 


Iz'         dx' 


4-t'', 


r?'  dyJ  ___  ,^ 


47:ir  ; 


en  posant 


\ 


tt.r  dl/' 

dll' 
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,     df      dir'      dh'  ,  ,  j       ,,    , 

OU  -f-r, -tV» —T-r  représentent   le  nouveau   courant  de  deplace- 
df'      dt'      dl'       ^  ^  , 

ment  et  (;?,  <y,  /*)  le  courant  de  conduction. 

Quant  au  groupe  (i)  d'équations    fondamentales  de   Lorentz, 

il  devient 


l. 


A7  =  "K 


ri* 


Posons  encore 


ou 


2,^/'  =  V'  +  M 


il  vient  alors 


w^  ''/■'  _  .> 


1 
1 


djc'  ~  ^^  ' 


d%' 

=  o. 


dx' 

418.  —  On  trouve  donc  les  mêmes  équations  que  si  la  terre 
était  en  repos;  ii  cela  près  que  les  lettres  non  accentuées  sont 
remplacées  par  les  mêmes  lettres  accentuées.  Il  n'y  a  qu'un  petit 
changement  :  en  ce  qui  concerne  p,  qui  est  remplacé  par 

?•'  =  ?  —  Ko^S/^. 

Voyons  alors  si  ce  changement  de  la  densité  électrique  a  une 
influence  sur  les  phénomènes  électrostatiques. 

Remarquons  d'abord  que  le  principe  de  la  conservation  de  l'élec- 
tricité n'est  pas  altéré  par  ce  changement  de  p.  Nous  avons  vu,  en 
effet  que  les  équations  fondamentales  de  Lorentz  sont  cornpatibles 
avec  ce  principe  et  comme  les  équations  que  nous  venons  d'obtenir, 
en  supposant  la  terre  en  mouvement,  gardent  la  même  forme  que 
celles  pour  le  cas  où  elle  est  en  repos,  il  en  résulte  qu'elles  seront 
encore  compatibles  avec  le  principe  de  la  conservation  de  Télec- 
tricité. 

419.  —  Mais  on  pourrait  se  demander  si  ce  changement  de 
p  n'aurait  pas  d'influence  au  point  de  vue  des  eiïels  mécaniques 
que  l'on  observe. 
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Pour  voir  cela,  considérons  un  conducteur  parcouru  par  un 
courant  permanent  et  évaluons  les  forces  auxquelles  il  sera  sou- 
mis en  les  rapportant  à  l'unité  de  volume. 

Ce  conducteur  sera  soumis  : 

I®  A  la  force  électrostatique 

4- 
?  T-  ^- 

0 
0 

'j!"  a  Taction  électrodynamique.  Cette  action  est  due  à  raction 
du  champ  magnétique  sur  le  conducteur.  Or  le  champ  mafçnétlque 
exerce  son  action  sur  le  courant  de  conduction  (/?,  q^  r)  et  sur 
le  courant  de  convection  (pÇ,  pr,,  pÇ).  On  aura  donc  pour  cette 
action  électrodynamique 

i    iP  +  ?i)  ?  —  (y  +  P^.)  ». 

(7+?r.)T-(/'  +  pC)  P, 

{  ('•+?^)»-(/^  +  ?;)v; 

on  aura   donc  en  tout, 

'    p4?/"+(v4-?r,)v-(,-+p:0?, 


K 


0 


\ 


?  -^h'+  ('•+  ?r>  «  —  ^P  +  ?î)  T' 


'.— 


qui  peut  encore  s'écrire 

ceci  si  la  terre  était  en  repos. 
Dans  le  cas  du  mouvement  on  a 
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;p'^/' +  7-,'' -'•?'. 
\ 

Evaluons  le  surcroît  d'effort,  c'est-k-dire  faisons  la  différence 
des  deux  efforts  (i)  et  (2)  ;  il  vient,  en  se  rappelant  que 

'     ,/^  ,,    I     JZL  f>:a  _  Ev> 
/.'  =  /«+  4^  (i?-v,a), 

'  (?  -  ?')  -^  /■+  7  (Y  -  Y')  -'•(?-  n 

(?  —  ?'/  -if  ^  +  '■  ^*  ~  *')  ~ /*  (ï  ~ ï')' 
(?-?') -^/' 4-/^  (?-?')-!/ («-«'). 

*    0 

or  0  - 


lonc 


4-^2^'^  +  '•(«  —  «')  —  /^  (ï  —  f), 

4«/«2/'^  +/.  (fJ-  ?')  -  ./  (a  -  «')  ; 
ou  encore,  en  se  rappelant  que 

a'  =  a  —  4t:  [rji  —  X»), 
.3' =  ?  -  4^  (^/- _  ÏA) , 

(  Y'=ï-4«fe'-r/), 

I  4^^$  \fp  +  «"7  +  /«/•)  =  47^$^//^ 
1  4?^  (/-î'  +  SI  +  I")  =  4«-/i2^/^^, 
,  4-^  [fp  +  é'7  +  /"•)  =  ^<2,fp- 


( 
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Or  nous  avons  en  désignant  par  P,  Q,  R  les  composantes  de 
la  force  électrique 

K  '" 


■    K 


/ 


0  =  —  zr 


donc. 


R  =  ^y. 


(Quelle  est  la  signification  de\  P/^?  Nous  avons  vu  antérieure- 
ment (p.  36 1)  en  parlant  de  la  théorie  de  Ilerlz,  que  \  P/^rfr  re- 
présentait la  chaleur  de  Joule  produite  dans  l'élément  de  volume  di 
pendant  l'unité  de  temps  si  dans  cet  élément  de  volume  il  n'y  a 
pas  de  cause  produisant  de  Ténergie  électrochimiqae  ou  thermo- 
électrique  (efiet  Peltier,  etc.)  ('). 

Par  conséquent  si  nous  considérons  un  circuit  parcouru  par 
un  courant  permanent,  la  chaleur  de  Joule  dépensée  dans  ce 
circuit  est  égale  à  rénergie  produite  par  la  pile.  Par  conséquent 

rintégralo  /  Vp  étendue  à  tout  le  circuit  est  nulle  ;  rintéjçrale  de 

la  force  supplémentaire  étendue  à  tout  le  conducteur,  ou  ce  qui 
revient  au  même,  à  tout  Tespace,  est  identiquement  nulle. 

La  force  complémentaire  ne  donne  donc  pas  de  résultante  de 
translation  :  elle  se  réduit  au  plus  à  un  couple. 

M.  Lorentz  dans  son  mémoire  de  i8();M")  arrive  au  contraire  à 


', '     Dans    <•«    d<Tiii<*r   cas    il     faudrait  dôfaqucr    de   rcxpressioii   ci-dessus    cette 
«Mcrg^io  éle<!lri<jufi  duc  aux  phciioiiièiios  ihcriuo-clcclriqucs,  etc. 

(*)  Lorentz.  Vcrsuch  eiucr  Théorie  in  bc\s'ei*ten  Korpern,   Lcideii,  i8<).>. 
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dire  que  cette  force  complémentaire  du  premier  ordre  n'existe 
pas.  Nous  avons  vu  pourtant  que  l'analyse  qui  précède  nous  l'a 
montrée  assez  facilement. 

420.  —  Pour  nous  faire  une  idée  claire  de  la  grandeur  de 
cette  force  citons  un  exemple  numérique  de  M.  Liénard(*). 

M.  Liénard  considère  une  dynamo  de  loo  poncelets  =98  kilo- 
watts et  il  suppose  que  sa  résistance  extérieure  est  égale  à  sa 
résistance  intérieure. 

L'équivalent  mécanique  de  la  chaleur  dégagée  par  seconde 
dans  le  circuit  extérieur  sera, 

I  , 

—  100  X  100  kffm. 

La  force  supplémentaire  exercée  sur  le  circuit  extérieur,  où 
les  forces  électromotrices  sont  nulles,  aura  pour  valeur, 

Ky$  —  100  X  100; 
2 

or 


r 

m 

-^  le  rapport  de  la  vitesse  de  la  terre  à  celle  de  la  lumière  est 

égal  à  io~*  et  V  la  vitesse  de  la  lumière  est  égale  h  3xïo',  en 
prenant  pour  unité  de  longueur  le  mètre. 
On  obtient  donc 


K  r  «          V.                 10    *        I                      I  1       .    . 

K^;  —  lOoX  IOO=:-:r j-.—  10*  =  ^— r  kgr  =  7; — miUigr. 

"2  3xio*    2  6X10*     ^        600         ^ 


c'est-à-dire  une  force  tout  à  fait  négligeable. 

En  résumé  on  voit  donc  que  dans  le  cas  de  phénomènes  élec- 
trostatiques, bien  qu'il  y  ait  des  termes  du  premier  ordre,  il  n'y  a 
pas  d'action  qui  puisse  être  mise  en  évidence  expérimentalement. 

La  théorie  de  Lorentz  reste  donc  compatible  avec  les  faits 
expérimentaux. 


(')  Eclairage  éleclriquey  t.  XVI,  p.  3a4. 
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D'après  M.  Michelson  (*)  ces  phénomènes  paraissent  encore  plus 
compliqués. 


?«ORMÀL 

CORNU 

BECQUEREL 

a 

\ 

^ 

1 

a 

Primitivement. 

■ 

Pas  de  polarisation. 


b     b 


Phénomène   de  Zee- 
man   transversal. 


Polarisation  perpen- 
diculaire aux  li- 
gnes de  force. 


c  c 

b  b 


Polarisation  paral- 
lèle aux  lignes  de 
force. 


Phénomène  de  Zee- 
'    man  longitudinal. 


Polarisation     circu- 
laire droite. 


Polarisation     circu- 
laire gauche. 


En  somme  ou  voit  que  ces  phénomènes  sont  plus  compliqués 
([lie  Lorentz  ne  le  supposait;  aussi  sa  théorie,  sous  sa  forme  pri- 
mitive, paraissait  incapahle  de  rendre  compte  de  tous  ces  faits.  Il 
la  modifia  en  y  introduisant  Thypothèse  des  ions  complexes  que 
nous  examinerons  un  peu  plus  loin.  La  théorie  perdait  ainsi  sa 
simplicité  séduisante;  il  y  a  lieu  cependant  d'examiner  clans 
(juelle  mesure  elle  est  devenue  conforme  aux  faits  observés.  C'est 
cet  examen  que  je  me  propose  de  faire. 

423.  Champ  magnétique  intense,   —  Commençons   par   étu- 
dier   l'action    d'un    champ   magnéti(jue   intense.    Les    équations 


C)  Phil.  fnag.,  t.  XLIV,  p.    loy-iiO,  juillol   iSy;. 
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déduites  des  conditions  d'équilibre  des  particules  chargées  en 
tenant  compte  de  l'action  mécanique  du  champ  magnétique  sur 
ces  particules  sont,  comme  nous  le  savons  déjà 

1  '•"  ^F  +  u  —  ^+  3   ^'^\dt    '         dl    7' 
,  ,       K    rf*Y.    ,    Y.  ,    Y     ,       /rfZ.  rfX.     \ 


1  '  </<^ 


,     Z.        ,         Z  /  rfX,  ,        JYk     \ 


Deux  cas  intéressants  peuvent  se  présenter  : 

i^  Le  champ  est  parallèle  au  rayon  lumineux, 

2°  Le.  champ  est  perpendiculaire  au  rayon  lumineux. 

Commençons  par  étudier  le  premier  cas. 

^2^^  Rayon  parallèle  au  champ.  —  Supposons  d'abord  le 
champ  parallèle  au  rayon,  c'est-à-dire  parallèle  à  Taxe  des  z. 
Supposons  en  d'autres  termes 

a  =  p  =  o, 

le  champ  se  réduit  alors   h  sa  composante  y,  et  les  équations  (i) 
deviennent, 

^  '  I       fl'W         Y.  Y  dX 


+   T^^S  +  T  —  ^A' 


di^      'I.,        o    '     3  "     dl  ' 

et  nous  avons  encore 


(3) 


(    («'-,)/-=X, 
/    («'— ,)^=Y. 


425.  Rayon  circulaire  droit,  —  Examinons  maintenant  com- 
ment se  propage  un  rayon  circulaire  droit. 
Nous  savons  que 

/•=  j^arlie  réelle  de  f/^  ^'»=  ^^''  "  '  . 
Ce  qui  caractérise  le  rayon  circulaire  droit  c'est  que  g  est  la 
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partie  imaginaire  de  cette  même  fonction  /",  de  sorte  que  nous 
avons, 

(4)  /•+ »v  =  /;«■>  1- v'k;  -  0 . 

De  même  les  expressions  de 

X  +  «Y, 
et  de 

Xk  4-  A'k, 

sont  proportionnelles  à  cette  même  exponentielle  imaginaire. 
Posons  alors 

(5)  X^  4-  A\  =  U^, 

(6)  X  +  iY  =  U=2u„ 
il  vient,  en  tenant  compte  de  (3). 

(7;  f+  'g  =  —t — r  =  -77 


n'  —  I  n'  —  1 


Nos  équations  (2)  deviennent  alors, 


D'autre  part  nous  aurons  encore, 

**•     *-  K  OIT 

—  =  — /ri,, 


"ITT  =-'/''-K. 

Nos  é(jiïations  (8)  peuvent  donc  s'écrire, 

r.     .    ,,,  r      .   u 


lO 


]\u  éliminant  U^  entre  ces  é(|iialions  et  en  se  rappelant  que 


on   trouvera   une  relation  entre  //,y;  et  ^' ;   cela   nous   permettra 
de  construire  la  courbe  de  dispeision. 
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Pour  faire  cette  élimination  je  pose, 


a 


ê.ue 


B  =  *  —  «^4>, — ^^ Pï*ï*a- 

Nos  équations  (lo)  deviennent  alors, 

<I>  d'après  sa  forme  c'est  une  forme  quadratique  homogène  par 
rapport  aux  U^  ;  nous  avons  donc  en  vertu  du  théorème  des  fonc- 
tions homogènes, 

et  par  conséquent,  d*après  (ii) 

(i3)  e  =  o. 

Ces  équations  nous  donnent  d*abord  les  valeurs  de  U.  et  elles 
nous  donnent  en  outre  la  valeur  de  n  en  fonctions  de  deux 
variables  ;  en  fonction  du  champ  magnétique  y,  et  en  fonction 
de  py  c'est-à-dire  en  fonction  de  la  couleur. 

Nous  pouvons  donc  regarder  les  U^  et  n  comme  des  fonctions 
de  deux  variables  indépendantes  :  p  et  y- 

En  différentiant  Téquation  (i3)  par  rapport  à/?  je  trouve, 

rfe     .     d%  dn        VI    d%     rfU, 

-  =  o. 


dp  dn    dp        Zmk  dM^     dp 


1 
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OU,  en  tenant  compte  de  (ii) 

dS         d%  du  _ 
dp  du    dp 

Nous  aurons  de  même  en  différentiant  par  rapport  à  la  seconde 
variable  y, 

,   ^.  dS         dS   dn 

L'équatîon  (i4)  nous  donne  -7-  :  c'est  la  dispersion  chroma- 
tique ordinaire,  c'est-à-dire  la  variation  de  l'indice  avec  la  cou- 
leur.   L'équation  (i5)  nous  donne  la  valeur  de -7— dont  dépend 

la  polarisation  rotatoire  magnétique. 

En  comparant  ces  deux  expressions  (i4)  et  (i5)  nous  voyons 

que  -r—  et  — -—  sont  entre  eux  comme  les  dérivées  partielles  — ; — 
dp         rfy  dp 

d% 
Calculons  ces  deux  dérivées  partielles.  Nous  avons  d'abord, 

mais  Y^3  est  très  petit  p.nr  rapport  au  premier  terme  ;  on  peut 
donc  le  nô^litrer  et  il  vient  alors 

f    n  dH  ^ 

(.6.  _=-./.1.., 

et  d'autre  pnrt 

I 

dn         dn  ,  .  . 

—7—  et  -7— sont  donc  entre  eux  eonime  24^   et  ^Vs- 
dp         av 

Et  bien,  si  Ton  suppose  ([ne  les  ([uantitéss^  sont  proportionnelles 

cl) 

à  A^  (hypotlicse  ([ui  n'est  pas  loin  de  la  vérité)  le  rapport  --—  est 
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alors  constant,  par  conséquent, 

dn 
(,8)  |.  =  C"  ; 

on  pourra    donc    dire   que  -r—  est  sensiblement   proportionnel 
,   dn 

Cette  loi,  énoncée  par  M.  Becquerel  est  vérifiée,  tantôt  gros- 
sièrement, tantôt  avec  une  certaine  précision. 

426.  Raies  d'absorption,  —  Pour  avoir  les  raies  d'absorption 
il  faut  chercher  les  asymptotes  de  la  courbe  de  dispersion  ;  il 
faut  donc  faire  dans  Téquation  de  cette  courbe  n  =  oo  et  regarder 
p  comme  une  fonction  de  y.  On  trouve  ainsi 

dS    dp  d% 

+  -r-  =  o, 


dp     f/y  rfy 

d'où  en  tenant  compte  des  relations  (i6)  et  (17), 

^  ^^  rfy  d^  2*j 

dp 

formule  qui  nous  fait  connaître  le  déplacement  de  la  raie  d'ab- 
sorption par  ^'action  du  champ  magnétique  en  supposant  la  pola- 
risation circulaire  droite. 

427.  Rayon  circulaire  gauche.  —  Supposons  maintenant  que 
nous  ayons  affaire  à  un  rayon  circulaire  gauche.  Dans  ce  cas,  ce 
n'est  plus/'H-  «^  et  X  H-/Y  qui  sont  égaux  au  produit  d'une 
exponentielle  par  un  facteur  constant,  mais  bien  f —  ig  et  X  —  1 Y  ; 
c'est  là  la  condition  qui  caractérise  un  rayon  circulaire  gauche. 
Nous  devons  donc  poser, 

X.  -  ,Y.  =  U„ 
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et,  en  répétant  les  calculs  que  nous  avons  faits  plus  haut,  nous 

retomberons  sur  l'équation  (8)  avec  cette  seule  différence  que  le 

signe  du  ternie  en   y  géra  changé.    Nous  obtiendrons   donc    les 

mêmes  résultats   que  plus  haut,  à  cela    près  que  les  signes    de 

dn  .      dp  ,  , 

— ; —  et  de  —7-  seront  changes, 
ay  ay  ^ 

La  différence   d'indice  des  deux  rayons,  droit  et  gauche,  est 

donc 

dn 


ar 


*    rfy    ' 

(in 


par  suite,  la  polarisation  rotatoire  est  proportionnelle  a  p  , 

ou  encore  en  tenant  compte  de  la  relation  (18),  elle  sera  sensible- 
ment proportionnelle  à 

dn 

/'^' 

c'est  la  loi  récemment  énoncée  par  M.  11.  Becquerel  (*).  Mais 
cette  formule  de  dispersion  n'est  pas  la  seule  qui  ait  été  propo- 
sée. On  a  proposé  également  les  formules  suivantes,  qui  sont  déjà 
moins  heureuses  que  celle  de  M.  Becquerel  : 

dn\ 


n-\-p 


dn 
dn 


dp- 


La  raie  d'absorption  qui  correspond  au  nombre  p^  se  décom- 
posera donc  en  deux  autres  raies  qui  correspondront  aux  nombres 


1  "      i 


et  qui  seront  polarisées  circulairement,  la  première  à  droite,    la 
seconde  à  gauche  :  c'est  le  doublet  de  Zecman. 


(•)  H.  Bi^nQVF.REL,  C.  R.,  i8y8  cl  iSij.j. 
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La  théorie  de  Lorentz  est  donc  satisfaisante  dans  le  cas  oii  le 
rayon  lumineux  est  parallèle  au  champ  magnétique  :  elle  rend 
bien  compte  des  phénomènes  observés, 

428.  Rayon  perpendiculaire  au  champ.  —  Supposons  main- 
tenant que  le  rayon  soit  perpendiculaire  au  champ,  ce  qui  revient 
à  faire 

?  =  y=o. 

Nos  équations  (i)  deviennent  dans  ce  cas 

K    rf'Y.        Y,  Y  rfZ, 


1,     rf'Z 


)..  —rrA-  -f-  -r^  =  h-i- -:r  —  e.a 


On  aura  d'ailleurs 

,    ,  v(«>-i)/=X. 

mais  la  relation  entre   h  et  Z  sera   différente  ;   on   n'aura  pas 
(/i* —  i)  A  ==  Z.  Nous  avons  en  effet 


Sdf       \ry  dX  


si  Tonde  est  plane,  les  dérivées  prises  par  rapport  a  a:  et  à  y  sont 
nulles  et  cette  équation  se  réduit  à 

,     X  dh         d7j 

et  comme  h  et  Z  doivent  être  des   fonctions  périodiques   de  r, 

/t  +  Z  =  o, 

donc 

(23)  /e=— z. 

Que    devrait-on    donc    observer    d'après    Lorentz  ?  D'abord, 


430.  —  Il  s'agissuîl  donc  de  modifier  la  théorie  de  I.orenlz. 
en  iniHginant  des  hypothèses  supplémenlaîrcs.  C'est  ce  que 
Lorenlz  a  lait  lui-mfinip  en  imaginant  h)  théo: 
plexes,  qui  n'est  qu'une   généralisation  de    sa   première  théorie. 

Je  dois  ajouter  que  dans  un  travail  récent,  M.  Lorentz  a  cherché 
à  rendre  compte  du  triplct  et  ii  échapper  aux  objections  prcec- 
dentes.  Pour  eehi,  îl  n    Tait  des  hypothèses  particulières  sur  la 

ils.  I.e   raisonnement  précéc 
et  pour  un  champ   infiniment  petit,  le   dédoublement  de  la  i 

infiniment  petit  d'ordre  supérieur  ;  ma^is  le  triplet  peut 
se  produire  pour  un  champ  lini  et  on  peut  faire  des  hypothèses 
parfaitement  admissibles  et  pour  lesquelles  un  champ  Je  ao  ooo 
il  :)ooon  unités  donnerait  un  triplet  seusiblc. 

Ou  n'a  pas  le  droit  de  faire  li  ^  o,  puisqu'on  a  /<  ==  —  /.  ; 
mais  l'action  de  l'éthcr  sur  la  matière,  grâce  aux  hypothèses 
faites,  est  assez  faible  pour  être  négligée  en  première  approxi- 
mation, de  sorte  que  tout  se  pusse  comme  si  l'on  avait  //  =  o. 

La  théorie  de  Lorcntz  rendrait  ainsi  compte  du  triplet  ;  mais 
l'expérience  nous  ayant  appris  qu'il 
quadrupjet.  il  n'en  faut  pas  muiiis  i 
pL 

11  n'y  a  donc  pas  lie 

Nous  allons  matnteni 
plexes  pour  voir  dans  quelle  mesu 
observés. 


TltËOIIIE     DES 

431.  —  Les  ions   simples  que  nous  avons  considérés  jusqu'à 
présent  se   comportaient  comme    des   points    matériels;    nous 
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n'avons  envisagé  que  leur  mouvement  de  translation.  Supposons 
maintenant  que  ces  ions,  au  lieu  d'être  simples,  soient  formés 
d'un  système  dynamique  plus  compliqué  comprenant  plusieurs 
points  matériels  qui  pourront  être  assujettis  à  des  mouvements 
quelconques. 

Pour  représenter  l'état  du  système,  je  choisirai  des  coordon- 
nées généralisées  quelconques  que  je  désignerai  par  T^. 

Soit  n  la  force  vive  des  ions  :  ce  sera  une  forme  quadratique 

homogène  par  rapport  aux  —z — . 

Soit  Pj  l'énergie  potentielle  due  aux  actions  mutuelles  des 
ions  :  h  cause  de  la  petitesse  des  déplacements,  ce  sera  encore 
une  forme  quadratique  homogène  par  rapport  aux  T.. 

Soit  — P,  l'énergie  potentielle  due  h  l'action  électrostatique 
de  l'cthcr  sur  les  ions  ;  nous  pourrons  supposer 

I>,  =  /TC+^Y  +  /.Z. 

X,  Y,  Z  représentant  toujours  les  composantes  de  la  polarisa- 
tion électrique,  ce  seront  des  formes  linéaires  par  rapport 
aux  T^, 

Soit  enfin 


2 


VkOT,, 


le  travail  virtuel  des  forces  dues  à  Taction  du  champ  magnétique 
sur  les  ions,  quand  ces  ions  subissent  dos  déplacements  vir- 
tuels oT^. 

Los  o([uations  do  Lagrange  s'écrivent  alors, 

dW      .     d\\,  _  d\\     ,    ^. 


(i)  ^^^  '    ./T,         d'\\ 

dt 
et,  cornnio  nous  avons  toujours  los  ('(juations 

[n-  —  \')i;=^  Y, 


1,--=  —  7. 
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la  valeur  de  </P,  peut  s'écrire 

rfP,  =  fd\-\-  gd\  +  ArfZ, 


ri' 


—  "Ldz, 


(2) 


/  XM-Y*         Z«\ 


Notre  équation  (i)  devient  alors, 

rfH       ,     rfP,  rf    /X^+Y- 


d'''^ 


dl 
ou  encore 

rfH       ,      d    /.,  X«  +  Y^  Z' 


a 


^  rfT,  V  *     2/1^  —  2  ^  P.  ;      ' 


rf/ 


Pour  avoir  les  raies  d'absorption,  il  faut  faire  dans  cette  équa- 
tion «  =  30  ,  ce  qui  nous  donne 

rfH  rf    /„         Z* 


3  ^  rfl\  •  dl 

dt 


(p^  +  f)  =  V. 


Z 

Considérons   alors   deux  formes  quadratiques  II   et  l^H 

et  comme  nous  avons  le  choix  des  coordonnées  T^,  choisissons- 
les  de  façon  que  ces  deux  formes  quadratiques  se  réduisent  à  une 
somme  de  carrés,  de  sorte  que 


"=Ef(#-)' 


Notre  équation  (3)  prendra  la  forme, 

d^l 
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et  puis 
d'où 

(7)  {pi-p')i^=-ip\\\. 

433.  Déplacement  des  raies.  —  Cherchons  maintenant  le  dé- 
placement des  raies.  Deux  cas  peuvent  se  présenter  : 

I**  Le  champ  magnétique  est  ntiL  —  S'il  n'y  a  pas  de  champ  ma- 
gnétique, nous  aurons  une  certaine  équation  dont  les  racines 
seront 

P  =P-^ 

et  à  chacune  des  racines  y\  correspondra  une  raie  du  spectre  ; 
mais  par  suite  de  la  présence,  dans  le  second  membre,  du  terme 
en  I,  les  raies  pourront  se  doubler  et  même  se  tripler. 

Supposons  que  les  équations  qui  nous  donnent  p^  puissent  avoir 
des  racines  multiples,  on  a  alors 

(8)  (/>Î-/^')T,=-/>W.         (K=i.2,3,.../,), 
et  si  le  champ  est  nul 

(9)  (/^?  — y^')  T,  =  o       pour  K  ^  /i , 
et 

(10)  [pi — y^*)T^  =  o       pourK>/i, 

ceci,  je  le  répète,  en  supposant  que  parmi  les  y\  il  y  en  ait  n  : 
i\t  Pf»  Pz'»""  Pn  ^ï^î  soient  égaux  entre  eux,  de  sorte  que 

p^=p,         (K^/î), 
/^.<A         (K>/i). 

Maintenant  si  p=p^  (pour  K  ^/i)  l'équation  (9)  est  satisfaite 

d'elle-même  ;    mais    l'équation    (10)    exige    pour  p^  ^  p^  (pour 

K  >  /i)  que 

T»  =0, 

Donc,  quand  il  n'y  a  pas  de  champ  magnétique,  toutes  les 
coordonnées  T^  s'annulent,  a  l'exception  des  n  premières. 
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434.  2**  Champ  magnétique  faible,  —  Quand  le  champ  magné- 
tique, sans  être  nul,  est  très  faible,  toutes  les  quantités  T^  sont 
alors  très  petites,  sauf  les  n  premières.  Par  conséquent,  dans  W^, 
les  termes  qui  contiennent  Tj,  T^, —  T„  seront  du  premier  ordre, 
et  les  autres  termes,  à  partir  de  T„,  c'est-à-dire  T„^  j,  T„^  s,..- 
seront  du  second  ordre.  Négligeons  ces  termes  du  second  ordre 
dans  nos  équations  et  appelons  W'k  ce  que  devient  W,t  quand  on 
y  néglige  ces  termes. 

Nos  équations  deviennent  alors, 

(8  bis)         {p\  —p')  T,  =  -  *>W:         (K  =  1 ,  2,  3, . . .  «) . 
Posons 

—      IP 

Si  je  pose  en  outre 
comme  op  sera  très  petit,  S  sera  très  sensiblement 


et  par  conséquent 


S= r-, 

i 


'  '2 


S  nous  fera  donc  connaître  le  déplacement  de  la  raie.  Pour  que 
o/>  soit  réel,  il  faut  que  S  soit  purement  imaginaire. 
Nos  équations  deviennent 


;ii;  ST,  =  AV^. 


\\''    satisfaisant  h  la  condition 


'  I  'A 


VWkTk  =  o      (K=i,  2,:i,...  //). 


Cr  sont  là  des  équations  linéaires  et  homogènes   entre   les   n 
variables. 

T    T    T         F   • 

\in  égalant  à  zéro  le  déterminant  de  ces  é<[uations  on  aura  une 
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équation  en  S  algébrique  et  du  /i*™*  ordre  ;  aux  n  racines  de  cette 
équation  correspondront  n  raies  qui  proviendront  du  dédouble- 
ment de  la  raie  p=p^. 

Cette  équation  en  S  aura  une  forme  tout  à  fait  particulière,  et 
cela  a  cause  de  W/  qui  satisfait  à  Tidentité 


(.3) 


2\vx  =  o. 


435-  —  Pour  le  faire  comprendre  écrivons  complètement  cette 
équation  en  supposant  w  =  4  î  on  a  : 

S         a  b 

—  a        S  et 

_  l,   —  d         s        f 

—  c  —  e    —  f      S 


(i3) 


c 
e 


o. 


Je  dis  que  les  racines  de  cette  équation  sont  purement  imagi- 
naires ;  considérons,  en  effet,  le  système  d'équations  différen- 
tielles linéaires  h  coefficients  constants 


(«) 


<fr. 


w:, 


ce  système  s'intègre  immédiatement  et  nous  obtenons  comme 
solution  particulière 

Multiplions  les  équations  [a)  par  T,^  et  faisons  la  somme,  il 
vient  : 

ou,  en  tenant  compte  de  l'identité  (12) 


d'où  : 


>  Tî  =  constante. 

PoiNCARé.  Electricité  et  Optique. 
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Supposons  maîiitenaiit  que  S  soit  réel  ou  complexe,  mais  non 
purement  imaginaire  ;  supposons  pui-  exemple 

S  =  S,  +  iS„ 
s,  n'élatit  pus  nul.  ^ 

Si  5  est   iinagiuuire,   In  solution  parlieuliêre  est   elIc-iD^me 
imaginaire,  seulement  sa  partie  réelle  stitisl'nit  h  tVquatïon  difTê- 
rentielle  et  niors  cette  partie   réelle  est  une   solution    réelle  de  i 
IVquution. 

Considérons  celte  solution  réelle. 

Supposons  ira!)oid  que  Sj  soil  positif;  dans  ee  cas-I;i  si  on  fait 

li'm.  partie  réelle  de  e"  =  o. 


inseqi 


équent  ^  A.  e^'  I 


io 


-,  lesT,  teinln 


.y  T.- .>,.„.> 


..^v. 


(]ui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  tous  lesT.  sont  idenliquL'iiuMil  nuls. 
Mflîntenant  si  S,  est  négatif,  on  aura  encore 


I^.-» 


La  partie  réelle  de  S  ne  peut  donc  flre  ni  positive  ni  négatîvr, 
Les  n  valeurs  de  S  sont  donc  purement  imaginaires;  les  n  valeurs 
de  Zf)  seront  par  suite  réelles,  de  sorte  que  les  n  raies  du  deJuu- 
blcmenl  existeront  réellement.  De  plus,  les  racines  de  l'équation 
en  S  (lîtnnt  imaginaires  conjuguées  deux  â  deux)  devront  être 
doux  â  deux  égales  et  de  signes  contraire  ;  c'esl-i)-dire  que  les 
>s  dédoublées  devront  être  deux  il  deux  symétriques  par  rap- 


port :i  la  raie  primitive.  Si  n  est  impair  une  des  racines  du 


1  ^tn 
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nulle  et  par  conséquent  une  des  raies  dédoublées  coïncide  avec 
la  raie  primitive.  En  définitive  il  sudît  de  faire  /i  =  3  pour  retrou- 
ver le  trîplet  de  Zeeman  et  /i  =  4  pour  retrouver  le  quadruplet 
de  Cornu. 

Telle  est  la  théorie  des  ions  complexes  imaginée  par 
M.  Lorentz. 

436.  Isotropie  dans  le  plan  de  l'onde.  —  Pour  rendre  compte 
de  tous  les  phénomènes  observés,  il  faut  voir  s'il  n'est  pas  possible 
de  satisfaire  aux  conditions  de  symétrie  imposées  par  Tisotropie 
du  milieu  considéré. 

Supposons  que,  le  plan  de  Tonde  restant  fixe  (perpendiculaire 
à  Taxe  des  z)^  on  fasse  tourner  les  axes  des  x  et  des  y  autour  de 
Taxe  des  z  d'un  angle  quelconque.  Nos  équations  doivent  rester 
les  mêmes  pour  ces  nouveaux  axes  a  cause  de  l'isotropie  du 
milieu.  Nous  sommes  ainsi  conduits  à  distinguer  parmi  les  coor- 
données Tr  deux  catégories  différentes  : 

I®  Les  coordonnées  ç^ectorielles  qui  seront  les  composantes  de 
vecteurs  fixes  dans  l'espace,  mais  dont  les  projections  sur  les  axes 
varieront  d'après  les  lois  ordinaires  quand  on  fera  tourner  ces 
axes  et  : 

2®  Les  coordonnées  scalaires^  qui  ne  varieront  pas  quand  les 
axes  tourneront. 

Prenons  le  cas  de  /i  =  4  et  supposons  que  l'on  ait  deux  coor- 
données vectorielles  X^  et  Y^  composantes  d'un  même  vecteur, 
et  deux  coordonnées  scalaires  que  je  désignerai  par  T^  et  TJ, 
Nos  équations  (ii)  s'écriront  : 

SX,  —  w;  =  o, 

,      , . ,  \S\\-  W,  =  o, 

^"*'^^  /ST.-Wi  =  o, 

\  ST,  —  w:  =  o. 

Quand  les  axes  tourneront  d'un  angle  cp,  les  quantités  X, -f"  '^k» 
a  -f-  /p  seront  multipliées  par  e'?  et  les  quantités  conjuguées 
par  e-'?.  Donc  \V/-f-i\\Y  doit  être  également  multiplié  par  e'>  ; 
WV,  \V/  ne  doivent  pas  changer. 

J'en   conclurai  que  Ton  peut  toujours  choisir  les  deux  coor- 
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données  scalaires  de  telle  sorte  que  notre  équation  en  S  soit  de 
la  forme  : 


(i3  bis) 


s 

«Y 

ht 

C-? 

«Y 

S 

i? 

—  ca 

bx   - 

-i? 

S 

rfy 

-'•? 

ca. 

-rfy 

S 

o. 


Si  nous  voulons  donc  satisfaire  aux  conditions  d'isotropîe  du 
milieu,  il  faut  que  Téquation  en  S  soit  de  cette  forme. 

Mais  ce  n'est  pas  tout  ;  le  milieu  n'est  pas  seulement  isotrope, 
il  est  encore  symétrique.  Nos  équations  ne  doivent  donc  pas 
changer  quand  on  remplace  notre  système  d'axes  par  un  système 
symétrique  (le  plan  de  symétrie  étant  le  plan  des  jcz  par 
exemple). 

Nous  sommes  ainsi  amenés  à  distinguer,  parmi  les  coordonnées 
vectorielles,  celles  de  la  première  et  de  la  deuxième  sorte,  selon 
que  le  vecteur  correspondant  conserve  son  signe  ou  change  de 
signe  quand  on  passe  d'un  système  d'axes  h  son  symétrique  et 
nous  distinguerons  de  même  parmi  les  coordonnées  scalaires  celles 
de  la  première  sorte,  qui  conservent  leur  signe  et  celles  de  la 
deuxième  sorte  qui  en  changent. 

Supposons  donc  que  notre  équation  soit  de  la  forme  (i3  bis)  : 
quand  y  change  de  signe,  y,  a,  Y^  et  Tk  doivent  changer  de  signe, 
c'csl-à-dire  que  Xk  et  Y^  sont  des  coordonnées  vectorielles  de  la 
proniièro  sorte,  Tl^  une  coordonnée  scalaire  de  la  première  sorte. 
Tu  une  coordonnée  scalaire  do  la  deuxième  sorte. 

Kn  développant  le  déterminant  (liJ  his)^  on  trouve  : 

s'^  +  s^  («Y  H-  ^^'^'  +  '^'?'  +  ^■'^'  +  ^'?'  +  ^Y) 

(^adf  +  hc7}  +  hi^^Y  =  o. 


Nous  considérerons  quatre  cas  remarquables  : 

=  /i  cl  =  c\ 


ou 


ou 


(i 


a 


a 


c\        d  =  b, 
—  /;,    d  =  —  c\ 


ou 


a 


—  r,     d  :^^  —  A  ; 
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dans  chacun  de  ces  cas  les  racines  de  Téquatlon  en  S  que  nous 
venons  d'écrire  ne  dépendront  que  de  la  somme 


a*+?^ 


ïN 


qui  représente  Tintensilé  du  champ.  Ces  racines  ne  dépendront 
donc  pas  de  la  direction  de  ce  champ,  et  par  conséquent  o/^, 
c'est-a-dire  Técartement  des  raies  dédoublées,  serait  le  même  que 
le  champ  soit  parallèle  ou  perpendiculaire  au  rayon.  En  est-il 
eflectivement  ainsi  ? 

L'expérience,  en  tout  cas,  ne  paraît  pas  défavorable  à  cette 
hypothèse,  mais  à  ma  connaissance  je  ne  crois  pas  qu'il  existe  des 
mesures  assez  précises  h  ce  sujet  et  qui  puissent  par  conséquent 
trancher  la  question. 

437.  Polarisation  des  raies,  —  Supposons  maintenant 

et  étudions  les  conditions  de  la  polarisation  des  raies. 

11  faut  pour  cela  déterminer  le  rapport  r^  pour  les  quatre 

valeurs  de  S. 

Pour  que  la  polarisation  soit  rectiligne,  le  plan  de  polarisation 
étant  perpendiculaire  à  la  composante  du  champ  normal  au  rayon, 
il  faut  que  Y^  s'annule.  En  faisant, 

\\=  o, 

on  trouve 

S«  +  b'oL'  +  dy  =  o, 

ce  qui  concorde  avec  (i3  bis)  si  l'on  y  fait 

a  =  c^ 
d  =  h. 

Pour  que  la  polarisation  soit  rectiligne,  le  plan  de  polarisation 
étant  parallèle  à  la  composante  du  champ  normal  au  rayon,  il 
faut  faire  X»  =  o,  d'où 


cxtrômes  piirallêle. 

Dans  lii  seconde  h_vpi»lhise  ((/  =  /(,  i-  =  {l'j  c'esl  le  contraire  qui 
doit  se  produire. 

C'esl  donc  lu  prenniie  hy|iollii'se  i|iie  l'expo  ri  ent-o  semble 
confiinier, 

438.  Isotropie  dans  l'espace.  —  Nous  n'avons  cotisicli'ré  jus- 
qu'à présent  que  Tisolropie  dans  le  pliin  de  l'ondo  et  cela  tie 
remplit  pas  tontes  les  conditions  imposées  pour  lu  symétrie  du 
milieu.  Kn  efTet,  notre  milieu  étant  isotrope,  les  équulioos  précé- 
dentes doivent  rester  les  mêmes  quelle  que  soit  l'orientation  du 
plan  de  l'onde;  de  plus,  elles  ne  doivent  pus  changer  quand  on 
remplace  le  système  des  axes  par  un  système  symétrique  par  rap- 
port à  l'origine,  puisque  le  milieu  n'est  pua  seulement  isotrope 
ymétrie  (comme  l'essence  de  lérêhenlhine  par  exemple) 
mais  il  est  isotrope  et  sytiiélrir/ue. 

Nous  sommes  ainsi  conduits  îi  distinguer  deux  sortes  di 
données  : 

i"  Les  coordonnéex  vecSoriniles  que  j'appellerai  X,  Y.  Zj  el  qui 
seront  les  composantes  d'un  vecteur  ;  et, 

a"  Les  coordonnées  scalaires  que  j'appellcriii  T»  et  qui  seront 
tout  à  fuit  indépendantes  du  choix  des  axes. 

L'introduction  de  ces  coordonnées  scaliiires  ne  doit  pas  nous 
étonner.  Justifions,  eu  ell'et,  par  une  image  mécanique,  l'emploi 
de  ces  coordonnées.  Considérons  une  sphère  puisante  de  BJerkno», 
susceptible  on  outre  d'un   mouvemeut  de  translation;  oh  bien» 
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pour  définir  la  situation  du  système  on  a  besoin  de  quatre  coor- 
données :  le  rayon  de  la  sphère  qui  sera  une  coordonnée  scalaire 
et  les  coordonnées  cartésiennes  du  centre  de  la  sphère,  qui  seront 
des  coordonnées  vectorielles. 

Cela  posé,  en  vertu  de  la  symétrie  du  milieu  : 

1°  II  sera  une  combinaison   linéaire  de  diverses  expressions 
d'une  des  formes  suivantes  : 


d\^    rfX/ 


dl       dt 


dX^    d\i     ,     dTjg^    rfZ, 
Il       dt"^'Vl       dF' 


rfT,    dT, 
dt       dt 


[i  peut  être  égal  à  K) 


2°  P^  sera  une  combinaison  linéaire  d'expressions  d'une  des 
formes  suivantes 

^K'^i  ~l       '  K  *  I  "T~  ^K^i  y 

T  T  • 
3°  Pj  qui  a  pour  valeur 

p.  =  A  +  é'Y  + /'Z, 
sera  une  combinaison  linéaire  d'expressions  de  la  forme 

4°  L'expression  de  oJ, 


ÔJ 


=^\Y,oT,, 


sera  une  combinaison  linéaire  d'expressions  de  la  forme. 


oX,  oY,  oZ, 


X      p      Y 
X,    Y,     Z, 
oX»  2Y»  oZ, 

T,.         aX»    +  py^  +  Y^K 
oT,.      aoX.  +  ?oY.  +  Y^Z. 


On  voit  que  dans  P,  et  II  les  termes  qui  dépendent  des  X, 
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ceux  qui  dépendent  des  Y,  ceux  qui  dépendent  des  Z,  ceux  qui 
dépendent  des  T,  sont  entièrement  séparés  les  uns  des  autres. 
Soient 

p.  p,  p,  p„ 

Hx    H,     H,     II„ 

ces  huit  ensembles  de  termes  où  P^.  représente  Tensenible  des 
termes  de  P,  qui  dépendent  des  Xy  etc. 

D'après  le  théorème  des  formes  quadratiques  nous  pouvons  choi- 
sir les  Xk  et  les  T^,  de  telle  façon  que 

et  alors  on  verrait  que  M,,  et  Py  sont  formés  avec  les  Y  et  H,  et  P 
avec  les  Z,  comme  H^^  et  P^.  les  sont  avec  les  X. 

On  obtiendra  ainsi  une  série  d'équations  analogues  aux  équa- 
tions 

(«)  {pl  -  p')  T.  =  -  ,>W,, 

obtenues  précédemment. 

Voici  cette  série  d'équations. 

[pi  —  V  )  ^.c  =  ;k^ 
\  ii'\  —  r)  ^.  ==  •'.«' 


^K^ 


(Vk  —  F)  T^K 


-K» 


oii  ;^,  y,^,  w^,  Tk  sont  des  quaiilîtés  (|ui  jouent  par  rapport  à  X^,  Y^, 
Z^,  T^  le  même  rôle  que  jouait  — ipW  par  rapport  à  T^  dans 
les  équations  [a), 

439.  —  Nous  allons  traiter  les  é(|uations  (h)  comme  nous  avons 
fait  des  équations  (^a).    Les  seconds  membres  des  équations   (^) 
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comme  ceux  des  équations  \a)  sont  très  petits.  Annulons-les  en 
première  approximation  et  faisons  p=Pi  ;  nous  obtiendrons  une 
série  d'équations  linéaires  entre  les  quantités  X^,  \\,  Z^,  T^.  En 
vertu  de  ces  équations  un  certain  nombre  de  ces  quantités  s'an- 
i^uleront.  Par  exemple  X,  s'annulera  si  /\  n'est  pas  égal  à  y-»,  et 
Tk  s'annulera  également  si  ^»  n'est  pas  égal  h/>j.  De  plus,  celles 
de  ces  quantités  qui  ne  s'annuleront  pas,  pourront  ne  pas  rester 
indépendantes,  mais  il  pourra  y  avoir  entre  elles  certaines  rela- 
tions linéaires. 

Pour  mieux  mettre  le  fait  en  évidence,  je  distinguerai  parmi 

les  Zk  deux  catégories  :  ceux  pour  lesquels  —py-  sera  nulle  et  que 

j'appellerai  les  Z^  ;  ceux  pour  lesquels  cette  dérivée  ne  sera  pas 
nulle   et  que  j'appellerai  les  Z'^.  J'appellerai  X'^  et  Y'^  les  X^  et 
les  Yk  qui  correspondent  aux  Z'^  et  X^'  et  Y^'  ceux  qui  correspon- 
dent aux  Z^'. 
Je  poserai 


z  =^IJ.., 


et  je  désignerai  par /^^  et  /J^  les  valeurs  des  coeflîcients  p^  et  l^  qui 
correspondent  aux  Z^,  par  j/J  et  Zi'  celles  qui  correspondent  aux 
Zk  ;  il  résulte  de  cette  définition  et  de  celle  des  Zi  que  tous 
les  l^  sont  nuls. 

Nos  équations  (A)  privées  des  seconds  membres  s'écriront  alors 
quand  on  y  aura  fait  p=p^ 

^''  ''{pL"-p^)rj=o, 

\{pL"-rr>  K'  +  Ci=o, 

avec 


Z  =^l'J7/,'. 


On  peut  toujours  supposer  qu'un  au  plus  des  /?»  est  égal  à  p^  ; 
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le  cas  oii  il  y  en  aurait  plus  d'un  se  ramènerait  immédiatement  à 
celui  où  il  n'y  en  a  qu'un. 

Si  aucun  àes p'^  n'est  égal  à  /;,,  tous  les  X,j'  sont  nuls. 

Si  un  des  p'^  que  j'appelerai  par  exemple  p'i  est  égal  à  p^^ 
l'équation  (//)  relative  à  ZJ',  montre  que  Z  est  nul  ;  les  équations 
relatives  aux  autres  7J^  montrent  ensuite  que  tous  ces    Z^'   sont 

nuls  ;  l'équation  Z  =  \  /[^'Z^'montre  enfin  que  Zf'=  o. 

Il  est  donc  impossible  que  l'un  des  X^'  et  l'un  des  Z(/  soient  en 
même  temps  diflerents  de  zéro. 

440.  — Mais  on  peut  généraliser  l'hypothèse  ;  ne  supposons  plus 
abandonnons  cette  hypothèse  trop  restrictive  et  supposons  toujours 

mais  au  lieu  d'avoir, 


on  aura 


Z=  >  mJ^K, 


les  coedicicnts  ///^  étant  dilTérents  des  coefllclents  /^. 
Nous  pouvons  supposer  alors, 

P'    =  Pi 

m]  =  o, 
et  on  pourra  avoir  à  la  fois 

x;  >o, 

V      > 

Vax  vertu  des  é(|nalions  'h')  quclciuos-uncs  de  nos  coordonnées 
s'annuleront;  les  autres  s'exprimeront  linéaircMnent  a  l'aide  d'un 
certain  nombre  d'entre  elles   qui  resteront  indépendantes  et  qui 
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joueront  le  rôle  des  coordonnées  T,,  T,,  T3, T„  dans  les  équa- 
tions (8  bis).  Substituons  les  valeurs  ainsi  déduites  des  équations 
(i),  ce  que  nous  pouvons  faire  en  négligeant  les  ternies  du  second 
ordre  ;  nous  obtiendrons  des  équations  linéaires  analogues  aux 
équations  (8  bis)  et,  en  égalant  à  zéro  le  déterminant  de  ces  équa- 
tions linéaires^  nous  obtiendrons  une  équation  analogue  h  l'équa- 
tion (i3). 


441.  Discussion.  —  Si  nous  voulons  rendre  compte  du  qua- 
druplet  il  faut  que  cette  équation  soit  du  quatrième  degré;  pour 
cela  il  faut  que  quatre  et  quatre  seulement  de  nos  coordonnées 
ne  s'annulent  pas  en  vertu  des  équations  (i'). 

Supposons  d'abord  que  les  coefficients  appelés  plus  haut  m^ 
soient  égaux  aux  coefficients  Zk  .  Alors,  les  coordonnées  qui  ne 
s'annulentpas  pourront  être  trois  coordonnées  vectorielles  XJ,  YJ,  Z;' 
et  une,  coordonnée  scalaire  T, . 

L'expression, 

i^  (Ç.3X,  +  rj\\  -h  ^.oZ^  -h  T.oT.), 
qui  joue  le  même  rôle  que  jouait  l'expression 


2  W/:t„ 


par  rapport  aux  équations  (8)  sera  de  la  forme, 

a     p     Y 


a 


\'    Y'  7' 

2x;  sy;  oz; 


T.     ax;  +  ?y; 
^T,   «Sx;  +  ^oy; 


•  yoz; 


a'^ 


Notre  équation  en  S  s'écrit  alors, 

S  —  av 

«Y  S  —  aoL 

aP  aoL  S 

_  ia  —  A^  —  />v 


boL 
A? 


o. 


ce  qui  correspond  a  l'équation  (i3  bis)  dans   l'hypothèse  a 

b  =  d. 


t\ 
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Le  problème  semble  donc  résolu  d'une  manière  satisfaisante. 
Il  n'en  est  rien  encore   cependant.  Reprenons  l'équation  dont 
dépend  XJ 

{fi  -  /;>)  x;  =  %[. 

Elle  a  été  tirée  d'une  équation  différentielle  (que  j'écris  en  sup- 
primant le  second  membre  qui  dépend  du  champ  magnétique  et 
est  très  petit). 


2V/ 


(P\ 


iL+^jx;  =  /;/; 


dl 


Mais  d'après  la  définition  même  des  X^ ,  le  coefficient  l[  doit 
être  nul.  Il  reste  donc, 

On  voit  que  dans  cette  équation  différentielle  le  déplacement 
électrique  n'entre  pas, 

La  coordonnée  X(  pourra  donc  éprouver  des  oscillations,  mais 
ces  oscillations  ne  se  communiqueront  pas  à  Véther,  La  solution 
qui  précède  est  donc  illusoire. 

Nous  sommes  donc  réduits  à  supposer 


^K  ^  '^'k. 


et 


'/ 


.// 


/;/,  =0, 
l\  >  o. 


Soient  alors,  X^,  ^,'?  ^^i    et  T^  les  coordonnées  qui  ne  s'annu- 
lent pas  ;  l'expression  de  oJ  sera  de  la  forme, 


a 


3 


t 


x,'  Y7  z; 


+  ^ 


T. 


oT. 


r»  f  t 


aXr  +  .-ÏY,"    +  yZ; 
aoXr  +  [ioYr  +  yoZ; 
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et  nous  retombons  sur  Téquation 

S  —  ay         a^ 

boL 

ay           S   —  aoL 

*? 

—  a^         aoL           S 

iy 

—  boL          b^         iy 

S 

=  0, 


analogue  àTéquation  [l'ibis)  clans  Thypothèse  a 
D'ailleurs  Téquation  différentielle, 


=  c,  b  :=  d. 


—^ hPi^i  — iih 

contient  le  déplacement  électrique  et  nous  sommes  h  Tabri  de 
l'objection  que  je  faisais  tout  à  Theure. 

On  voit  donc  qu'il  est  a  la  rigueur  possible  de  rendre  compte 
du  quadruplet  de  M.  Cornu  par  la  théorie  de  Lorentz  généralisée. 
Je  laisse  de  côté  les  cas  plus  compliqués  où  Ton  aurait  des  sextu- 
plcts  ou  des  phénomènes  encore  plus  complexes. 

Quoique  le  caractère  artificiel  de  ces  hypothèses  soit  manifeste 
il  convient  donc  de  conserver  provisoirementla  théorie  de  Lorentz 
généralisée  qui  seule ^  jusqu  à  présent ,  permet  de  relier  entre  eux 
les  faits  observés. 
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442.  —  Cette  dernière  partie  de  notre  cours,  ne  peut  être 
regardée  nî  comme  un  exposé  ni  comme  une  critique  du  travail 
que  M.  Larmor  a  récemment  présenté  à  la  société  royale  de  Lon- 
dres sous  le  titre  suivant  :  A  Dynaniical  Theory  of  the  elcctvic  and 
luminiferous  médium  (').  Elle  contiendra  simplement  le  résumé  des 
réflexions  que  m'a  suggérées  la  lecture  de  cette  importante  commu- 
nication et  qui  m'entraîneront  souvent  bien  loin  de  la  théorie  de  Lar- 
mor. C'est  ce  qui  justifie  le  titre  que  j'ai  choisi  pour  ce  chapitre. 

THÉoniES     OPTIQUES 

443.  —  Et  d'abord  je  suis  conduit,  comme  M.  Larmor  lui- 
même,  à  débuter  par  un  résumé  des  diverses  théories  proposées 
par  les  savants  qui  se  sont  occupés  d'optique.  Les  expériences  sur 
l'optique  physique  ont  mis  en  évidence  l'importance  de  deux 
vecteurs  que  j'introduirai  ici  sans  faire  aucune  hypothèse  sur  leur 
signification  théorique.  Dans  les  milieux  isotropes,  auxquels  je  me 
bornerai  toujours,  pour  ne  pas  compliquer  cette  exposition,  le 
premier  de  ces  vecteurs  esl  perpendiculaire  au  plan  de  polarisa- 
tion ;  j'en  désignerai  les  composantes  par  (P,  Q,  R)  et  je  l'appel- 
lerai {»ectear  de  FresncL  Le  second  vecteur  est  perpendiculaire 
au  rayon  lumineux  et  parallèle  au  plan  de  polarisation.  Je  l'ap- 
pellerai vcctetir  de  Neumann  et  je  le  désignerai  par  (a,  [3,  v). 

Il  y  a  entre  ces  deux  vecteurs,  dans  un  milieu  isotrope  et  trans- 
parent, des  relations  très  simples.  Si  l'on  désigne  par    -rr-  Tin- 

(')  Larmor,  ProceeiUngs  of  Royal  Society,  i.  LIV,  p.  438;  ;  décembre  1893. 
Ld  Lumière  éieclrique,  t.  LU,  p.  35i. 
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verse  du  carré  de  la  vitesse  de  la  lumière  dans  le  vide  et    par  K 
le  carré  de  l'indice  de  réfraction,  on  aura, 


K 


(fi 

i_    d^ 
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dz 

dq 

dx 
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dt 
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K,  '^   df 
K,.  '^  di 


'II. 
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cVst-a-dire  que  la  dérivée  par  rapport  au  temps  de  chacun  des 
vecteurs  est  proportionnelle  au  «  crtrl  »  de  l'autre  vecteur  pour 
employer  l'expression  anglaise. 

11  est  aisé  de  voir  que  les  équations  (i)  résument,  pour  ainsi 
dire,  les  principaux  faits  expérimentaux  relatifs  à  roplî<jue  et 
cela  indépendamment  de  toute  théorie. 

C'est  dîiiis  l'interprétation  théorique  que  les  divergences  com- 
mencent. Pour  Fresnel  la  vitesse  d'une  molécule  d'éther  est  re- 
présentée en  grandeur,  direction  et  sens,  par  le  vecteur  (P,  Q,  H  ; 
pour  Mac  Cullagh  et  Xeumann,  elle  est  représentée  par  le  vec- 
teur (y.,  j,  Y'-  Kn  d'autres  termes,  pour  Fresnel,  la  vibration  est 
perpendiculaire  au  plan  de  polarisation,  pour  Xeumann  elle  est 
parallèle  ii  ce  plan. 

Dans  toutes  les  théories  méeani([ues  de  la  lumière,  les  vibra- 
tions de  Tcther  sont  attribuées  îi  son  élasticité  ;  maison  peut  faire 
sur  cette  élasticité  plusieurs  hvpothèsfs;  la  plus  simple  est  do 
la  supposer  analogue  à  celle  des  solides  (pii  tendent  à  reprendre 
leur  forme  primitive,  quand  une  force  extérieui'e  les  en  a 
écartés.  Pour  forcer  les  molécules  d'éther  ii  s'éloigner  de  leur 
situation  d'éciuilibre,  il  faut  doiir  dépenser  un  certain  travail  (jui 
s'emmagasine  dans  le  fluide  et  ([u'il  reslitue.  ([uund,  rendu  a  lui- 
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même,  il  revient  à  réqullibre.  C'est  ainsi  qu'un  ressort  bandé  est 
un  réservoir  d'énergie.  Le  travail  ainsi  emmagasiné  est  ce  qu'on 
appelle  l'énergie  d'élasticité  de  l'éther. 

Dans  l'hypothèse  de  Fresnel,  la  force  vive   de   l'éther  a  pour 
expression, 


il)  -^    /   K(F  +  Q'  +  R')rfT, 


et  son  énergie  potentielle 


G^) 


Les  intégrations  sont  étendues  à  tous  les  éléments  de  volume  d'z 
de  l'espace.  Cela  revient  à  dire  que  la  densité  de  l'éther  est  pro- 
portionnelle à  K;  la  masse  de  l'élément  di  est  alors  proportion- 
nelle à  Kr/T  ;  comme  la  vitesse,  dans  l'hypothèse  de  Fresnel,  est 
représentée  par  le  vecteur  (P,  Q,  R),  la  force  vive  de  l'élément  dx 
est  proportionnelle  h 

KrfT(P  +  Q2  +  R^). 

D'autre  part,  tout  se  passera  comme  si  l'énergie  potentielle 
localisée  dans  un  élément  d-z  très  petit,  était  proportionnelle  au 
volume  de  cet  élément  multiplié  par  le  carré  du  vecteur  de  Neu- 
mann. 

Dans  l'hypothèse  de  Neumann,  au  contraire,  c'est  l'expres- 
sion (2)  qui  représentera  Ténergle  potentielle  et  l'expression  (3) 
qui  représentera  la  force  vive. 

Le  carré  delà  vitesse  est,  dans  cette  hypothèse,  a^  -f-  fl"  -\-  y"^; 
l'expression  de  la  force  vive  montre  que  la  densité  de  l'éther 
est    supposée  constante. 

Quant  à  l'énergie  potentielle  localisée  dans  un  élément  très 
petit  de  l'espace,  elle  est  proportionnelle  au  carré  du  vecteur  de 
Fresnel  multipliée  par  le  facteur  K  qui  représente  alors  l'élasti- 
cité de  l'éther. 

Dans  l'hypothèse   de  Neumann,  l'élasticité   est  donc   variable 
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et  la  dcnsilé  constante  ;  c'est  l'inverse  diins  la  théorie  de  Fresn»;!. 


Cetle  viiriul)ilitc  de  l'élasticité  doi 


:  lie 


(lillicultê 


qui 


est  spéciale  îi  la  théorie  de  Neumanu  et  de  Mac-Culliigli.  La  pres- 
sion de  l'élher  dans  l'état  d'équilibre  ne  peut  être  nulle,  ce  <]ue 
l'autre  hypothèse  aurait  permis  de  supposer.  Elle  ne  peut  non 
plus  être  constante,  elle  doit  dépendre  de  K,  et,  par  conséquent. 
elle  n'est  pns  la  même  dans  deux  milieux  dilTérents.  Pour  que 
ré([uilibre  se  maintienne  malgré  cette  différence  de  pression,  tl 
faut  admettre  qu'il  la  surface  de  séparatiou  de  deux  milieux, 
l'élher  est  soumis  ii  une  foixe  particulière  qui  rappellerait  Jans 
une  certaine  mesure  ta  capillarité  des  liquides.  C'est  ce  qu'on 
appelle  la  «  forte  de  Kiiv/i/io/f  ». 

On  peut  échapper  à  cette  hypothèse  snpplémentuiie,  (jui  n'est 
d'ailleurs  pas  très  gênante,  en  adoptant  tes  idées  de  lord  Kelvin 
sur  l'élasticité. 

L'axe  d'une  toupie  en  rotation  leud  ii  rester  dans  la  position 
verticale  ;  si  on  l'en  écarte,  il  décrira  un  petit  cône  autour  de  la 
verticale,  comme  le  fait  le  fil  d'un  pendule  conique  sous  l'in- 
fluence delà  pesanteur  qui  tend  li  le  ramener  à  sa  position  d'équi- 
libre, l'uur  un  observateur  qui  ignorerait  son  mouvement  de 
rotation,  la  toupie  semblerait  obéir  a  une  sorte  de  force  éluslique. 
On  peut  imaginer  des  appareils  plus  compliqués  qui  reproduisent 
plus  exactement  encore  les  propriétés  des  cprps  élastiques  el 
c'esfce  qu'a  fait  Lord  Kelvin.  Supposons  des  systèmes  articulés 
dont  certaines  pièces,  jouant  le  rôle  de  gyroslats,  sont  animées 
d'une  rotation  rapide.  Dans  ces  systèmes,  aucune  force  n'est  en 
jeu;  et  pourtant  lisse  comporteront  comme  s'ils  étaient  doués 
d'élasticité.  En  apparence,  un  peut  y  emmagasiner  de  l'êuergie 
potentielle  ;  mais  ils  ne  possèdent,  en  réalité,  que  de  Téner^e 
cinétique.  On  peut  donc  se  demander  si  Téther  n'est  pas  cons- 
titué de  ta  sorte  ;  si  un  observateur,  disposant  de  moveus  assex 
puissants  pour  pénétrer  toutes  les  délicatesses  de  sa  structure 
intime,  ne  découvrirait  pas  que  toute  son  énergie  est  due  ii  lu 
Enrce  vive  des  tourbillons  iufiuilésimnux  qui  y  sont  renfermés.  Son 
élasticité,  que  la  théorie  ordinaire  explique  par  des  attractions  ii 
distance  s'exerçant  entre  les  molécules,  serait  due  alors  ii  de 
simples  forces  apparentes  d'inertie,  analogues  dans  une  certaine 
mesure  li  la  force  centrifuge. 
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Il  y  a  toutefoia  une  difTêrence  entre  l'élasticité  ordinaire,  relie 
des  solides,  el  Vélnsticilé  rotalion/ielle  de  I.ord  Kelvin.  Quand  on 
délorme  nn  solide,  son  élnsticilé  est  mise  en  jeu  ;  mais  elle  ne 
l'est  plus  qusind  on  le  l'ait  tourner  en  changeant  son  urientaliom 
dans  l'espace,  mais  sans  elianger  sa  i'ornie.  Il  n'en  est  pas  ainsi 
des  systèmes  articulés  de  I.ord  Kelvin. 

On  ne  peut  changer  leur  orientation  sans  avoir  h  viiincre  une 
BOrle  de  résistance  élastique. 

On  peut  donc,  avec  cette  nouvelle  manière   de  voir,  supposer 
que  les  diverses  parties  de  l'éther  tendent  a  conserver  leur  orien- 
tation, qu'on  ne   peut  les  en   écarter  sans  dépenser  du  travail, 
'  «l  qu'elles  y  reviennent  quand  la  force  extérieure  cesse  d'agir. 

On  peut  greffer  l'hypothèse  de  I-ord  Kelvin,  soit  sur  la  théorie 
de  Fresnel,  soit  sur  celle  de  Neumann.  Dans  l'un  ou  l'autre  eus 
l'énergie  totale  est  représentée  par  la  somme  des  expressions  (»} 
et  (i)  et  elle  est  tout  entière  cinétique. 

Seulement,    dans    l'hypothèse     de    Fiesuel, 
représente  la  force  vive  des  vibrations  de  l'ethei 


lent  dei 


nble 


la    force    vive    de    : 

intimes  encore  (ou  | 

Dans  l'hypothcst 

d'ailleurs  h  suppose 


"expression  (a) 
qui  sont  relali-- 
(IJ)  représente 
beaucoup  plu» 
■Ite  force  vive). 


louvcments   tourhillonnairc 
luLnt  la  partie  variable   de  i 
de   Neumann,    c'est  l'inverse  ;    on   n'a  plu; 
:  l'existence  de  la  force  de  Kirchiiod'. 
Dans  l'un  et   l'autre  cas  on  peut  appeler   énergie  potentielle 
apparente,  la  partie  de  l'énergie   totale  qui  est   due    aux  mouve- 
ments tourbillonnaires  intimes. 

On  peut  s'étonner  qu'en  partant  de  deux  points  de  dépari  aussi 
différents,  on  arrive  îi  la  m^me  expression  de  l'énergie.  Dans  la 
théorie  ordinaire,  une  rotation  sans  déformation  n'eniraine  pus 
de  résistance  élastique,  tandis  que,  dans  la  théorie  de  I.ord  Kel- 
vin elle  en  fait  naître.  Comment  l'énergie  totale  a-l-el!e  mAme 
valeur  dans  les  deux  cas?  C'est  ce  qu'au  premier  abord  oii  a 
quelr|ue  dilliculté  il  s'expliquer. 

On  s'en  rend  compte  en  remarquant  que  l'élher  est  un  milieu 
indéfini  ;  une  perturbation  ne  peut  atteindre  qu'une  partie  finie 
de  ce  milieu,  les  parties  les  plus  éloignées  restant  en  repos. 

Il  est  aisé  de  se  rendre  compte  que  dans  un  pareil  milieu  une 
partie  ne  peut  tourner  sans  se  déformei',  sans  que  d'autres  par- 
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ties  subissent  une  cléformatîon.  Si  Ton  supposait  par  exemple  un 
cylindre  tournant  autour  de  son  axe  tout  d'une  pièce  pendant  que 
le  reste  de  Tcther  demeure  en  repos,  il  y  aurait  là  une  diseonti- 
nuité  que  Ton  ne  saurait  admettre  ;  il  faut  supposer  entre  le 
cylindre  qui  tourne  avec  une  vitesse  angulaire  uniforme  et  l'élhcr 
extérieur  en  repos,  une  couche  de  passage,  qui  pourra  d'ailleurs 
(^tre  aussi  mince  qu'on  le  voudra,  et  où  la  vitesse  ira  en  décrois- 
sant d'une  manière  continue  quand  on  ira  vers  l'extérieur.  Celte 
couche  de  passage  serait  dans  tous  les  cas,  le  sièpje  de  déforma- 
tions. 

TIIÉOUIËS     ÉLECTRIQUES 

444.  —  Ia*s  équations  que  résument  les  lois  observées  des  phé- 
nomènes électriques  présentent  une  remarquable  analogie  avec 
celles  de  l'optique.  Maxwell  a  le  premier  remarqué  cette  analogie 
et  ce  sera  son  éternel  titre  de  gloire. 

Dans  un  milieu  non  magnétique  et  diélectrique,  ces  quantités 
seront  liées  par  des  équations   identiques  aux  équations   (i),    le 

coefficient  —    ayant  môme  valeur  numérique  dans  les  équations 

électriques  optiques. 

Dans  un  milieu  magnétique  et  conducteur,  les  équations  sont 
un  peu  plus  compliquées  et  il  faut  y  introduire  deux  autres  para- 
mètres ;  à  savoir,  le  coeflîcicnt  de  perméabilité  [jl  et  le  coeflîcient 
de  c(>iiductlbillt(''  A.  Les  équations  (i)  j)roniienl alors  la  forme  sui- 
vante, 

1  (h.  _    (IW         (RI 
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K„   '     dt  dz  d.v  ' 
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K,     ""    d/  dz  dfi  K, 


di)         d-  dv. 
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I  (i\  )  ir-  av.  4"    .  .. 

K,,  dt  d.v  dz  K 

1  ,.    d\\  dv.  d'j  4"    \u 

K.,  dt  dii  d.v  Ko 


ihins  Cl-  (iiii  v:i  suivre  tte  supposer  w^  i. 
Nous  pouvons  en  L'fFet  uilo|itei-  i'hypotlirse  d'Anipùre.  Alors  les 
milieux  qui  nous  semblent  miiffiiêtiquesclevr.ni'nt,  pour 
valeur  dont  les  sons  scniient  assez  subtils,  appnraitrc  comme 
dénués  de  mngnétismc  miiis  purcourus  piir  un  Iri's  grund  nombre 
de  cuunmts  pHi'ticuliiîres. 

[/îdcnlîté  de  la  himici-e  et  de  l'élcctrieilé  semble  hors  de  doute 

d'iipi'ès  ces  considérations  que  des  expériences  ont  confîrmces  et 

un  y  a  d'abord  chcrclié  une  cxplicntion  nouvelle  des  phi^numênes 

i  optiques  destinée  ii  fiiîre  oublier  les  uncîennes  explicntions  méca- 

,  niques. 

Puis  on  11  cherché  une  explication  mécanique  commune  de  la 
lumière  et  de  l'électricité,  et  alors  l'idée  la  pins  nîttuicllc  était 
de  revenir  uns  théories  élusttqiies  dont  j'ai  parlé  plus  haut  et  qui 
nvaient  si  longtemps  paru  tout  ii  fuit  sntlsfuisiintcs.  Puisqu'elles 
rendiiienl  compte  de  la  lumière,  il  s'agissait  de  lesudnpter  à  l'ex- 
plication de  l'électricité. 

I .'adaptation  aurait  été  immédiate,  si  les  équations  deréleclrl- 
eité  n'étaient  comme  nous  venons  de  le  voir,  plus  générales  que 
celles  de  l'optique.   Malheureusement  les  équations  (i)  ne  sont 


qu< 


de! 


i  particuliers  des  équations  [4)- 


(lette  circonstance  ne  doit  pas  toutefois  noua  décourager  ;  pre- 
nons une  quelconque  des  théories  optiques,  celle  de  Fresnel 
par  exemple  ;  dans  cette  théorie  hi  vitesse  de  l'éther  est  repré- 
sentée par  le  vecteur  (P,Q,R)  ;  supposons  par  conséquent  que  la 
vitesse  de  l'éther  soit  représentée  par  la  force  électrique.  Repre- 
nons les  équations  (4},  et  interprétons-les  en  conséquence,  elle» 
exprimeront  certaines  propriétés  de  l'éther  ;  ce  seront  les  pro- 
priétés qu'il  faudra  attribuer  ii  ce  iiuide,  si  l'on  veut  conserver 
la  théorie  de  Fresnel. 

.\u  lieu  d'appliquer  ce  procédé  d'adaptation  i.  la  théorie  de 
Fresuel,  on  peut  l'appliquer  il  celle  de  Neuniann  et  M»c-Cullagh 
et  c'est  ce  qu'a  fait  M.  Larinor. 

Dans  l'un  et  l'autre  cas,  on  est  coiuluît  à  attribuer  à  l'éther  des 
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proprii^tés  assez  éti-aiigi's  et  faites  pour  nous  surprendre  au  pre- 
mier abord.  Il  convient  en  tout  cas  d'insister  sur  ces  êtraiigelés, 
Boïl  cjii'on  veuille  laïuiliiiriseF  les  esprits  avec  elles,  soil  qii*on  les 
regarde  comme  des  olialacles  insurmontables  qui  ne  pcnnetlenl 
pas  d'iiduplcr  ces  explications 


IF.SNEI,. 


de  la  lumière,  iiujour- 
itpprend  que  ce  fju*on 
que 


chose  ) 


445.  —  La  théorie  éleetromag»êii(| 
d'Iiui  confirmée  par  l'expérience,  noi 
appelle  en  optique  le  vecteur  de  Fresnel  n'est  autre 
la  force  électrique,  et  que  le  vecteur  de  Neumann  est  identique 
avec  la  force  magnétique.  Si  donc  nous  voulons  conserver  lu 
théorie  de  Fresnel,  il  faut  que  nous  admettions  que  la  vitesse 
de  l'éther  est  représentée  en  grandeur,  direction  et  sens,  pjir  la 
force  électrique. 

Mais  cette  hypothèse  entraîne  des  conséquences  singulières. 
Considérons  une  petite  sphère  éleclrîsée  ;  in  force  électrique  est 
pitrlout  dirigée  suivant  le  rayon  vecteur  qui  va  au  centre  de  la 
sphti'c  ;  telle  devrait  donc  Hre  aussi  lu  direction  de  la  vitesse  de 
l'éther. 

Il  en  rt'sulteriiit  qu'une  sphère  électrisée  positiveiin-nt.  par 
exemple,  iibsurberiiit  lonslamment  de  l'élher  et  qu'une  spliùre 
électrlsée  négativement  en  émettrait  constamment. 

Kl  celte  absorption  ou  cette  émission  devrait  durer  tant  que  la 
sphère  conserverait  sa  charge. 

En  d'autres  termes,  les  parties  de  l'espace  oii  nous  disons  qu'il 
y  a  de  l'électricité  positive  ou  négative  seraient  celles  où  lu  den- 
sité de  l'clher  va  constiimment  en  augmeutunt,  ou  constammenl 

Cela  semble  bien  dillicilc  ii  admettre  ;  comment  lu  densité  tic 
l'éther  pourruit-elle  varier  si  longtemps  toujours  dans  le  m^mc 
sens,  sans  que  les  propriétés  de  cet  éther  en  paraissent  modifiées  ? 
Fuudni-t-il  donc  supposer  que  la  densité  est  très  grande  et  sa 
vitesse  dans  un  champ  électrique  très  petite,  de  sorte  que,  mal- 
gré la  durée  de  l'éleclrisalion,  les  variations  relatives  de  lu  deu- 
sité  soient  peu  sensibles  ? 

Poursuivons  néanmoins  notre    exanuMi.  Vo\ons  si   celle  com- 
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prcssibilité  iiidcGiiio  de  l'êther  n'est  pas,  sinon  plus  intelligible, 
au  moins  plus  confurme  aux  hj'pothèscs  hnliituelles  ([u'il  ne 
semble  au  premier  abord. 

Vu  gaz  ne  transmet  pas  les  vibnitions  transversnles  ;  celii  lient 
ù  ce  qu'un  glissement  intérieur  entre  les  couches  gazeuses  ne 
prnvoijiie  pas  de  n^sistance  élastïtjue  ;  si  mfme  le  gaz  êtiiit  dé- 
pourvu de  visi-osité,  un  mouvement  de  glissement,  une  luis  eom- 
mencé  sepoursuivrait  indêrinimcut. 

De  même  l'éther  no  transmet  paa  les  vibrations  longitnili- 
Dules,  ce  i[ui  peut  s'expliquer  de  deux  manières  :  ou  peut  sup- 
poser i[u'il  est  absolument  incompressible;  nn  peut  imaginer, 
et  c'est  lit  riiypollièse  que  1' "resnel  est  obligé  de  luire  pour  expli- 
quer la  réflexion,  qu'il  est  au  contraire  incapable  de  résister  ù  la 
compression. 

La  compression  dans  l'éther,  de  même  que  le  glissement  dans 
les  ga7,  ne  doit  donc  pas  provoquer  de  résistance  élastique;  et 
alors  quand  une  particule  d'élber  a  commencé  ii  se  contracter  ou 
k  se  dilater,  cette  contruclinn  ou  cette  dilatation  se  poursuivra 
indéliuinient. 

Les  hypothèses  anciennement  admises  entraînaient  doue  déjii 
celte  const-quenee  que  nous  jugeons  invraisemblable  ;  on  tes  ac- 
ceptait pourtant  parce  qu'on  croyait  qu'elles  n'étaient  qu'appro- 
chées; pour  adapter  lu  théorie  de  Fresnel  aux  phénomènes  êlec- 
tri<]ues,  il  faut  au  contraire  les  supposer  très  près  d'être 
rigoureusement  réalisées,  et  c'est  de  tîi  que  vient  la  dillieuUé. 
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I  pas 


i  la  lever;   mais  je  ne  puis  passer  sons 
es  considêralions  qui  précèdent  et  lei 


silence  l'analogie  entre 

sphères  puisantes  de  UJerknes.  Pendant  i|ue  l'une  de  ces  sphè 
se  contracte,  le  mouvement  dans  le  liquide  envtronmuit  esl  tout 
h  fuit  -pareil  ii  celui  que  la  théorie  précédente  attribue  à  l'éther 
dans  le  voisinage  d'une  cinirge  électrique  positive.  (Jnaud  celle 
sphère  se  dilate,  elle  est  au  contraire  assimilable  à  une  niasse 
électrique  négative. 

On  sait  que  la  représentation  des  phénomènes  électrostatiques 
par  les  sphères  do  Bjerkncs  n'est  qu'imparfaite  et  cela  pour  deux 
raisons.  La  première  sur  laquelle  on  a  surtout  insisté,  c'est  que 
le  signe  des  phénomcues  est  changé. 

La    seconde  n'est   pus   moins   importante.   Bjerlines    fait    agir 


y-jrr  >i.  •  *  ;.i:'-  i)f-i:\  >]•!. *-!<*>.  dont  ]f-<  pulsations  ont  xn^aif 
j«vri\*.i*-.  j-  :-.Lî>  .*-f  T'ii^isîtTÎi.ii't  ont  toujoors  m^me  phase,  ou  bi^L 
j'bîtf."  i«j-pi.»>'*^.   ir  :*-lIr  lîiv<iii  qn<*  la  dîffêreiMre  de  phsise  est  t«.*u- 

Eî:  >''  :'->::' ^jniiiM  itiTj^j.  il  if}»i*êsente  les  phénomènes  fl^-t- 
'îTr-jurs  M.  >:J-tj*-  ]■!*•>:  :'.  <'.rah  arrÎAé  sans  cela  à  des  lois  l*^i<i;- 
c«.»i]'  ]'?'.i>  (.•:!.]•; liiD'-^^'f  :  <;:]»}K»*^»u>,  par  exemple.  tn»îs  "^^phri^ 
j-ii!>;:  t->  A.  B  *î  C  îi\i<:.:  nirine  j»^ri<«le,  maïs  ayant  resjK*ct:A»- 

njfîil  j»i»i:i  }»::î{>t    o,  — ^  r:  —  :  A  u'aprait  pas  sar  B.  ni  B  sur  (.: 

n:;ii>    A   ic.rî.ît   >d!  C    «^:i   n'îi  plus  du  tant  la    reprend uctî*»»  i!-* 

i"is   i-  ]  '.'■(■  :ri»>ti»:}'j Ut*. 

*  »:    s:    .  n:.    iiiriiv:    iJr    IVlrrljîcîtè    est    due    à    de    senîl»l:il»i»-?' 

•  ♦Si  !- !;i*.v»:.s.  i»:i  ]n»uT!ii  sujijH»s<-r  à  Isi  rii^oeor  que  ces  oscîllatîoi»* 
;i:r'.:   1fiiii*«uis  m''n;r  [mi^ovIt-:  mais  il  n  y  a  aucune  raiscin  jH»ur 

•  Jllr   ".'  -.i:!!*-:»  î^o-   ^i*-  ;•}:»«>'-  Soît  ti»ujt»Drs  O  OU  TI. 

r.  ♦'».'.--   «^îiiit  l'ivr.   ioror  A*-  iK»Dner  a  ses  sphères  un   itjoua^ 

•  •  •/  v::  .  :i!.  ii:;.>  rrîlir!  înil»-finîment  conipressihlo  «It*  ia 
:!:'.♦::.  J-  Fî'-î!'!  ir.l.ijitf  ■.  iu»us  donne  Timaj^e  de  sphr*rt*< 
j'ir-t*'»'  1»::  .;i  .  M:i:r.:v  tio:i  »»ii  \*\  dilatation  durerait  indt-ti- 
iMiîi'/îiî  t-î  jMiiii  \\\\\<\  iliit-  df  Sphères  puisantes  de  perirnlr 
iîitiiiî»-. 

I  «*-  .ttt!  ;i,  *î««^>  r-\  rî:«»sî  jlîqiirs  seraient  donc  immédiate 
1^' !/  •  m':  v,;.  .  >.  -:  :•  ••>\i'.t  ].♦  dîlîiciiîtè  du  chaii''em»nt  •!' 
*-;_         i  • -•  '     -!    -    :  "    :    -  »  :  iif»us  V   rrvienvli  on<. 

N'    •  "  •  •   '      -"_    ":  V    *:.'M    'les  e^juiitions     \     :    ;i.lopl.i:i: 

1  InI'"':     -         A  :  ;  -    v:    •-      ^  =  i.  F*  on  prt»vî<-iit    J.»  termv 

•  ^  ;  -:':••  .-  .  >  '  l.- '3\  conducteurs  ?  I/îiitt-rpi ''ta- 
ti"»!.  « 'i  ' -'  ...-•'.  !  •.  ]  -  . '•:  :.;.t'iîis  ^\\\\  si»nt  le  sî**i^e  «l'un 
o»>in.iî:î  x.il:;.  •;•;'.  '..  >  ■  :••".''  •::  \v.\  oonnint  continu  tr^-îlitr: 
il  \  «  n  ;i  \\\\  n^i--.  :  :  .•'-.'-  1.'  '  i  t:  :<jiit-s  dans  un  chainp  »-]fO- 
triqih^  ai::--!  .j!i.-  ;.-  .  •!  :  *  J'-'-  ;'  '«i*  :  î"iii>  tandis  tint»  l'.-îher 
|MMnr;iît  >:•  .l«|''..n'-  •  j  •:.'.'-■>  •>  : .•  .«lî! i«juos  sans  suliîi'  luicun 
li(»!f.'mc;i' .  i.  I  !.»*•••• ..':  -  .•  ..:  ■•.'•i.-îr  d'-s  conducteurs,  et  oo 
N.TMit  1;«  loît'.-  \i\.  .1-  -r  .'.-'  ]..;  ,  ••  nnîî.-Hifnt  qui  si*  tninsforme- 
r;iil  c\\  t'h.iini!    i-^   «jii:   .     ;.  i:,"!-  .-  ,'•  '.■•  riii-uit  vollaûjuo. 

P.inui  1«'*^  nHui\  »;iii*  'i  -  •i»»'.*  .  .-'!!.•:  p.-iit  ♦'•tir  le  siè:;f»,  i]  y  en 
a   (ini    IH'    j>ri»\ <M|ii«'iit    .liinii;»     î  ••-i-tnuof  ••lii>ti<]ue  :   ce    s<»nt    des 
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mouvements  de  cette  sorte  qui  se  produisent  dans  le  voisinage 
d'un  circuit  parcouru  par  un  courant  voltaïque  permanent. 
Mais  on  ne  peut  directement  passer  du  repos  à  un  semblable 
mouvement  ou  inversement  ;  il  y  a  nécessairement  une  phase 
transitoire  où  d'autres  mouvements  se  produisent,  qui  eux 
sont  transversaux  et  doivent  mettre  en  jeu  Télasticité  de  Téther. 
Ce  serait  cette  réaction  élastique  qui  produirait  les  phénomènes 
d'induction. 

Nous  reviendrons  plus  loin  en  détail  sur  tous  ces  points. 


THEOniE    DE    LARMOR 


446.  —  La  théorie  de  Larmor  n'est  autre  chose  que  l'adapta- 
tion de  la  théorie  de  Neumann.  La  vitesse  de  l'éther  est  alors  re- 
présentée en  grandeur,  direction  et  sens  par  le  vecteur  de  Neu- 
mann, c'est  h-dire  par  la  force  magnétique. 

Comme  nous  supposons  ;jl  =  i  on  a  partout, 

(It.         ^/3  dy 

1 1 =  o, 

d.v         dy  dz 

et  Téther  apparaît  comme  incompressible.^ 

Si  l'on  considère  un  fil  rectiligne  parcouru  par  un  courant  vol- 
taïque, dans  le  voisinage  de  ce  fil  l'éther  est  en  rotation  ;  chaque 
molécule  décrivant  une  circonférence  qui  a  pour  axe  l'axe  môme 
du  fil  ;  la  vitesse  angulaire  de  rotation  est  en  raison  inverse  du 
carré  du  ravon  de  cette  circonférence. 

Les  phénomènes  d'induction  électromagnétique  sont  dus  sim- 
plement à  rinertie  de  l'éther. 

L'éther  est  doué  de  l'élasticité  rotationnelle  telle  que  la  com- 
prend Lord  Kelvin;  on  ne  peut  donc  écarter  une  particule  d'éther 
de  son  orientation  primitive  sans  avoir  à  dépenser  du  travail. 
Mais  cette  résistance  n'est  pas  toujours  de  même  nature. 

Dans  les  diélectriques,  c'est  une  résistance  élastique,  et  une 
particule  d'éther,  écartée  de  son  orientation  primitive,  y  revient 
dès  qu'on  l'abandonne  à  elle-même  ;  dans  les  conducteurs  c'est 
une  résistance  analogue  à  la  viscosité  des  liquides,  cette  parti- 
cule ne  tend  pas  h  revenir  d'elle-même  h  son  orientation  primi- 
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tive,  et  tout  le  travail  dépensé  pour  l'en  écarter  a  été  transformé 
en  chaleur. 

Les  choses  malheureusement  ne  sont  pas  aussi  simples  que 
cela,  et  il  y  a  une  difliculté  qui  mérite  quelque  attention.  Le 
couple,  qui  dans  cette  théorie,  tend  à  ramener  une  particule 
d'éther  à  son  orientation,  est  représenté  en  grandeur,  direction 
et  sens,  par  le  vecteur  de  Fresnel,  c'est-à-dire  par  la  force  élec- 
trique (P,  Q,  R). 

Si  l'élasticité  rotationnelle  de  Lord  Kelvin  demeurait  inaltérée, 
au  moins  dans  les  diélectriques,  on  devrait  avoir  à  un  facteur 
constant  près, 

K,  dz  dy  ' 

Kç  d.r  dz 

;,  7,,  vj  désignant  les  composantes  du  déplacement  d'une  molé- 
cule d'éther  à  partir  de  sa  position  primitive. 

11  en  résulterait  que  le  fhix  de  force  électrique  qui  traverse 
une  surface  fermée  quelconque  dans  le  diélectrique  devrait  être 
nul  ;  en  d'autres  termes  la  charge  totale  d'un  conducteur  isolé 
devrait  être  nulle. 

11  est  donc  nécessaire  d'introduire  dans  la  théorie  une  modifi- 
cation profonde  et  cette  nécessité  n'a  pas  échappé  à  M.  Larmor 
<[ui  s'expll([uo  sur  ce  point  en  ([uel([ues  lignes  [Proceedim^s^ 
j  déc.    i(S().i,   p.  447?  lignes  j  à  24). 

Pour  voir  (nielle  est  la  niodilicalion  convenable  il  \\\*  a 
qu'une  chose  à  faire  ;  reprenons  les  équations  (4)^  interprétons- 
les  dans  le  langage  de  la  théorie  de  Larmor  et  voyons  ce  qu'elles 
siijfnifienL 

Posons 

'     KP'  =  4^— ^, 
K,  dz         du 

la  seconde  éciualion  (4)  deviendra, 


Si  ),  était  constamment  nul,  on  aurait  P  =  P',  c'est-à-dire  que 
le  couple  développé  piir  l'élasticité  de  l'élher  tendrait  à  ramener 
chaque  particule  d'éllier  â  son  orientation  primitive. 

Supposons  mninlenaiit  que  X  soit  variable  ;  d'ubord  nul,  ce 
coellicienl  prendrait  une  valeur  positive  pendant  quelque  temps, 
puis  redeviendrait  nul.  C'est  à  peu  près  ce  qui  arrive  duns  le  cas 
d'une  décharge  disruplivc  ;  l'air  d'ubord  isolant,  cesse  de  l'i^tre 
pendant  quelques  instants  au  moment  de  la  décharge  et  perd  en- 
suilc  de  nouveau  ses  propriétés  conductrices. 

Quelle    est   alors    la  signification  de  l'équation    (5)  '.'  On  aura 


P- 


*/" 


■■/f, 


iU    la 


riiitégrale  j'/.PJl  devant  iHre  étenilue  à  toute  la  duri 
décharge,  et  élant  pur  conséquent  proportionnelle  à  V.i  quan- 
tité d'électricité  qui  a  passé  pondant  cette  décharge  ;  je  puis  donc 
écrire, 

P  — P'=/s. 


A  étant  un  coellici 


étant  celte  quantité  d'éloc- 


Après  la  décharge,  le  couple  élastique  ne  tend  plus  ii  rame- 
ner la  particule  d'éther  à  son  orientation  primitive,  c'est-à-dire 
à  une  orientation  telle  que  P  =  o,  mais  à  une  orientation  telle 
que  P  =  As. 

Pendant  la  décharge  le  diélectrique  perd  son  élasticité  rota- 
tionnelle ;  après  la  décharge  il  la  recouvre,  mais  /irofondèmeni 
modifiée  par  le  passade  de  l'électricité. 

L'élasticité  des  solides  nous  olFre  des  phttnomènes  tout  sem- 
blables. Une  barre  d'acier  soumise  à  une  traction  s'allonge, 
mais  pour  revenir  à  sa  longueur  primitive  dès  que  la  traction 
cesse.  Si  on  la  chauffe  au  rouge,  elle  perd  son  élasticité  et  de- 
vient ductile  ;  sous  la  traction,  après  s'être  allongée,  elle  conser- 
vera,la  longueur  qu'elle  aura  ainsi  acquise  même  quand  cette  trac- 
tion aura  cessé.  Si  ensuite  on  la  refroidit,  elle  recouvrera  son 
élasticité,  mais  cette  élasticité  sera  modifiée,  car  elle  ne  tendra 
pas  à   ramener   la  barre  ii   la    longueur   qu'elle  possédait  avant 


A  rnopos  ùF-  L 
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la  longueur  qu'elle  avait  nu  moment 


!-t-il  iilurs  Jeids  l'étlier  ({ui  entoure  un  corps  ^Irc- 


toiitps  ccsopiii 
oii  l'clasticili)  ; 

(Ji,e  ..  p.,.., 
trïsé? 

Cliiiqiie  particule  est  souniJso  ;i  un  couple  élastique  qui  tend  à 
la  ramener  u  une  itrioiiUitiuii  donnée,  dillércnte  (au  moins  pour 
celles  qui  ont  été  traversées  par  de  rèleefrîcité  pendunt  )i 
charge)  de  celle  qu'elle  possédait  avant  l'éleclrisation.  Lits  par- 
ticules étant  solidaires  les  unes  des  antres,  les  orientntioD< 
qu'elles  tendent  ii  prendre  sont  en  général  iuconipntibles.  II  se 
produit  alors  un  équilibri^  où  chacune  de  ces  particules  est  coiD' 
parable  ii  un  petit  ressort  tendu.  Le  travail  des  forces  élec 
trostatî({ues  n'est  itutre  chose  que  l'énergie  emmagasinée  dani 
ces  petits  ressorts. 

Celle  explication  ne  me  salîsfail  pas  encore  complc-lemenl 
parce  que  nous  n'avons  envisagé  que  la  décharge  disriiplîve, 
et  que  nous  avons  laissé  de  côté  le  cas  où,  pour  tiiodificr  lei 
charges  de  deux  conducteurs  on  les  met  en  cum m uut cation  h 
l'aids  d'un  lil  métallique,  pour  les  isoler  ensuite  de  nouveau  ei 
écartiiut  te  fil. 

Mais  lit  on  a  ulTuire  ii  des  corps  en  mouvement,  et  la  diflicùllé 
est  pins  grande.  .\u  lieu  des  équations  (4|  qui  sont  celles  de 
Hertz  (Ciiinc/fsleiffinngen  der  Eleclrodtjnamik  (tir  ritheiidc  K<Sr- 
per,  Wieilemann's  Annalen,  4o,  p.  ^~~,  et  la  Lttmiitie  électrique 
t.  XXXVII,  p.  i3-,  i88,  aii^}  il  faut  considérer  les  équnliuns 
beaucoup  plus  compliquées  du  second  mémoire  de  llertx  sur  les 
corps  en  mouvement  [Giiindgleichnngcn  der  Elecirodiftiaintk 
fur  lien-egle  K^irper,  Wiedemanns  Anunlen,  4i,  et  la  Lumière 
èlecliiqiie,  t.  XXXVIII,  p.  4****  ^'  Û4^]'  J'étudierai  ces  êquiitions 
un  peu  plus  loin  et  je  chercherai  quelle  est  leur  signîficatioo 
quand  on  les  inlerprète  soit  dans  le  langage  de  la  théorie  de 
Fresnel  adaptée,  soit  dans  le  langage  de  la  Ihéorie  de  Lai;mor. 

J'aurai  ainsi,  du  même  coup,  l'explication  dans  l'une  et  dans 
l'autre  théorie,  des  phénomènes  mécaniques  dont  un  champ  élec- 
tro-magnélique  est  le  sît-ge,  c'est-à-dire  des  attractions  éleciros- 
taliques  et  des  actions  mutuelles  des  courauls. 

l'onr   achever   de  tracer  le    programme  des  questions  que   je 


ux  traite 


dans 


<pn 


,  j  attirerai  ciici 
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sur  deux  autres  dillicultés  que  nous  iinruns  û  exainiuer  eu  Ji'-tuil. 
Géiit- raie  meut  dans  les  recherches  sur  l'électricité  on  admet  (jue 
les  défurnintions  des  corps  élastiques  sont  trts  petites  ;  ici  une 
sembliiltlc  hypothèse  n'est  plus  permise  ;  dans  un  champ  magné- 
lique  constant  lu  vllesse  de  l'éther  est  égalemcntconstante  d'après 
riiypothêae  de  Larmor,  et  toujours  dans  le  même  sens.  Au  bout 
d'un  certain  temps,  les  molécules  d'éther  doivent  avoir  éprouvé 
des  déphicemeuts  sensibles,  et  cela  même  en  supposant  cette  vi- 
tesse constante  très  petite  ;  car  dans  les  corps  magnétiques,  il 
luut  supposer  l'existence  de  courants  particutaires  perniancnts 
qui  duiveiit  durer  depuis  Torlginc  du  monde,  bien  qu'ils  ne  se 
manirestent  que  quand  le  corps  est  »  iimgnêlisé  »  c'est-à-dire 
quand  tous  ces  petits  courants  sont  ramenés  par  nnc  cause  <'xlé- 
rieure  à  une  orientation  commune.  Quelque  petite  que  soil  la 
vitesse  de  l'éther,  un  mouvement  qui  se  produit  toujours  dans  le 
même  sens  depuis  l'origine  du  monde,  u  nécessairement  produit 
des  déplacements  considérables. 

En  seco'nd  lieu,  dans  un  champ  magnétique,  l'éthei'  est  sup- 
posé en  mouvement  et  il  devrait  entraîner  les  ondes  lunii- 
neuscs. 

M.  Larmor  dit  à  ce  siijot  à  la  lin  d.-  son  tiavail  : 

«  Le  professeur  O.  Lodge  a  i)ir'n  \oulu  cxamin 
Il  champ  magnétique  sur  la  vitesse  de  la  lumière  ;  mais  i 
»  eu  déceler  aucun,  bien  que  les  moyens  qu'il  employait  fussent 
»  extrêmement  délicats  ;  ÎI  en  résulterait,  dans  noire  théorie 
Il  que  le  mouvement  dans  un  champ  magnétique  est  très  lent, 
)j   et  par  conséquent  la  densité  du  milieu  très  grande.  » 

Ainsi  ce  mouvement  était  si  lent  que  lo»  expériences  de  M.  O. 
Lodge,  quoique  très  précises,  ne  l'étaionl  pas  encore  assez  pour 


t  d'un 


le  mettre  en  évidence.  Pour  dire  toute  ma  pensée,  j'e 
ces  expériences  eusseut-ellcs  été  cent  ou  mille  fois  plus  pré 
le  résultat  aurait  encore  été  négatif. 

Je  n'ai  ii  donner  ii  l'appui  de  celte  opinion  que  des  raîai 
sentiment  ;  si  le  résultat  avait  été  positif,  on  aurait  pu  m< 
la  densité  de  l'éther  et,  si  le  lecteur  veut  bien  me  pai 


que. 


vulgarité 


de  cette  expression,  il  me  répugnedc  penser  que  réllier 
é  que  cela. 
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n'existait  pas  ;  soit  L,M,N  cette  force;  l'autre  due  à  l'action  de 
la  matière  sur  Téther  et  dont  les  composantes  seront 

Une  particule  de  matière  est  également  soumise  à  deux  forces; 
Tune  est  la  réaction  de  l'éther  sur  la  matière  et  a  pour  compo- 
santes, 

B  (=,-$,},       B(r..-T.,),       B(!;,-g. 

I/autre  est  une  sorle  de  frottement  dont  Helmholtz  n'explique 
pas  très  bien  Torigine  et  qui  a  pour  composantes 


dt  '  ^    dl   '  dt 

B  et  C  sont  des  constantes  qui  dépendent  de  la  nature  du  corps. 
Les  équations  du  mouvement  deviennent  alors, 


dt' 


fl 


ri    j,i 


(''   —  ^]  —  C 


,   dl. 


il'  ^"'  -  dl 

(Test  il  l'aide  de  ces  équations  que  Ilelmholt/  rend  compte  de  U 
dispersion.  Mais  tel  n'est  pas  notre  hut  ;  nous  voulons  au  con- 
traire nous  en  tenir  au  premier  degré  d'approximation  où  ou 
néglige  la  dispersion  et  pour  cela  il  faut  supposer  que  B  étant 
très  grand,  on  a  sensiblement  ;,  =  ;^. 

En  ajoutant  les  deux  équations  précédentes  et  faisant  $,  =  Ç, 
il  vient 

(5)  (p+p.)^L=L-C§-. 

Il  nous  reste  à  voir  ce  qui  arrive  si  on  suppose  l'éther  immo- 
bile (sauf  son  mouvement  de  vibration  bien  entendu)  et  la  ma- 
tière en  mouvement. 

Nous  désignerons  par  ;,  r,,  JJ  les  composantes  de  la  vitesse  de 
la  matière. 

Nous  représenterons  par  -^  et  par  -rr^-  la  projection  sur  Taxe 
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des  X  do  la  vitesse  et  de  raccélcratîon  d'une  molécule  matérielle, 
de  sorte  que 

iV   ""   dt  "^^  (Lr   '^  '  dy'^^    dz   ' 
et  en  négligeant  les  carrés  et  les  dérivées  de  $,  •/;,  ^  : 

<y%  _  d%     .  d%         d%       ^  d% 

(V   ~   .//-  "^^^  dxdt  '^'^''^  dydt    '^'^^lï^dT' 

1/équalion  (5)  devient  alors, 

12*'  "\2îi  "\îr 

^  ^  '     dt^  ^^    dl'  dt 

Il  est  aisé  de  voir  d'abord  que  cette  formule  (5  bis)  rend  compte 
de  l'expérience  de  M.  Fizeau.  Imaginons  en  effet  que  le  milieu 
soit  un  diélcctri(|ue  parfait  (d'où  C  =  o)  et  que  les  ondes  lumi- 
neuses soient  planes,  le  plan  de  l'onde  étant  parallèle  au  plan 
des  .r// ;  alors  ;,  est  fonction  de  c  et  de  /  seulement  et   l'on  a  : 


72'* 


A   étant  un  coeflicient  constant. 

Supposons  de  plus  que  la  vitesse  de  la  matière  soit  constante  et 

parallèle  à  Taxe  des  c,  de  sorte  (pie 


dl'  dt'      '    ^    dzdt      '     "      dzr 

On  a  d'ailleurs 

K^  étant  la  vitesse  de    la   lumière   dans  le   vide,   et    l'équation 
(.")  his^  devient  ; 

/-'  /  d-  r/"'  d^"'    \ 


'^  77?"  "*~'^'  l  di'  +  ^  ;77;7r  ^  ^  i 


'f)-?'^^i- 


d'où,  si  Ton  appelle  pour  un   instant  L'  la  vitesse  de  propagation 
(le  Tonde  : 
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d'oii  en  négligeant  le  carré  de  ^ 


u  =  k,y/    ? ^ 


?  +  ?i     ? + 


?. 


Il  est  clair  que, 


5  4-  0, 


=  K. 


P 


il  vient  donc  finalement, 


^=Wi-i^-i)- 


On  voit  donc  que  cette  théorie  rend  bien  compte  de  Tentraî- 
nement  partiel  des  ondes  constaté  par  Fizeau  (p.  Sga). 

Mais  elle  cessera  de  paraître  satisfaisante  si  on  veut  l'appliquer 
aux  phénomènes  électriques. 

Reprenons  les  équations  (5  bis)  en  supposant  C  =  o,  il  vient, 


et  do  m^mc. 


(II'      '   "   iV* 


0 ■ h-  0     


f2 


=  N. 


Comme  on  a 


si  Ton  pose 


^ù'  (/t/  d: 


^/i,  ^/r,,  rf^ 


6  =  ^i^  +  .:i^-l 


r/.r  rf//  rf^ 


^^e         0^0 


il  viendra, 

Les  d  ordinaires  représentent  toujours  les  dérii^ées  prises  par 
rapport  à  t  en  supposant  le  point  x,  ?/,  :;  fixe  et  les  d  ronds,  en  sup- 
posant le  point  .r,  y,   z  entraîné  par  la  matière. 

Pour  nous  rendre  compte  de  la  signification  de  cette  équation, 
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reporlons-noiis  à  ce  (|iie  nous  avons  dît  plus  haut  de  la  théorie  de 
Frcsncl  adaptée.  Nous  avons  vu  que,  dans  cette  théorie,  aux 
points  où  il  y  a  de  rélectriclté  positive,  la  densité  de  l'éther  va 
constamment  en  augmentant. 

Or,  d'après  une  formule  bien  connue,  0  représente  la  conden- 
sation de  Tétlier,  c'est-à-dire  l'excès  de  sa  densité  actuelle  sur  sa 
densité  normale.  Dans  cette  manière  de  voir,  la  densité  de  Télec- 

trlcité  libre  serait  donc  proportionnelle  à  — r-. 

Il  pourrait  y  avoir  doute  dans  le  cas  où  les  corps  charcçés  d'élec- 
tricité sont  (Ml  mouvement.  On  peut  se  demander  alors  si  la  den- 
sité   de    rélectriclté  doit   être    représentée   par  — r—  ou  par  ; 

mais  le  résultat  (jue  j'ai  en  vue  n'en  sera  pas  changé. 

Supposons  que  ;^=y,  =0,  !Ç=  constante;  l'équation  (6)  devient 

\)  ailleurs  -;--  et  —,-  satlsleront  comme  0  à  l'équation  (6  /ji's 

dette  équation  est  contredite  par  l'expérience,  l'électricité 
devrait  être  entraînée  avec  la  même  vitesse  que  la  matière  puis- 
qu'elle reste  attachée  aux  corps  ([ui  en  sont  chargés  et  on  devrait 
avoir, 

al  iHaz  (Iz 

——cl   --- salislaisanl  comme  'J  a  I  o(|iiation    h  tor  . 

(Icttr  no'.ivrllr  th<'M)rie  n  est   doue  pas  plus  satisfaisante  que  la 
prrrnièrr. 

^h^is  c<'  n'rsl  pas  là  la  forme  à  laquelle  Ilelmholtz  s'est  arrêté; 
\\  la  théorie  de  la  dispersion  ([ne  nous  venons  de  discuter  et  qu'il 
avait  (lévelo|)|)ée  avant  le  triomphe  de  la  doctrine  de  Maxwell,  il 
LMi  a  subslllu»'  une  autre  ([u'il  a  exposi'e  sur  la  fin  de  sa  vie  dans 
\i'  tonw  XLVII I  (les  Aniuilcs  de  Wiedenimui  \hJectronia^ne(isc/te 
Théorie  (ier  l'drhenzerstreunni^].  A  ce  mémoire  de  Ilelmholtz  se 
rattache  un  travail  de  Keif  Wied .  Ann.,  t.  L,  For(/)fIanzttn^r  ^/^^ 
Lie/iles  ,  (|ni  examine  les  eonsé([uenees  de  la  théorie  de  Ilelmholtz 
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précisément  au  point  de  vue  qui  nous  occupe,  c'est-à-dire  au 
point  de  vue  de  rentraînement  partiel  des  ondes  par  un  milieu 
en  mouvement,  llelmholtz  suppose  que  dans  les  diélectriques  la 
polarisation  électrique  se  décompose  en  deux  parties  ;  la  polari- 
sation de  Téther  dont  nous  désignerons  les  composantes  par 
X,  Y,  Z  et  la  polarisation  de  la  matière  que  nous  désignerons  par 
f^g-,  A,  et  que  le  savant  allemand  attribue  à  une  sorte  d'électro- 
lyse  incomplète. 

Le  courant  de  déplacement  total  a  alors  pour  composantes: 

^X         df  d\         dg  dL     ,     dh 


dl  dt  '  dt  dt  '  dt  dt 

L'énergie  électrostatique  localisée  dans  le  volume  d-z  est  d'autre 
part  la  somme  de  trois  termes,  un  terme  en  X"  +  Y"-|-Z^,  un 
ternie  en  f^  -|-"o^  "h  '*^  ^^  ""  ternie  en  X/*+  Vif -f-  /Ji,  En  par- 
tant de  ces  hypothèses,  llelmholtz  rend  compte  des  lois  de  la  dis- 
persion ;  mais  Reif  a  voulu  voir  comment  on  pourrait  expliquer 
dans  le  même  ordre  d'idées,  l'expérience  de  Fizeau  répétée  par 
Michelson  et  Morley.  Il  a  reconnu  qu'il  faudrait  supposer  que  la 
matière  transporte  avec  elle  l'électricité  qui  engendre  la  seconde 
composante  /,  g^  h  de  la  polarisation,  tandis  que  Téther  est 
entraîné  partiellement  en  transportant  avec  lui  l'électricité  qui 
engendre  la  première  composante  X,  Y,  Z. 

M.  Rell  a  alors  songé  à  modifier  l'hypothèse  de  llelmholtz 
en  supprimant  dans  l'énergie  électrostatique  le  terme  en 
X/^-f-  \g -\-  7Ji,  Le  résultat  est  alors  beaucoup  plus  simple.  L'en- 
traînement de  Téther  est  alors  nul. 

Je  transcris  les  équations  de  llelmholtz  [Sitzungsberic/ile  de 
lierlin^  1892,  LUI,  p.  1098  éq.  12^,  12',  12'']  seulement  j'ai 
désigné  par  X,  Y,  Z  ;  /",  g^  li  ce  que  llelmholtz  représente  par  les 
lettres  gothiques  X,  Y,  Z,  .r,  //,  :;  ;  de  plus  je  supposerai 
[JL  =  K  :=:  1  ;  je  représenterai  enfin  par  a,  ,3,  y  ce  que  llelmholtz 
représente  par  les  lettres  gothiques  L,  M,  N.  Il  vient  ainsi 

i      dy.  _  d[L  —  li)  d[\—g) 


(7) 


\\     dt  dy  dz 


^  '  \\   dt   '     ^'  dz  dy 

avec  les  équations  qu'on  en  déduirait  par  symétrie. 


^9» 
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Avec  riiypothcse  de  Reif,  il  faut  dans  Téquation  (  j)  et  celles 
qu'on  en  déduit  par  symétrie  remplacer  F  —  ^  G  —  g^  H  —  h 
par  F,  G,  II. 

Malheureusement  il  y  a  un  obstacle  dont  Reif  ne  se  tire  pas 
mieux  que  Uelmholtz. 

Si  le  milieu  est  en  mouvement,  la  composante  f\  g.  h  est  en- 
traînée par  la  matière  et  Téquation   (8)  devient. 


I 


d\ 


I      ( 


K,    di 


¥ 


K,    (V 


d^ 

77 


EL 


On  déduit  de  1»  : 


d   ld\ 
dt  \  d.v 


L"cxpressiou 


d\        d7. 


du 


dz}^  iSl  \  d. 


dL^dg_ 
X         dy 


'/■     ,      dir 


d.v 


<f!l 


dh_ 
dz 


dh  \ 


est  proportionnelle  à  la  densité  de  Télectricité  a*. 
D'autre  part  Melmhollz  trouve, 

A  =  a-f  +  m  — r4-  +  k  —^ 


ill' 


di' 


a'\  m  et  A*  étant  des  coeiricients   constants. 

Si  les  mouvements  sont   liés   lonls,  les  deux   derniers   termes 
disparaissciil  et  il  reste, 

d'où 


77 


r/Y 


<^/ 


r// 

d7 


(r'J. 


d'où  eiilin 


,    d^ 

''■  7/7^ 


07 


O 


Si  ;  =-'f^  ^=^  o,  c'est-à-dire  si  la  vitesse  de  la  matière  est    pai-al- 
lèle  ;i  Taxe  <les  3,  il  vient 


\(r  -\-  I 


r/7 
77 


o. 
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ce  qui  veut  dire  que  les  charges  électriques  ne  sont  pas  entraînées 
avec  la  matière  comme  l'exige  le  principe  de  la  conservation  de 
l'électricité,  mais  qu'elle  est  entraînée  avec  une  vitesse  plus  petite 
égale  h 


a^-+-i 


la  théorie  de  Helmholtz  conduisant  sous  ce  rapport  au  même 
résultat  que  celle  de  Reif,  l'une  et  l'autre  me  paraissent  devoir 
être  rejetées. 
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449.  —  M.  Lorentz  a  imaginé  une  théorie  électrodynamique 
des  corps  en  mouvement  fondée  sur  des  principes  entièrement 
différents  et  à  certains  égards  plus  satisfaisante.  Qi^ous  l'avons 
exposée  plus  haut  (p.  422  à  ^y'i)- 

Cette  théorie  rend  compte,  comme  nous  l'avons  vu,  du  principe 
de  la  conservation  de  Télectricité,  puisque  l'hypothèse  fondamen- 
tale n'est  autre  chose,  après  tout,  qu'une  traduction  de  ce  prin- 
cipe lui-même. 

Elle  rend  compte  également  de  l'entraînement  partiel  des 
ondes. 

Malheureusement  il  reste  une  difficulté  grave:  il  n'y  a  plus  éga- 
lité entre  l'action  et  la  réaction.  C'est  ce  que  nous  avons  démontré 
pages  448  à  454.  Pour  s'en  rendre  compte,  sans  entrer  dans  le  détail 
descalculs,  il  nous  sudiraitd'ailleurs  d'un  exemple  simple.  Considé- 
rons un  petit  conducteur  A  chargé  positivement  et  entouré  d'éther. 
Supposons  que  Téther  soit  parcouru  par  une  onde  électromagné- 
tique et  qu'à  un  certain  moment  cette  onde  atteigne  A,  la  force 
électrique  due  à  la  perturbation  agira  sur  la  charge  de  A  et  pro- 
duira une  force  pondéromotrîce  agissant  sur  le  corps  A.  Cette 
force  pondéromotrice  ne  sera  contrebalancée  au  point  de  vue  du 
principe  de  l'action  et  de  la  réaction  par  aucune  force  agissant 
sur  la  matière  pondérable.  Car  tous  les  autres  corps  pondérables 
peuvent  être  supposés  très  éloignés  et  en  dehors  de  la  région  de 
l'éther  qui  est  troublée. 

On  s'en  tirerait  en   disant   qu'il  y   a  réaction  du  corps  A  sur 


-■)    l-noros  OF.   I.I    TlIFtlIIŒ  DF.  l.lItM(*ft 


rL-lhiT  :  il  n'en  est  p;is  niuiiis  vrui  cjukii  y 
ftu   moins    coaeevoir  une  expérience  où 


iri'iût,  siuu»  l'éalisiT, 
principe  de  r<-actiun 
e   peut   op«-rer 


»embleruit  eu  défaut,  piiisciue  rexpériinentateu 

que  sur  les  corps  puii (lentilles  et  ne  siturtiJt  nttcîodi-u  l'êtlier. 

Cette  conciiisiori  scmbleiii  didieile  h  iiHincUrc. 

La  théorie  do  lleriz  ne  donimil  pas  lieu  :i  cette  dîilîrulté  el 
était  parrailement  d'iiccord  avec  le  principe  do  la  réactïou  {vide 
supra,  p.  4^0]-  Diins  celte  thcniie  et  dans  l'exiimple  qui  n»us 
préoccupait  plus  haut  il  y  aunût  ré.-ictiun  du  corps  A  non  seule- 
ment sur  l'étlier,  mais  sur  l'ciir  oîi  se  trouve  cet  étlier  :  et  quel- 
que rorélié  que  soit  cet  air.  il  y  aurait  égalité  purfaitf  iMilrf  l'ac- 
tion subie  par  A  et  la  réaction  de  A  sur  cet  air. 

Cela  tenait  ii  ce  ([uc  dans  la  théorie  de  Hertz.  IV-lhfr  ('•taït  ] 
entraîné  totalement  par  lu  nwilii-re  ;  dans  la  ihéoric  de  Lomitx,  ' 
au  contraire,  il  n'en  est  pas  de  m^nic,  la  réaction  sultie  par  l'nir  J 
n'est  ipi'nnife  très  faible  fruetion  de  l'action  subie  par  le  curps  \,' 
et  cette  fraction  est  d'autant  plus  faible  que  l'air  est  plus  raréfié.; 

En  rcHécbissant  à  ce  point,  on  voit  (ptc  la  dilIicHltê    n>*l  pasj 
parlieuliJ.-re  à  ta  théorie   de    Lurentx  et  qu'un  aura   beiiiieuup  do] 
peine  il  expliquer  l'enlraînement  partiel  des  onites  sans  violer  le 
principe  de  l'cgalilé  de  l'ailiiin  et  de  ta  réiielion.   Nous  verrons 
plus  loin  si  la  concillalion  est  possible. 


Dans  ses  "  liecenl  HesL-orvIies  n,  J.-J.  Thomson  consacre  ' 
tansundiélci 


450.- 
un  parairraptie  il  ta  propagation  tle  la  lumière  dans  un  ilieicctrtque 
en  mouvement  (.tj  4(jo,  p,  54;!}.  Ce  travail  n  été  analysé  en  déinil 
par  M.  Blondin  dans  la  Lumière  èlfi-lii'/iic  du  4  novembre  1893, 
p.  20 1 ,  et  je  n'y  reviendrai  pas. 


B  contenterai  de 


rapp 


fier  Ici 


nau\  résiiltiils. 


Soit  V  la  vitesse  de  propagation  de  la  lumière  dans  le  diélee- 
trîque  en  repos  ;  soit  t'  la  vitesse  de  ta  niatii-re  dn  diéleclrique, 
ou  plutôt  la  projection  de  cette  vitesse  sur  la  direction  de  ta  pro- 
pagation des  ondes  ;  soit  f„  la  vitesse  de  l'éther  dans  le  diélec- 
trique qui  serait  nulle  s'il  n'y  avait  pas  d'enlraïncnienl,  qui  serait 
*gale  il  ('  si  l'enlrainenient   était  total  et  qui  aurait  di-s    valeurs 
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intermédiaires  si   rentraînement  était  partiel.   La 'vitesse   de  la 
lumière  dans  le  diélectrique  en  mouvement  sera 

c'j,  (^2  pouvant  avoir  diverses  valeurs  suivant  les  hypothèses. 

Dans  un  conducteur  en  mouvement  il  peut  se  produire  deux 
sortes  de  forces  électromotrices  d'induction,  la  première  prove- 
nant de  la  variation  du  champ  magnétique,  la  seconde  provenant 
du  déplacement  du  conducteur  dans  ce  champ.  De  même  dans  un 
diélectrique  en  mouvement  il  doit  se  développer  une  force  élec- 
tromotrice d'induction  due  au  déplacement  de  ce  diélectrique  ; 
elle  dépendra  évidemment  de  la  vitesse  de  ce  diélectrique  ;  mais 
est-ce  de  la  vitesse  de  la  matière  du  diélectrique  ou  de  la  vitesse 
de  Téther  qui  y  est  contenu  ?  on  peut  faire  les  deux  hypothèses. 

Dans  le  premier  cas  ^^  sera  égal  à  — ,  dans  le  second  à  -^ . 

D'autre  part,  si  un  diélectrique  se  déplace  dans  un  champ 
électrique,  s'il  passe  dans  une  région  où  l'intensité  du  champ 
est  plus  grande  ou  plus  petite,  sa  polarisation  variera  ;  on  peut 
se  demander  si  cette  variation  de  hi  polarisation  produira  un 
courant  de  déplacement  susceptible  d'agir  sur  une  aiguille 
aimantée.  On  peut  laire  à  cet  égard  plusieurs  hypothèses. 

On  peut  supposer  que  ([uand  la  polarisation  électricjue  en  un 
même  point  de  l'espace  demeure  constante,  il  n'y  a  pas  de  cou- 
rant de  déplacement,  quand  même  le  diélectrique  en  se  dépla- 
çant passerait  dans  une  région  où  cette  polarisation  est  difTé- 
rente. 

En  d'autres  termes  les  composantes  du  courant  de  déplacement 

seraient, 

df_  d^  dh_ 

dl  '         "^'  ^' 

/*,  g,  Il  étant  les  composantes  du  déplacement  en  un  point  donné 
invariablement  lié  à  la  matière  du  diélectrique  mobile. 

On    peut    supposer    enfin    que    les  ^  composantes   du    courant 

df      d^       dit  y.  I  1  1 

sont  -y-,    -y-,    -T— ,    et    que  /,  g^  h    sont  les  composantes   du 

déplacement  en  un  point  donné  invariablement  lié  à  l'éther  par- 
tiellement entraîné  par  le  diélectrique  mobile. 
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Dans    Ir   ppcinier    cas,    f^  est  égal    à    zéro,     duns    le    second 


il    — ,  dans  le  troisième  à  -^  . 
a  2 

La  (liscnssion  de  J.-J.  Thomson  laisse  donc  place    à  un  grand 

nombre  d'hypothèses,   mais  aucune  n'est  satisfaisanle  ;  la   seule 

([ui  soit  d'accord    avec   Texpérience  de    Fizeaii   ii^^  =i»^=— ij 

soulèverait  les  mêmes   diUicultés  que  les  théories  de  llelniholtz- 
We'xi  et  Lorenlz. 

On  voit  donc  combien  il  est  dillicile  de  rendre  compte  par  une 
même  théorie  de  tous  les  faits  observés  ;  les  contradictions  aux- 
quelles toutes  les  hypothèses  peuvent  se  heurter  paraissent  tenir 
à  une  cause  pi'ofonde.  Dans  tous  les  cas  un  examen  plus  attentif 
est  nécessaire  et  j  y  reviendrai  plus  loin. 
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451.  —  Nous  avons  vu  dans  ce  ([ui  précède  les  condîti<uis 
aux(juelles  il  semble  (|ue  devrait  satisfaire  toute  théorie  élec- 
trodynamique des  corps  en  mouvement. 

i"  Elle  (levi'ait  rendre  compte  des  expériences  de  /'izeiia^  c\*si' 
ii'dire  de  lentrainemenl  partiel  des  ondes  lumineuses ^  on  y  ce  qui 
res'ient  au  mcnH\  des  ondes  èlectroma^^nétiques  transversales. 

'>y  Elle  doit  être  conforme  au  principe  de  la  conscr'%uifion  de 
Vclectricitè  et  du  maiinctismc. 

.i"  Elle  dci'rait  ctrc  compatible  avec  le  principe  de  Eci^aiitè  de 
l  action  et  de  la  rcactian. 

Nous  avons  vu  ([irancniu'  drs  thi'oiies  proposées  jusqu'ici  ne 
remplit  slnmllanénuMil  ces  trois  eondilioiis  :  la  théorie  de  Hertz 
satisfait  aux  drux  dernii'res,  mais  pas  à  la  première  ;  cell<»s  de 
Ilelniholt/  iK'  satisfont  pas  \\  la  seconde  ;  celle  d«'  Loreiitz  salis- 
fait  bien  aux  deux  |)renii(M'es  mais  pas  \\  la  dernière. 

On  |)ent  se  demander  si  cela  tient  ii  ce  (jne  ces  théories  sont 
inconiplèles  on  si  ces  trois  conditions  ne  sont  réellement  pas 
compatibles,  ou  ne  le  deviendraient  (|ue  j»ar  une  modincation 
profonde  des  Inpotliêses  admises. 
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DISCUSSION     DES     AUTRES     TIIEOHIES 

452.  —  Ainsi  la  théorie  de  Hertz  satisfait  aux  deux  dernières 
conditions  ;  il  nous  reste  à  voir  qu'elle  est  la  seule  qui  y  satis- 
fasse. 

Quelles  que  soient  les  hypothèses  qui  nous  serviront  comme 
point  de  départ,  nous  arriverons  toujours  \\  deux  groupes  de  trois 
équations  aux  dérivées  partielles,  analogues  à  celles  de  Hertz 
et  auxquelles  devront  satisfaire  les  deux  vecteurs  (a,  j3,  y)  et 
(P,  Q,  R). 

Remarquons  que  les  équations  de  Hertz  satisfont  aux  trois 
conditions  suivantes  : 

i**  Elles  sont  linéaires  et  homogènes  par  rapport  à  a,  ^,  v; 
P,  Q,  R  et  à  leurs  dérivées; 

'jj*  Elles  sont  linéaires  mais  non  homogènes  par  rapporta  S,  -r,,  î^ 
et  à  leurs  dérivées; 

\\^  Elles  ne  contiennent  que  des  dérivées  du  premier  ordre  tant 
par  rapport  à  /  que  par  rapport  à  .r,  y  et  z. 

Je  dis  qu'on  peut  toujours  supposer  que  les  équations  (jue 
Ton  doit  substituer  à  celles  de  Hertz  satisfont  à  ces  mêmes  con- 
ditions : 

i**  On  peut  supposer  qu'elles  sont  linéaires  par  rapport  aux 
composantes  de  la  force  électrique  et  de  la  force  magnétique  ;  si 
en  effet  elles  ne  Tétaient  pas  et  si  les  perturbations  électroma- 
gnétiques étaient  très  petites,  les  termes  d'ordre  supérieur  dis- 
paraîtraient devant  les  termes  du  premier  ordre  ;  si  donc  ces 
équations  étaient  compatibles  avec  les  principes  de  l'action  et  de 
la  réaction  et  de  la  conservation  de  l'électricité  et  du  magné- 
tisme, elles  ne  cesseraient  pas  de  l'être  quand  on  les  réduirait 
à  leurs  termes  du  premier  ordre  par  rapport  à  a,  ^,  v;  P,  (^,  R. 

2"  On  peut  supposer  qu'elles  sont  linéaires  par  rapport  aux 
composantes  delà  vitesse  ?,  r,,  s?  si,  en  effet,  on  suppose  que 
ces  composantes  sont  très  petites,  les  termes  du  second  degré  et 
de  degré  supérieur  en  ;,  r,,  !Ç,  seront  négligeables;  si  donc  ces 
quantités  étaient  compatibles  avec  les  principes,  elles  ne  cesse- 
raient pas  de  l'être  quand  on  les  réduirait  à  leurs  termes  d'or- 
dre 0  et  /  par  rapport  à  ;,  -/;,  !J; 
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3"  On  peut  supposer  (jumelles  ne  contiennent  que    des    dérivée 

(lu  premier  ordre  ;    si  en    efi'et  on  suppose   que  la    perturbatio 

lll  varie  très  lentement,  c'est-ii-dire  qu'elle  est   à    très  (grande  Ion 

I  ^ueur  d\mde,  les  dérivées  d'ordre  supérieur  seront  négligeables 

si  donc  les    équations    étaient    compatibles    avec  les    principes 
elles  ne  cesseraient  pas  de  l'être  quand  on  les  réduirait  à  ceux  d 
Il  leurs  termes  qui  dépendent  des  dérivées  du  preinîer  ordre. 

Supposons  donc  remplies  les  trois  conditions  énoncées  pli 
liant. 

Pour  former  les  équations  nouvelles,  nous  reprendrons  b 
équations  de  Hertz  et  nous  ajouterons  respectivement  aux  pn 
miers  membres  des  trois  équations  du  premier  groupe  les  ternu 
complémentaires, 

AR,,         AU,,         AR,. 

Nous  ajouterons  de  même  respectivement  aux  premiers  nien 
bres  des  trois  écjuations  du  second  groupe  les  ternies  compb 
mentaires. 

Nous  avons  obtenu  le  principe  de  la  conservation  du  nu 
gnélisme  en  opérant  sur  les  é(juations  du  premier  group< 
les  diflerentiant  respectivement  par  rapport  à  .r,  y  qX  z  et  ajoi 
tant.  Kn  opérant  do  celle  manière  on  retrouvera  ré([uation  d 
la  eoiiscivatlon  du  nia<^iiélisme,  mais  avec  le  terme  compb 
mcnlairr 


le  principr  do  la  conservation  du  nia<jjiiélisme  exige  donc   <iue 


./H,      ,     d\\,  d\\^ 


(U 


+  -,  •'  +  V  --  <^' 


l.V        '        dlf        '        dz 


tr>' 


do    mémo  lo    princi[)0   do    la    consorvalion    do    l  électricité   exi<y 

(Jllc 

./S.  ./S,  r/S.. 


-1-       -^-t.^^:..0. 
(l.l  (11/  (IZ 
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Ces  équations  montrent  que  Ton  peut  poser 

R   =  ^  _-^ 
'  dtj  dz 

^         dz  dx 

R     =^_^  ; 

*  d.v  dy 
dn^          dm^ 

^^='dji-'-dr' 
^ ^/t, ^//, 

*  dz  dx 
dm.          dl. 


'  dx  dij 

Si  nous  voulons,  comme  nous  l'avons  supposé  plus  haut,  que 
les  équations  ne  contiennent  que  des  dérivées  du  premier  ordre, 
il  faut  que  les  nouvelles  fonctions  auxiliaires  ;^,  Yj,,  ÎÇ^  ;  /j,  //?,,  /?, 
dépendent  seulement  de  a,  [j,  y;  P,  Q,  R  ;  \^  r,,  I^  et  non  pas  de 
leurs  dérivées. 

Ces  fonctions  seront  d'ailleurs  linéaires  et  homogènes  par  rap- 
port à  a,  [j,  y;  P,  Q,  R,  puisque  les  équations  doivent  être 
linéaires  et  homogènes  par  rapport  à  ces  composantes  et  h  leurs 
dérivées. 

Elles  seront  d'autre  part  linéaires  et  homogènes  par  rapiport  à 
q,  7),  Ç  ;  en  eflet  les  équations  ne  doivent  contenir  que  des  termes 
d'ordre  o  et  d'ordre  i  par  rapport  à  ces  composantes  et  à  leurs 
dérivées  ;  il  est  évident  d'ailleurs  que  Çj,  r^^,  î^^;  /,,  //i^,  /«,,  qui  doi- 
vent disparaître  dans  les  équations  relatives  à  Télectrodynamique 
des  corps  en  repos,  ne  contiennent  pas  de  termes  de  degré  o 
en  S,  r,,  Ç. 

Il  nous  reste  à  voir  si  ces  équations  peuvent  être  compatibles 
avec  le  principe  de  la  réaction.  Pour  cela  je  rappelle  comment 
nous  avions  obtenu  dans  la  théorie  de  Hertz  le  principe  de  la 
conservation  de  l'énergie  {ylde  supra ,  2"  partie).  Nous  étions  arri- 
vés à  une  équation 

(5)  5-+'^=^' 
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OÙ  J  représentait  Ténergie  électromagnétique,    *^  le  travail  d< 
forces  extérieures,  K  la  chaleur  de  Joule. 

Va\  opérant  de  même  sur  les  équations  transformées  nous  ol 
tiendrons  : 

(5  bis)  ^  +  ^o  +  ^6,  =  K, 

^O  figure  déjà  dans  l'équation  (5)  ;  K  est  la  chaleur  de  Joule 
enfin  ^5^j  est  un  terme  complémentaire  provenant  des  termes  con 
plémentaires  Rp  R2,...  S3. 

On  aura  donc, 

Le  signe  >  représente  toujours  une  somme  de  trois  termes 

on  déduit  les  deux  derniers  du  premier    en   permutant  circuLi 
rement  .r,  //,  c  ;  a,  ,3,  y  ;  P,  Q,  R  ;  ;^,  r,,,  j;,;  /,,  ni^,  n^. 
L'intégration  par  parties  nous  donne, 

Soient  <^/,  ^,r,  les  composantes  de  la  force  pondéromotricc  dai 
la  théorie  de  Hertz  ;  soient  a  -\-  a^  b  +/>,,  ^-f-c-,  les  composante 
de  cette  mémo  force  dans  la  théorie  transformée. 

Le  ternie  'O,  représentera  alors  le  travail  de  la  force  pondère 
motrice  u/,,  /;,.  r,). 

(lomme  la  force  de  la  théorie  de  ïïerlz  (//,  h,  c^  satisfait  a 
principe  de  la  réaction,  il  faut  que  la  force  complénientair 
(<^/p  Aj,  c^]  y  satisfasse  également  et  par  conséquent  que  Ton  ait 

i  ((^(h  z^=z  \  h^  (h  =  I  r,  (h  =.  o. 

(les  conditions  peuvent  encore  s'énoncer  autrement  :  il  faut  nu 
"b^  soif  nid  quand  on  donne  ;,  7,,  ilT,  des  Kudcurs  constantes. 


"S.  = 


D/sccss/oy  DES  AvrnEs  théories  607 

Si  doue  nous  donnons  à  ;,  r,,  I^,  des  valeurs  constantes  quel- 
conques, et  que  nous  remplacions  a,  |j,  y;  P,  Q,  R  par  des  fonc- 
tions f/nelconfjiies  de  .i",  1/,  r  s'annulant  à  rinfini,  l'intégrale  ^?^, 
devra  s'annuler. 

Mais  ^^j  peut  encore  s'écrire  sous  la  forme  d'une  somme  de 
trois  termes  en  posant  : 


^e?,  =  U  +  V  +  w, 


et 


i     rfT    /^    ^3  r/v  rfQ  ,/R  X 

f    4*^   \     "'^*  "•''  "*^  "•*^'  / 


^/t    /r     dy        ^    dfx         ,   rfR  r/P 


'  =  /  -4.  ^-./y-^^rf//-  +  '•^//-"■ 


'/z/y' 


Je  dis  que  les  trois  termes  U,  V,  W  doivent  s^mnuler  tous  les 
trois. 

En  effet,  remplaçons  les  si\  composantes  a,  ^3,  y;  P,  Q^  R  par 
six  fonctions  quelconques  de  x^  y^  z\  la  somme  U  +  V  H-  W 
devra  s'annuler. 

Remplaçons  maintenant  ces  mêmes  composantes  par  les    six 

mêmes  fonctions  de  X,.r,  A^?/,  "i-^z-,  (\,  A^,  A3  étant  trois  coefficients 

U  V 

constants  arbitraires).   U    se    changera  en  -r^ — ,   V    en  -^r^r — , 

W  ., 

W  en  ^r-^; — .  Et  comme  T,  reste  toujours  nul,  on  devra  avoir, 

U     .     V      ,     w 

+  -^^ — =0, 


A^Aj  '*l''3  '*l'*2 


et  cela  quels  que  soient  les  coefficients  A;  on  doit  donc  avoir  sépa- 
rément, 

U  =  V  =  W  =  0. 

Dans  U,  la  fonction  sous  le  signe  /  est  linéaire,  d'une  part  par 
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rapport  à  a,  [î,  y  ;  P^  Q,  R,  d'autre  part  par  rapport  aux  dérivéf> 
de  ces  six  composantes  prises  par  rapport  à  «r. 
(Considérons  une  intégrale  de  la  forme, 

Quelle  est  la  condition  pour  que  cette  intégrale  s'annule, 
(juelles  que  soient  les  fonctions'^,,  'f  ^  qui  seront  seulement  assu- 
jetties à  s'annuler  à  l'infini? 

Je  dis  que  la  condition  nécessaire  est  suffisante,    c'est  que  la 

(|uantité  sous  le  signe  /  soit  une  dérivée  exacte.  Fin  effet,  d'après 

«. 

ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  la  condition  est  éWdemnient  suf- 
fisante et  on  a  en  particulier. 


d'^ 


-  d. 


'-  (h  = 


V 


L'intégrale  proposée  se  réduit  donc  ii, 


'-</t. 


(13  — C 


(>oiniii('    ï,   est    uiu'    (oiiclion  arintrairc    de    .r,    ?/,    -,     \(,    pro- 


duit 


r/-; 


71 


d.V 


sera  aussi  une  ioiiclion  absolument  arbitraire  de  ces 


varial)les  et  Tiiitégrale  ne  pourra  s'annuler  (jue  si 


B  =  C, 


e'est-îi-dire  si, 


est  une  dillérentielle  (»xaete. 

La  condition  est  donc  néeessaire. 

Considérons  maintenant  une  intégrale  où    la    fonction    sous  le 
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signe  1  ser.1  linéaire,  d'une  part  par  rapport  h  n  fonctions  arbi- 
traires. 

d'autre  part  par  rapport  à  leurs  dérivées  : 

dx  '    d,v   '"*    d.v 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  cette  intégrale 
s'annule  toujours,  sera  encore  que  la  quantité  sous  le  signe  /  soit 

une  dérivée  exacte. 

La  condition  est  évidemment  suffisante.  Je  dis  qu'elle  est  éga- 
lement nécessaire. 

En  effet  les  fonctions  'p  étant  arbitraires,  l'intégrale  devra  être 
nulle,  en  particulier  quand  toutes  ces  fonctions,  seront  identique- 
ment nulles  sauf  deux  ;  si  donc  nous  égalons  à  zéro  toutes  les  fonc- 

doit  être  une  dérivée 

exacte;   les  termes  '^^  — ji-^etcs^ — j^-^  doivent   donc  avoir  même 

'      dx         '       dx 

coefficient  :  ce  qui  veut  dire   que   les    conditions   d'intégrabilité 
doivent  donc  être  remplies. 

Appliquons  cette  règle  au  cas  qui  nous  occupe.  Nous  verrons 
que, 

et  de  même 

5A  —  ^A  +  ^i^ï^  —  'îj^ï^i 
r,,rfa  —  i//,3  +  ///^rfP  —  /,./Q, 

doivent  être  des  différentielles  exactes. 

La  première  de  ces  expressions,  où  ne  figurent  ni  rfa  ni  rfP 
doit  être  la  différentielle  d'une  fonction  indépendante  de  a  et 
de  P. 

Donc,  ;,,  yj^,  /i,  et  m^  ne  dépendent  ni  de  a  ni  de  P  ;  et  de 
môme  i^,  Ç_„  /j,  n^  ne  dépendent  ni  de  P  ni  de  Q  ;  Yi^,  \^.  //i^  et  l^ 
ne  dépendent  ni  de  y  ni  de  U. 

PoiNCARÉ.  n'eclrîcilé  et  Optiq;  c.  39 
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Il  résulte  de  là  que  Si  et  l^  peuvent  dépendre  seulement  de  a 
et  de  P  ;  t<,  et  m^  seulement  de  ,3  et  de  Q  ;  ÎÇ^  et  /i,,  seulement 
de  Y  et  de  R. 

Les  conditions  d'intégrabilité  nous  donnent  ensuite, 

^  _  _  j^ .        f'^*  _  _  ^  ^  _  ^i. 

d'où 

^/a  rf|4  rfy 

On  trouverait  de  même 


o. 


dL  dm.         dn. 

—  —       *  -=  o. 


c 


/P  dil  dï{ 


Ainsi  ij,  T„,  sp  /j,  //!,,  /ij,  ne  pourront  dépendre  respectivement 
que  de  a,  [3,  y  ;  P,  Q,  R. 

Les  conditions  d'intégrabilité  donnent  enfin, 

filj   ^ rf^ __    rf^i    _  dnl^   d/l^ 

dV   ~  di)  ~  dix  ~         doL  ~  rf?    ~  ~d^' 

c'est-à-dire  que  ;^,  r,,,  IJ^,  /,,  m^,  n^  devront  se  réduire  à  un  même 
facteur  près  à  P,  C^,  R  ;  —  a,  —  |3,  —  y. 

Ce  facteur  constant  devra  d'ailleurs  être  une  fonction  linéaire 
et  h<mH)<>j(Mâe  de  ç,  r, ,   Z. 

Mais  si  nous  faisons  intervenir  une  condition  nouvelle  celle 
de  VisotropiCy  nous  verrons  ([ue  ce  facteur  constant  doit  être  nul; 
car  si  ce  facteur  s'écrivait  par  exemple. 

A,  a  +  A,  3  +  V;, 

la  direction  dont  les  cosinus  directeurs  sont  proportionnels  à 
Aj,  Aj,  A3  jouerait  un  rôle  prépondérant. 

H  résulte  de  là  ([ue  les  ternies  complémentaires  5^,  r^  ,  ^,,  f  .  ffi  , 
/ij.  doivent  être  nuls. 

Ainsi  la  théorie  de  lleviz  csf  la  seule  qui  soit  compatible  avec  le 
principe  delà  consenuilion  deVtdectricitè  et  du  magnétisme  e(  ai'cc 
celui  de  lêi^alitc  de  V action  et  de  la  réaction. 
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453.  —  Il  résulte  de  tout  ce  qui  précède  qu'aucune  théorie  ne 
peut  satisfaire  à  la  fois  aux  trois  conditions  énoncées  au  début  du 
n°  451  ;  car  la  théorie  de  Hertz  est  la  seule  qui  satisfasse  aux 
deux  dernières  et  elle  ne  satisfait  pas  à  la  première. 

Nous  ne  pourrions  par  conséquent  espérer  d'échapper  à  cette 
difficulté  qu'en  modifiant  profondément  les  idées  généralement 
admises  ;  on  ne  voit  pas  bien  d'ailleurs,  dans  quel  sens  cette  mo- 
dification devrait  se  faire. 

11  faut  donc  renoncer  h  développer  une  théorie  parfaitement 
satisfaisante  et  s'en  tenir  provisoirement  à  la  moins  défectueuse 
qui  paraît  être  celle  de  Lorentz.  Gela  me  suffira  pour  mon  objet 
qui  est  d'approfondir  la  discussion  des  idées  de  Larmor. 

Sous  quelles  formes  pourrons-nous  mettre  cette  théorie  de 
Lorentz  ? 

Ces  formes  sont  diverses  et  on  doit  choisir  Tune  ou  l'autre 
selon  le  but  qu'on  se  propose. 

Dans  celte  théorie,  on  envisage  une  multitude  de  particules 
chargées  mobiles,  qui  circulent  à  travers  un  éther  immobile  en 
conservant  une  charge  invariable. 

L'éther  est  d'ailleurs  parcouru  par  des  perturbations  électro- 
magnétiques. 

Nous  pouvons  alors  conserver  les  équations  de  Hertz,  mais  en 
donnant  aux  quantités  qui  y  entrent  des  valeurs  très  différentes, 
selon  que  le  point  ;r^^  se  trouvera  dans  une  particule  chargée  ou 
dans  l'éther. 

Dans  l'éther  on  aura, 

puisque  l'éther  n'est  pas  supposé  entraîné  par  le  mouvement  de 
la  matière. 

On  aura  d'autre  part 

K   =   [JL  =    I,  p    ==   (J  =  O,  /i   =   f^   =   j^'   =o. 

Dans  une  particule  chargée  on  aura, 

p   =   C^,  T  =   O,  M   =   fi  =   JV   =  O,  [JL   =    I, 
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puisque   la  charge  demeure   constante  et  que  ces  particules   ne 
sont  pas  le  siège  de  courants  de  conduction  proprement  dits. 

Dans  cette  manière  de  voir  il  n'y  a  nulle  part  de  magnétisme 
proprement  dit  et  le  magnétisme  apparent  est  dû  seulement  aux 
courants  particulaires  d'Ampère. 

Sous  cette  forme  les  phénomènes  électromagnétiques  sont  vus 
pour  ainsi  dire  au  microscope  et  les  apparences  ayant  disparu, 
on  ne  voit  plus  (jur  U\  réalité  ou  plutôt  ce  que  Lorentz  regarde 
comme  tel.  On  est  ainsi  en  possession  d'un  instrument  qui  peut 
être  utile  pour  la  discussion  que  nous  avons  en  vue. 

Mais  les  é([uations  sous  cette  forme  se  prêtent  mal  aux  appli- 
cations où  les  apparences,  c'est-à-dire  en  somme  les  phénomènes 
moyens,  importent  seuls. 

Kn  se  plaçant  à  ce  point  de  vue,  on  peut  écrire  les  équations 
de  la  façon  suivante;  on  conservera  les  équations  de  Hertz,  seu- 
lement dans  les  é([uations  (i)  et  (2  ,  on  affectera  les  termes    : 

r/w,  (ir,  (in  dm 


dy  dz  dt/  dz 

de  coefficients  constants  (piI  dépendront  de  la  nature  du  milieu^ 
qui  seront  égaux  à  o  pour  l'éther,  à  i  pour  les  conducteurs  par- 
faits et  auront  des  valeurs  intermédiaires  pour  les  diélectrî(jues 
nulri's  ([lie  l'air. 

11  est  il  peiiK*  nécessaiit*  d'ajoiiltM*  (jue  cette  théorie,  si  elli* 
priit  nous  rcndri'  coiUiins  services  pour  noire  ohjet,  en  fixant  un 
prii  nos  i(h'es,  ne  peut  nous  satisfaire  pleinement,  ni  être  regar- 
dée connue  définitive. 

11  me  piiraîl  hien  dillicile  d  adiiiellre  ([ue  le  principe  de  réac- 
tion soit  viole,  même  en  apparence,  et  (ju  il  ne  soit  plus  vrai  si 
l'on  envisage  siMilemenl  les  actions  subies  par  la  matière  pondé- 
rable et  si  on  laisse  de  côté  la  réaction  de  celte  matière  sur  l'éther. 

11  faudra  donc  un  jour  ou  Taulre  modifier  nos  idées  en  quel- 
([iie  j)()inl  iiuj)oilant  el  briser  le  cadre  où  nous  cherchons  à  faire 
rentier  ;i  la  lois  les  j)hénoniènes  opti([ues  et  les  phénomènes 
élcctii([u<*s. 

Mais  même  en  s(»  bornant  aux  phénomènes  opti<[ues  propre- 
ment dits,  ce  qu'on  a  dit  juscpi'icl  pour  expliquer  l'entraînement 
partiel  des  ondes  n'est  pas  très  satisfaisant. 
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L'expérience  ^  révélé  une  foule  de  faits  qui  peuvent  se  résu- 
mer dans  la  formule  suivante  :  il  est  impossible  de  rendre  mani- 
feste le  mouvement  absolu  de  la  matière,  ou  mieux  le  mouvement 
relatif  de  la  matière  pondérable  par  rapport  à  Téther  ;  tout  ce 
qu'on  peut  mettre  en  évidence,  c'est  le  mouvement  de  la  matière 
pondérable  par  rapport  à  la  matière  pondérable. 

Les  théories  proposées  rendent  bien  compte  de  cette  loi,  mais 
à  une  condition  : 

Il  faut  négliger  le  carré  de  l'aberration  ; 

Or  cela  ne  suffit  pas  ;  la  loi  semble  être  vraie  même  sans  ces 
restrictions,  ainsi  que  l'a  prouvé  une  récente  expérience  de 
M.  Michelson. 

Il  y  a  donc  là  aussi  une  lacune  qui  peut  ne  pas  être  sans 
quelque  parenté  avec  celle  que  le  présent  paragraphe  a  pour  but 
de  signaler. 

Et  en  cllet,  l'impossibilité  de  mettre  en  évidence  un  mouve- 
ment relatif  de  la  matière  par  rapport  à  Téther,  et  l'égalité  qui 
a  sans  doute  lieu  entre  l'action  et  la  réaction  sans  tenir  compte 
de  l'action  de  la  matière  sur  l'éther,  st)nt  deux  faits  dont  la  con- 
nexité  semble  évidente. 

Peut-être  les  deux  lacunes  seront-elles  comblées  en  même 
temps. 

IMITATIONS     HYDRODYNAMIQUES 

J'ai  parlé  précédemment  des  sphères  puisantes  de  Bjerknes  et 
de  rimitation  par  ces  sphères  des  phénomènes  électrostatiques. 
J'ai  fait  ressortir  l'analogie  des  mouvements  qui  se  reproduisent 
dans  l'eau  au  voisinage  des  sphères  puisantes  et  de  ceux  qui  se 
produiraient  dans  l'éther  au  voisinage  d'un  corps  électrisé  dans 
la  théorie  de  Fresnel  adaptée. 

Malheureusement,  ainsi  que  j'ai  dit  plus  haut,  l'analogie  n'est 
pas  complète  ;  les  mouvements  des  sphères  puisantes  et  ceux 
qu'elles  excitent  dans  les  liquides  sont  alternatifs  et  périodiques. 
Avec  la  théorie  de  Fresnel  adaptée,  au  contraire  les  mouvements 
qui  régnent  dans  l'éther  doivent  être  continus. 

Bjerknes  a  été  amené  à  adopter  des  mouvements  pério- 
diques par  suite  de  nécessités  mécaniques  ;  mais  il  en  résulte. 


"^ 


im 
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l'onimc  je  l'tti  <!it  plus  haut,  ([iie  son  iiiiitulinii  est  iniparluite  ; 
ili'UX  sphères  pulsntites  dont  In  pliiisc  est  Iti  même  sont  ussimï- 
hililcs  il  deux  conducteurs  ptirtniit  de  l'électricité  de  même  nom  ; 
deux  sphères  dont  la  pliuse  diflere  de  -  sont  iisslmilablos  a  doux 
ciiiiducleurs  portant  do  rélectrieité  de  nom  contraire  ;  muïs  i'fit.r 
Kj'Itères  dont  la  différence  (fe  /i/insi-  «>«/  /(/  i)  ni  r:  ne  sont  asainii- 
liibles  à  lien. 

L'îniîlutiun  serait  l»leu  plus  parfiiilc  si  te  mouvemetit  <1«-» 
siihrres  étiiit  cunlinu  au  Itcu  d'être  ulternatit';  si  le  ravon  de 
ciiaque  sphère  variait  toujours  dans  le  même  sens  avec  une 
vitesse  unifornie.  Seulement  il  faudrait  que  le  rayon  des  sphrrcs 
l'ut  lissez  grand,  la  vitesse  de  pulsation  assez  lente,  la  durée  de 
l'expérience  assez,  courte  pour  que  pendant  celte  durée,  les  vann- 
lUiDS  du  rayon  fussent  négligeables.  Ces  couditions  sont  diflirile- 
mcnt  réalisables  st  l'on  veut  que  les  actions  mutuelles  des  sphères 
soient  sensibles.  Si  Viles  l'étaient  cependant,  un  se  rapprocherait 
des  conditions  de  la  théorie  de  Fresnel  adaptée  et  on  s'affranchi- 
rait de  la  dirtieultc  relative  de  la  phase  que  je  viens  de  signaler- 
Une  difiiculté  capitule  subsisterait  encore  pourhint;  les  clTets 
hydriidynaniîques  sunt  bien  l'iniagc  des  effets  éicctrustaliques, 
mais  ils  en  sont  une  image  renversée. 

Deux  sphères  de  même  phase  s'attirent,  tandis  que  deux  corps 
portant  de  l'électricilé  de  même  nom  se  repoussent.  11  y  a 
inversion. 

Les  phénomènes  électrodynamiques  de  même  que  les  phénu- 
mènes  électrostatiques,  sunt  susceptibles  d'une  imitation  hydro- 
dynamique. Lord  Kelvin  dans  ses  l'u/mlar  itT/iircs  parle  d'un 
projet  de  modèle  hydrokinétiquc  dont  je  voudrais  rappeler  suc- 
cinlemenl  les  principes. 

Imaginons  que  dans  un  liquiih'  iiMli'lini  soient  plongés  ileux 
corps  solides  C  et  C  dont  lu  l'orme  sera  annulnire  ;  chacun  de 
ces  corps  sera  formé  d'un  til  de  faible  section  qui  sera  recourbé 
de  façon  que  ses  deux  extrémités  se  rejoignent  ;  ou  oblicnl  ainsi 

e  sorte  d'anneau  fermé. 

Soient  II,  V.  Il-  les  composantes  dr  la  vitesse  d'une  molécule 
liquide  et  envisageons  l'intégrale 

■^•iih]. 
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prise  le  long  d'un  contour  fermé  quelconque.  Nous  distinguerons 
trois  sortes  de  contours  fermés  auxquels  tous  les  autres  peuvent 
se  ramener. 

Ceux  de  la  première  sorte  seront  ceux  qui  ne  s'entrelacent  pas 
avec  les  corps  annulaires  C  et  C  ;  on  peut  les  réduire  à  un  point 
par  déformation  continue  et  sans  qu'ils  cessent  d'être  tout  entiers 
dans  le  liquide,  sans  qu'à  aucun,  moment  ils  touchent  C  ou  C^ 

Ceux  de  la  seconde  sorte  s'entrelacent  une  fois  avec  C.  Tel 
serait  par  exemple  le  périmètre  de  la  section  du  fil  qui  forme  le 
corps  C. 

Ceux  de  la  troisième  sorte  s'entrelacent  une  fois  avec  C. 

11  est  clair  qu'un  contour  quelconque  peut  être  regardé  comme 
la  combinaison  de  divers  contours  appartenant  h  l'une  de  ces 
trois  sortes. 

Je  suppose  qu'à  l'origine  du  temps  on  ait  : 


/  (udx  -\-  s*dy  -\-  ivdz)  =  o, 


pour  un  contour  de  la  première  sorte, 


/(" 


dj,'  -f-  {fdi/  -\-  iK'dz)  =  4~'> 


pour  un  contour  de  la  deuxième  sorte, 


/  {tidjc  -f-  <'^//  +  i^'dz)  =  ^7zi\ 


pour  un  contour  de  la  troisième  sorte. 

En  vertu  du  théorème  de  Ilelmholtz  sur  les  tourbillons,  ces 
équations  vraies  à  l'origine  des  temps,  ne  cesseront  jamais  de 
l'être.  Les  lettres  i  et  «'  désignent  donc  des  constantes. 

Mais  si  l'on  se  rappelle  les  lois  suivant  lesquelles  un  champ 
magnétique  est  engendré  par  un  courant,  on  apercevra  immé- 
diatement la  conséquence  suivante. 

La  vitesse  //,  t»,  w  du  liquide  représente  en  grandeur,  direction 
et  sens,  la  force  magnétique  engendrée  par  deux  courants,  l'un 
d'intensité  /suivant  le  fil  (^,  l'autre  d'intensité  i'  suivant  le  fil  C 

Ainsi  dans  le  modèle  de  Lord  Kelvin,  la  vitesse  du  liquide  est 
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dirigée  suivant  In  force  iiiiigiiéliiiiie,  tiitidis  (|tic  dans  le  modôîe 
de  Bjcrknes  elle  est  dirigée  siiivnnt  lii  finte  t'iecti'ique.  l'Iii 
d'auti-es  termes,  diins  le  modèle  de  Ltird  Kelvin,  hi  vilessc  du 
liquide  est  la  m^me  que  celle  de  l'éliier  dans  la  th^urir  de  l.nr- 
iiior  :  diins  le  mtidèle  de  Bjeiknes  elle  est  la  même  que  celle  de 
la  théorie  de  Kresuel  adn]ité(*. 

l,oi'd  Kelvin  a  montré  que  les  deux  corps  C  et  C  ainsi  plongés 
dans  un  liquide  en  muuvenient,exercentrun  sur  l'autre  des  uetions 
mécaniques  apparentes,  et  que  ces  actions  sont  les  marnes,  au 
serm  pr^s  que  celles  qui  s'exerceraient  entre  les  deux  courants  que 
je  viens  de  définir,  et  qui  suivent  l'un  le  lil  C  avec  rinlensilé  (, 
l'autre  lefd  C  avec  l'intensité  i'. 

Les  actions  mécaniques  d'origine  liydrodynaniique  suivent  ali- 
solument  les  mêmes  lois  que  \en  actions  d'origine  éleclrodyna- 
mique  ;  seulemeni  il  y  a  intffision  ;  si  les  premières  sont  des 
répulsions,  les  secondes  seront  des  attractions  et  inversement. 

Il  est  manileste  que  l'expliciitiun  des  actions  électrostutiques 
dans  la  théorie,  de  Fresnel  adaptée  doit  se  rattacher  aux  expé- 
riences de  Bjerknes  \  et  que  d'autre  part  rcxplîcatïuu  des  ncttuns 
mutuelles  des  cimrants  dans  la  théorie  de  Larmor  doit  se  rattacher 
au  modèle  de  Lord  Kelvin.  Mais  la  dilïicolté  provient  de  l'inver- 
sion. 11  nous  l'aul  avant  tout  pénétrer  les  raisons  de  cette  In- 
version, 


CAUSES  m;   i.'invkhsion   * 

454.  —  Pour  cela  il  faul  remonlrr  ;iit\  [irincijies  généraux  Je 
Ta    mécanique.    Considéi'oiis    un    sysléme    <loiil    la   situation    soil 


délinie  p. 


'/,-  '/.1---  y,.. 


que  j'appellerai  sc«  coordonnées. 

Soient  q\,  y'^,...  <f'„  les  dérivées  de  ics  qnun 
au  temps  ;  c'est  ce  que  j'appellerai  les  iHlesses. 

Soit  T  l'énergie  cinétique  du  systt-me,  U  si>i 
tielle  duc  aux  forces  intérieures.  Soit  enfui 

<ifi'i,  +  Q,'"'/ +  Q.'>/.. 
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le   travail   virtuel    des  forces    extérieures   au    système  pour  des 
variations  virtuelles  5y,  des  coordonnées  <jr,. 
Les  équations  de  Lagrange  s'écrivent 

d     dJ  ^T  éfU  _ 

'  ^  dl    d(j\  dq,  +  dq,  ~  ^" 

A  l'exemple  de  H'elmholz  dans  sa  théorie  des  systèmes  mono- 
cycliques, nous  distinguerons  deux  sortes  de  coordonnées. 

Les  coordonnées  à  variation  lente  que  je  désignerai  par  q^. 

Les  coordonnées  à  variation  rapide  que  je  désignerai  par  y^et 
qui  se  distinguent  des  premières  par  deux  conditions  : 

T  et  U  ne  dépendent  pas  des  q^,  mais  seulement  de  leurs  déri- 
vées. 

Les  vitesses  q\  sont  beaucoup  plus  grandes  que  les  vitesses  q\. 

Ainsi  U  dépend  des  y^  seulement;  T  dépend  des  q^,  des  q'^  et 
des  q\,  il  est  homogène  et  de  degré  deux  par  rapport  aux  q\  et 
aux  q\. 

Les  équations  de  Lagrange  se  réduisent  alors,  en  ce  qui  con- 
cerne les  </4,  à 

I  'J  1  (  j  " 


dl   dq\ 


Nous  poserons. 


dq[ 


et  les  quantités  /^,  s'appelleront  les  moments  du  système. 

Il  y  a  ainsi  trois  sortes  de  quantités  à  considérer  en  mécanique, 
les  coordonnées,  les  vitesses  et  les  moments. 

L'équation  (s>)  devient 

7/7  -  ^^' 

Je  supposerai  que  Q^  est  nul  ce  qui  donne 
(3)  A  =  C-. 

si  donc  il  n'y  a  pas  de  force  extérieure  tendant  à  faire  varier  la 
vitesse  des  coordonnées  y^  à  variation  rapide,  les  moments  cor- 
respondants sont  des  constantes.  Je  suppose  maintenant  que  les 
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dirigée  suivant  la  force  magnétique,  tandis  que  dans  le  modèle 
de  Bjerknes  elle  est  dirigée  suivant  la  force  électrique.  Eu 
d'autres  ternies,  dans  le  modèle  de  Lord  Kelvin,  la  vitesse  du 
liquide  est  la  même  que  celle  de  Téther  dans  la  théorie  de  Lar- 
mor  :  dans  le  modèle  de  Bjerknes  elle  est  la  même  que  celle  de 
la  théorie  de  Fresnel  adaptée. 

Lord  Kelvin  a  montré  que  les  deux  corps  C  et  C  ainsi  plongés 
dans  un  liquide  en  mouvement,  exercentrun  sur  Tautre  des  actions 
mécaniques  apparentes,  et  que  ces  actions  sont  les  mêmes,  au 
sens  près  que  celles  qui  s'exerceraient  entre  les  deux  courants  que 
je  viens  de  définir,  et  qui  suivent  Tun  le  fil  C  îivec  Tintensité  /, 
l'autre  le  fil  C  avec  Tintensité  /'. 

Les  actions  mécaniques  d'origine  hydrodynamique  suivent  ab- 
solument les  mêmes  lois  que  les  actions  d'origine  électrodyna- 
mique :  seulement  il  y  a  immersion  ;  si  les  premières  sont  des 
répulsions,  les  secondes  seront  des  attractions  et  inversement. 

Il  est  manifeste  que  l'explication  des  actions  électrostatiques 
dans  la  théorie  de  Fresnel  adaptée  doit  se  rattacher  aux  expé- 
riences de  Bjerknes  ;  et  que  d'autre  part  l'explication  des  actions 
mutuelles  des  courants  dans  la  théorie  de  Larmor  doit  se  rattacher 
au  modèle  de  Lord  Kelvin.  Mais  la  difficulté  provient  de  l'inver- 
sion. 11  nous  faut  avant  tout  pénétrer  les  raisons  de  cette  in- 
version. 

CAISKS     l)i:     l/l.WEUSION     * 

454.  —  Pour  cela  il  faut  remonter  aux  principes  généraux  de 
la  niécanicjue.  (lonsidérons  un  système  dont  la  situation  soit 
définir  par  un  ceilain  nombre  do  j)aranii'tres. 

que  j'appellerai  .s'(*.v  coordonnées. 

Soient  (i\,  q y  „  les    dérivées  de  ces  ([uantilés  par  rapport 

au  temps  ;  c'est  ce  ([ne  j'a[)pellerai  1rs  vifcsscs. 

Soit  T  l'énergir  cinrticjue  du  système,  V  son  énergie  poten- 
tielle du»'  aux  forces  intérir'urrs.  Soit  enfin 


^^^^^^^                                                          ^^^H 
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..Ip  (juc  rr-liialiwit   (li  «k-viiiil 

1 

■ 

!ft  équatîuiifi   suiit  viuîes   quuiid    un   suppose  le»  f/,  ot  les  ry'„ 

■ 

fiants;    iiuiis  elles  In  soiil    encore  nppruxtniutiveiiieiil  ai    un 

■ 

ioseqiie  les  //,  viirieiit  d'une  luçoii  exoMsivcmenlleiite,  Alors 

■<l 

],,  MiiiiMunt  J'une  I'hçihi  excessivement  Iciitc,  iiinis  ils  varic- 

-<ll) 

;  lundis  f|iie  les  p^  seront  rignureusemeiit  cunstimls  et    k's 

^^^^■■inteniinl  r[tii-  k-s  <Jt  ne  soient  pus  nuls,  iniiis  qu'ils 
^^^^^^^B|  telles  i|iie   les  ij\    demeurent  rignureusenicnl 

^^^^^Jp^nc  les  /;,.  et  les  y„  varieront  d'une  fuiiun  exces- 

^^^^^^^■1  convient  iilitrs  de  prendre  pour  vnrînbles.  non 

^^^^^^^^k^mnis  les  ij\        les  r/„  et  de  revenir  il  réijuii- 

^B  ^^^.. 

L   j 
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forces  extérieures  Q^  soient  choisies  de  façon  à  maintenir  cons- 
tants les  y„.  Les  ^'„  sont  alors  nuls  et  les  équations  (3)  dont  les 
premiers  membres  dépendent  des  f]\y  des  q^  qui  sont  constants 
et  des  (j'a  qui  sont  nuls,  ces  équations,  dis-je,dont  le  nombre  est 
égal  à  celui  des  q\^  montrent  que  les  q\  sont  des  constantes. 

Le  système  se  trouve  ainsi  dans  une  sorte  de  mouvement  sta- 
tionnaire^  c'est-à-dire  d'équilibre  apparent  et  les  Q^  nous  font 
connaître    les    forces  extérieures    qu'il    faut   lui  appliquer  pour 

maintenir  cet  équilibre  apparent.  Comme  -j-j  ne  dépend  que  des 

^„,  des  q\^  et  des  q\  qui  sont  nulles  ou  constantes,  cette  quantité 
est  également  une  constante,  de  sorte  que, 

d     d'ï 

=  o. 


dt    dq'a 

Si,  de  plus,  on  suppose  qu'il  n'y  a  pas  de  forces  extérieures  au 
système,  c'est-h-dire  que  U  =  o,  l'équation  de  Lagrange  relative 
à  q„  se  réduit  à 

Les  q\,  étant  nuls,  T  ne  dépend  plus  que  des  q^  et  des  q\,  elle 
est  homogène  et  du  second  ordre  par  rapport  aux  q'^  de  sorte 
([u'on  a, 


Les /^,,  ('tant  des  constantes,  il  paraîtra  naturel  de  faire  un  chan- 
gement de  variables  et  d'exprimer  T  en  fonctions  des  q,^  etdesyy,,  ; 
mais  pour  éviter  toute  confusion,  nous  écrirons  avec  des  d  ordi- 
naires les  dérivées 

dT  dT 


f^q.i^  dqi,  ' 

prises   par  rapport   aux  variables  anciennes  et  avec  des  O  ronds 

1rs  dérivées 

(Vr  (Vr 


^q>,  '  *V^'  ' 

prises  par  rapport  aux  variables  nouvelles. 


On  aura  alors 
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La  comparaison  de  la  première  et  de  la  dernière  des  équations 
(5)  donne, 

^=^^  7* '//^.-^^-^ '/'/«• 

La  comparaison  de  Téquation   ainsi  obtenue  avec   la  seconde, 
équation  (5)  donne 

de  sorte  que  Téquation  (i)  devient 


Ces  équations  sont  vraies  quand  on  suppose  les  y,,  et  les  (/^ 
constants;  mais  elles  le  sont  encore  approximativement  si  on 
suppose  que  les  f/„  varient  d'une  façon  excessivement  lente.  Alors 
les  fji,  varieront  d'une  façon  excessivement  lente,  mais  ils  varie- 
ront; tandis  que  les  y;^  seront  rigoureusement  constants  et  les 
(),,  sont  nuls. 

Supposons  maintenant  que  les  i)f,  ne  soient  pas  nuls,  mais  qu'ils 
aient  des  valeurs  telles  que  les  fj'f,  demeurent  rigoureusement 
constants,  tandis  (juc  les /;^  et  les  y„  varieront  d'une  façon  exces- 
sivement lente.  Il  convient  alors  de  prendre  pour  variables,  non 
plus  les  p(,  et  les  rj^  mais  les  y'^  et  les  (j„  et  de  revenir  à  l'équa- 
lion  (^4; 


620  A  PROPOS  DE  LA   THÉORIE  DE  LARMOR 

Dans  cet  état  de  mouvement  stationnaire  ou  quasi-stationnaire, 
dans  cet  état  d'écjuilibre  apparent,  le  système  semble  soumis  à 
certaines  forces  apparentes,  égales  et  contraires  aux  forces  exté- 
rieures qu'on  est  obligé  d'appliquer  pour  maintenir  Téquilibrc. 

Quand  on  donne  aux  y^  des  accroissements  virtuels  0(j„  le  tra- 
vail virtuel  de  ces  forces  extérieures  sera 


2  Q-.  ^^- 


C'est  la   définition    même  des  Q^.  Le  travail  virtuel  dos  forces 
apparentes  qui  leur  font  équilibre  sera  donc 


-S'i- 


^qa^ 


Si  les  moments  ^^  sont  maintenus  constants,  l'équation  (6)  nous 
donne  pour  ce  travail  virtuel 


-I 


-r —  oq„  =  —  oT. 


Cela  signifie  que  ces  forces  apparentes  tendent  à  diminuer 
l'énergie  T  du  système  (et  d'ailleurs  on  ne  saurait  supposer  le  con- 
traire sans  admettre  le  mouvement  perpétuel). 

Si,  au  contraire,  ce  sont  les  s>ilesses  q,,  qui  sont  maintenues 
constantes,  l'équation  (4)  nous  donne  pour  ce  travail  virtuel, 

V  '^^    -  -r 

Cela  si<rni|ie  (|ue  ces  forces  apparentes  tendent  li  augmenter 
l'énergie  T  du  système  ;  cela  n'est  pas  contraire  au  principe  de  la 
conservation  de  Ténergie,  et  eu  edet,  pour  maintenir  les  q\  cons- 
tants, il  faut  que  les  Q,,  ne  soient  pas  nuls,  il  faut  donc  faire 
intervenir  une  force  extérieure,  ce  qui  peut  entraîner  une  dépense 
(le  travail. 

Avant  d'appli(juer  ces  principes  à  l'électricité,  il  sera  peut-être 
utile  de  les  éclaircir  par  un  exemple  mécani([ue  simple.  Je  choi- 
sirai le  rét^uhiteur  ii  foiec  e<*ntrilutje. 

Nous  aurons  un  paramètre  îi  variation  lente  y„  qui  sera  Técar- 
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temeiit  des  deux  boules  et  un  paramètre  à  variation  rapide,  dont 
la  dérivée  y'i,  sera  la  vitesse  de  rotation  du  régulateur. 
L'énergie  cinétique  T  sera  (A  étant  un  facteur  constant) 

(7)  T  =  —  Ay2y;/ 

et  le  moment  sera 

ce  sera  le  moment  de  rotation.  On  a  donc, 


2 


(8)  T  = 


_     /'î 


2A 


2 


'/'■ 


La  force  apparente  est  ici  la  force  centrifuge  qui  tend  à  ccar 
ter  les  deux  houles  ;  elle  est  égale  à 


Elle  tend  à  augmenter  (j^*  Si  donc  il  n'y  a  aucun  couple  exté- 
rieur tendant  à  maintenir  constante  la  vitesse  de  rotation,  le  mo- 
ment de  rotation  est  constant  et  la  force  centrifuge  tend  à  dimi- 
nuer T  parce  que  dans  Téquation  (8j  (où  l'on  suppose y^^  constant) 
y.  est  au  dénominateur.  Si,  au  contraire,  il  y  a  un  couple  extérieur 
qui  maintient  constante  la  vitesse  de  rotation,  la  force  centrifuge 
tend  à  augmenter  T,  parce  que  dans  l'équation  (n)  (où  l'on  sup- 
pose f/i,  constant)  q^  est  au  numérateur.  Seulement,  quand  les 
boules  s'écartent,  il  faut  dépenser  du  travail  qui  est  emprunté  au 
couple  extérieur. 

APPIJCATION    A    l'électrostatique 

455.  —  Dans  la  théorie  de  Larmor,  on  regarde  l'énergie  élec- 
trostatique comme  de  l'énergie  potentielle  ;  dans  un  champ  élec- 
trique constant,  on  a  donc 

T  =  o, 

ou,  si  l'on  désigne  par  E  l'énergie  totale  T  -}-  U, 

E  =  U. 
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Si  ce  cliiimj)  est  engendré  par  Jeux  petites  sphères  éiccirîsëes, 
cette  énergie  U  dépend  des  oliiirges  des  deux  sphères  cjiii  sont 
des  lonstantes  et  de  leur  distnuce,  ([iii  sera  notre  j>nr»mt-tre  â 
variation  lente  et  que  j'appellerai  ç„. 

Ces  deux  sphères  exerceront  l'une  sur  l'autre  une  attraclîtiii  ou 
une  répulsion  qu'il  faudra  contrebulanccr  par  une  force  «xtv- 
rieure,  si  l'on  veut  maintenir  IVquililjie.  Cette  force  extérieure. 
je  la  désigne  par  Q„.  conrormément  iiux  notations  ndoptêc»  ;  si 
Q„  est  positif,  les  deux  splières  s'attirent  et  la  force  extérieure 
qui  doit  contrcliatanccr  celtr  attraction  doit  tendre  à  écarter  les. 
deux  sphères  l'une  de  l'autre. 

Comme  Test  seul.  Téquation  tic  (.jiffraiif^r  sr  réduil  ;i 


(9) 


./'/„ 


:>d_vn-.inn<]n<-    de    I3j.'rkn< 
r  la  dilliculté  prov.Minnt 


'■"  !'■' 


■■  diffV- 


iipidc. 


i'assons    ii    riniilatioii 
niodilierni  un  peu,  afin  d' 
rences  de  phases. 

La  dislauce  des  deux  lui 
Icute. 

Je  supposerai  que  les  vitesses  q'i,  et  tf\.  sont  constante»,  mais 
assez  l'uibles  pour  que,  pendant  la  durée  de  l'expérionce,  tf,,  et 
y„  n'éprouvent  pas  de  variation  sensible. 

Si  donc  je  regarde  q^  et  q^  comme  des  paramétres  "  a  variation 
rapide  0,  ce  n'est  pas  que  leurs  dérivées  ij\  et  ryV  sont  très  grandes 
d'une  manière  absolue  (elles  sont,  au  contraire,  très  petites] 
c'est  parce  qu'elles  sont  beaucoup  plus  grandes  que  </,, 

Comme  diin.s  l'imitation  de  Bjerktics,  ce  sont  ces  deux  vitesses 
q\  et  q',  qui  correspondent  aux  charfçcs  des  sphères,  elles  doivent 
(tre  inaintonues  constantes. 

1/équation  (4J  nous  donne  alors, 


-y,. 
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et  comme 

U=o,  T=:E, 

on  peut  écrire 

La  comparaison  des  équations  (9)  et  (10)  montre  qu'il  y  a  inver- 
sion. Observons  de  plus  que  si  la  vibration  des  sphères  n'était 
pas  entretenue  par  une  force  extérieure,  les  vitesses  q\  et  (j'c  ne 
resteraient  pas  constantes  quand  la  distance  y,,  varierait.  Pour 
maintenir  ces  vitesses  constantes  (ou  en  supposant  des  pulsations 
périodiques,  comme  dans  Texpérience  réalisée  par  Bjerknes,  pour 
maintenir  constante  l'amplitude  des  vibrations),  il  faut  une  inter- 
vention extérieure,  tandis  qu'aucune  intervention  n'est  nécessaire 
pour  maintenir  les  charges  de  deux  sphères  électrisées  quand 
elles  s'éloignent  ou  se  rapprochent.  C'est  encore  là  une  diffé- 
rence entre  le  phénomène  électrique  et  son  imitation  hydrodyna- 
mique, différence  qui,  d'ailleurs,  comme  nous  allons  le  voir,  est 
intimement  liée  à  l'inversion. 

Supposons  maintenant  qu'on  ait  réalisé  une  autre  imitation 
dynamique  où  intervient  un  ^yjtème  dépendant  de  3  paramètres 
7a»  76»  Vc»  ïc  premier  à  variation  lente,  les  deux  autres  à  variation 
rapide.  —  Le  premier  serait  la  distance  des  deux  corps  qui 
rempliraient  le  rôle  des  deux  sphères  électriques. 

Mais  je  suppose  que  les  charges  de  ces  deux  sphères,  au  lieu 
d'être  représentées  par  les  sntesses  (fi  et  y'^,  soient  représentées 
par  les  moments  correspondants  y^^,  ety^,.. 

Je  suppose  en  outre  que  la  force  vive  T  =  E  du  système  soit 
égale  à  l'énergie  électrostatique  des  deux  sphères. 

Il  arrivera  d'abord  que,  sans  aucune  inlervention  extérieure^ 
ces  moments  demeureront  constants,  ainsi  que  font  les  charges 
électriques  qu'ils  représentent. 

De  plus,  comme  ces  moments  sont  constants,  l'équation  (6) 
nous  donnera  : 

*>7« 
OU 
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Hn'ija  dont- plim  d'invei-siuiu 

J'iii  dit  plus  haut  ijuc,  piinni  tes  quantités  >|u'i)n  est   animé 
eiivîsiigci'  en  inêcnnîque,  il  l'aut  dislinguer  les  coorduniiées,   li 
vitesses  et  les  moments,  et  l'un  peut  résumer  la  discussion  tyà 
précède  en  disiml  que  l'inversion  dan»  l'expérience  de   lijevkm 
provient  de  re  qu'un  n  reprèsenlé  les  c/tar-^es  rtectrù/itcs  par  drt 
tu'fcsses,  lundis  i/n'H  falhiil  Ifs  repri-senler  par  des  mumenls . 


456,  — Appli(jui>iis  li>5  nuques  principes  à  l'appareil  tU-  I.yrd 
Kelvin,  et  pour  eclii  rappelons  (l'iiboTil  quelles  doivent  *tre  les 
biisea  de  tonte  théorie  dynamique  dn  ehamp  électrudynumîque. 
Xous  n'avons  qu'à  nous  reporter  ii  un  thapitre  céli?bre  du  grand 
traité  d'électricité  de  Maxwell,  4'  partie,  chapitre  VI,  artich-  i'ifiS. 

Il  convient  tie  supposer  que  l'énergie  électroraagnélique  du 
champ  représente  la  l'orce  vive  T  de  l'élher  ;  l'état  du  systérae 
est  défini  par  un  certain  nombre  de  paramètres  à  variation  leiile 
r/„  ijui  définissent  la  position  relative  des  deux  circuits,  ft  pur 
deux  paramétres  ii  variation  rapide  q,,  et  q,. 

L'hypothèse  admise  par  Maxwell,  c'est  que  les  intensités  des 
deux  courants  ne  sont  autre  chose  que  les  dérivées  q' ,,  et  q'^  de  ce» 
paramètres.  Ce  sont  donc  des  vitesses. 

Nous  exprimerons  donc  T  en  (onction  des  intensités  et  des 
q^,  c'est-îi-dire  de  f/'^,  de  y',  et  des  q„  ;  l'équation  (4)  nous  don- 
nera alors, 


(4) 


=  Q„. 


D'autre  part,  y'„  et  f/,  étant  des  vitesses  et  non  des  moments, 
ne  se  conserveront  pas  cuustautes  s'il  n'y  a  pas  d'intervention 
extérieure.  Les  intensités  des  courants  ne  peuvent  donc  demeurer 
constantes  si  une  cause  extérieure  ne  les  maintient  pas  ;  et  c'est 
en  efTet  ce  qui  arrive  ;  celle  cause  extérieure  nécessaire  pour 
entretenir  riolensjlé  du  courant,  c'est  l'énergie   fournie   par  la 

Je  précise  davantage  ma  pensée  ;  quand  même  la  position  rela- 
tive des  deux  circuits  ne  varierait  pas,  tes  courants  ne  pourraieut 
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se  maintenir  qu'en  empruntant  de  l'énergie  à  la  pile.  Cette  éner- 
gie destinée  h  surmonter  la  résistance  des  circuits  se  retrouve 
sous  forme  de  chaleur  de  Joule. 

Mais  ce  n'est  pas  seulement  cela  que  je  veux  dire.  Si  les  cir- 
cuits étaient  des  conducteurs  parfaits,  l'intensité  des  courants 
pourrait  se  maintenir  constante  sans  rien  emprunter  à  la  pile, 
pourvu  que  la  position  de  ces  circuits  ne  varie  pas. 

Si,  au  contraire,  la  position  des  circuits  varie  (bien  que  nous 
les  supposions  absolument  dépourvus  de  résistance)  l'intensité  ne 
pourra  demeurer  constante  sans  l'intervention  de  la  pile. 

En  effet,  l'équation  de  Lagrange  nous  donne, 

dt      dq',  ~  ^'" 

et  ici, 

Q,  =  E,  —  R,/,,, 

Eft  étant  la  force  électromotrice  de  la  pile  du  premier  circuit, 
/\  =  yft  l'intensité  correspondante,  R^  la  résistance  du  circuit.  Si 
le  circuit  est  un  conducteur  parfait  et  si  la  pile  n'intervient  pas, 
on  aura 

Ee,  =  R6=  o, 
d'où 


et  par  conséquent 


Qft  =  o, 


„    (Me 

p^ V>     . 


d,, 


De  même />p  sera  une  constante.  Les  moments /^^  et/^^  dépendent 
de  q^  et  </;  et  des  y.,  ;  si  ces  moments  sont  constants  et  si  les  </„ 
varient,  il  faut  donc  bien  que  les  qi,  et  les  q'ç  varient  également. 

Dans  le  cas  de  la  nature,  les  circuits  ont  une  résistance  finie, 
et  il  faut  toujours  emprunter  de  l'énergie  à  la  pile,  seulement  si 
les  circuits  ne  se  meuvent  pas  l'énergie  empruntée  à  la  pile  est 
égale  à  la  chaleur  de  Joule  ;  s'ils  se  déplacent  elle  est  plus  grande 
ou  plus  petite  parce  que  la  force  électromotrice  d'induction  vient 
s'ajouter  à  celle  de  la  pile. 

Passons  maintenant  à  l'appareil  de  Lord  Kelvin. 

PoiNCARé.  Hlertricitc  et  Optique.  40 
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Les  intensités  sont  représentées  par  des  intégrales  de  la  forme 


kj  ^"'^'' 


,       ,    V -V-^^dy-^-wdz), 


En  vertu  du  théorème  de  Ilelmholtz,  ces  intégrales  demeurent 
constantes  sans  Tintervention  d'aucune  force  extérieure. 

Cela  nous  avertit  déjà  que  les  intégrales  qui  représentent  les 
intensités  sont  des  moments  et  non  pas  des  vitesses. 

Avec  nos  notations,  il  convient  donc  de  les  désigner  par  «,,  et 
p^  de  sorte  que  si  l'énergie  T  est  exprimée  en  fonction  des  inten- 
sités et  des  ^„,  T  sera  une  fonction  de  /?,„  p^  et  des  ^<,. 

L'équation  (/;)  nous  donne  alors, 

(6)  4^=Q«. 

Ce  résultat  est  d'ailleurs  une  simple  conséquence  du  principe 
de  la  conservation  de  l'énergie.  Soit,  en  effet,  o^^  l'accroîssenient 
virtuel  de  ^y„,  le  travail  virtuel  des  forces  extérieures  sera 


VQ«27«. 


On  devra  donc  avoir, 


€• 


Mais  comme  les  intégrales  y;,,  et /;^  sont  constantes  en  vertu  du 
théorème  de  llelmholtz,  oy;,,  et  Zp^  sont  nuls  et  il  reste 


ou  en  identifiant 

La  comparaison  des  é(juations    4)  ^^  (6)  niontre  qu'il  y  a  inver- 
sion, d'où  la  conclusion  suivîinte  : 

S^il  //  a  inversion  dans  Capjnircil  de  lord  Kelvin ^  c^est  parce 
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(m'on  a  représenté  les  intensités  par  des  moments  y  tandis  quil 
fallait  les  représenter  par  des  {vitesses. 

Dans  r^xpérience  de  Bjerknes  et  dans  celle  de  lord  Kelvin,  la 
cause  de  rinversion  est  analogue,  mais  pour  ainsi  dire  inverse. 

FORME    DÉFINITIVE    DE    LA    THÉORIE    DE    LARMOR 

Les  lignes  qui  précèdent  sont  la  reproduction  presque  textuelle 
de  quatre  articles  parus  dans  L'Eclairage  Electrique  (t.  II I, 
n**'  i4  et  20;  t.  V,  n°*  4^  et  48).  On  a  seulement  modifié  les 
notations  pour  les  mettre  en  harmonie  avec  celles  qui  sont 
employées  dans  ce  volume  ;  et  d'autre  part  on  a  supprimé  les 
passages  qui  pouvaient  faire  double  emploi. 

Depuis  Tépoque  où  ces  articles  ont  paru,  M.  Larmor  a  complété 
sa  théorie  et  lui  a  donné  sa  forme  définitive.  Il  y  est  parvenu  en 
s'appropriant  les  hypothèses  de  M.  Lorentz  et  en  les  combinant 
avec  les  siennes  propres. 

Reprenons  les  équations  de  Lorentz, 


(Il 


,  dy- — dT-^'Y^^  dt  r 

doL  ,    1  ^        dh\ 


qui  expriment  ce  qui  se  passe  à  l'intérieur  d'un  ion  et  qui  dans  le 
vide  (c'est-à-dire  pour  p  =  o)  se  confondent  avec  celles  de  Maxwell. 

Dans  ces  équations  p  représente  la  densité  de  l'électricité 
transportée  par  l'ion;  ;,  rj,  Ç  la  vitesse  de  l'ion;  a,  p,  y  la  force 
magnétique  (c'est-à-dire  d'après  Larmor  la  vitesse  de  Téther)  ; 
/*,  gy  h  le  déplacement  électrique  (c'est-à-dire  d'après  Larmor,  le 
couple  développé  dans  l'éther  par  l'élasticité  rotationnelle  de 
Lord  Kelvin). 

L'énergie  magnétique, 


-^/« 


représente  toujours  la  force  vive  de  l'éther. 


6a8  A  PROPOS  DE  LA  THÉORIE  DE  LARMOR 

Nous  avons  ensuite  les  trois  équations  de  Lorentz, 

et  Téquatiou  qui  définit  l'énergie  électrique, 
(4)  U  =  2^V' /(/•+  5-»  +  A')  </t, 

laquelle   n'est  autre  chose  que  l'énergie  due  à  l'élasticité    rota- 
tionnelle. 

Soient,  X,  Y,  Z  les  composantes  du  déplacement  de  l'éther  de 
telle  façon  que 

d\ 


et  posons. 


I 

\ 
I 


•J. 

dt  ' 

? 

d\ 

dt  ' 

dZ 

t 

i 

dt   ' 

d'A 

dY 

dy 

dz 

:4: 

-L, 

d\ 

dZ 

dz 

dx 

4- 

:M 

d\ 

d\ 

',7 

r\ 

dx  dt/ 


Ïj,  m,  N  sont  proportionnels   h   la  rotation  d'une  petite  masse 
d'éther  autour  du  point  envisagé. 

Dans  la  théorie  de  Téther  gyrostatique  de  Lord  Kelvin  sous  sa 
Torme  primitive,  le  couple  f,  g,  h  provoqué  par  la  rotation  était 
proportionnel  à  cette  rotation,  c'est-à-dire  à  L,  M,  N. 
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Alors  en  faisant 

A=  N, 
on  trouve, 

rfv         rf3  rf^Z  rf^Y         ,     rfL        ,      rf/^ 

— r r—  =  — î — î 7—7—^=  47^  -; — =4'^-nr'» 

dy         dz  dydt  dzat  dt  dt 


et  de  même 


dn  dy  dg 

dz  ax  dt 

d'à     ^    doL         ,  dh 

j~  =  4"^^ 


dx  dy  dt 

c'est-à-dire  qu'on  retrouve  les  équations  (i)  dans  Véther  libre. 

Mais  considérons  une  surface  fermée  située  tout  entière  dans 
Téther  libre  mais  contenant  à  son  intérieur  des  ions  et  par  con- 
séquent des  charges  électriques  dont  la  somme  algébrique  n'est 
pas  nulle  ;  formons  l'intégrale, 

(5)  Ç[lf+  mg+nh)  rfo», 

et  étendons-la  à  tous  les  éléments  dtù  de  cette  surface,  /,  m  et /i 
étant  les  cosinus  directeurs  de  l'élément  rfw. 

Cette  intégrale  devrait  être  nulle  si  Ton  avait  dans  tout  l'éther 
libre 

'  A  =  N. 

D'un  autre  côté  elle  ne  peut  être  nulle,  puisqu'elle  est  propor- 
tionnelle à  la  charge  électrique  totale  contenue  \\  son  intérieur 
et  que  nous  avons  supposé  cette  charge  différente  de  zéro. 

C'est  cette  dittîculté,  ainsi  que  nous  l'avons  vu,  qui  oblige 
M.  Larmor  à  modifier  la  théorie  primitive  de  Lord  Kelvin  pour 
Tadapter  aux  phénomènes  électriques. 

Supposons  alors, 

'  A  =  N  _  N^, 
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oïl  L^,  Mç,  N^  sont  des  constantes  ;  alors  le  couple  [f,  g^  h)  pro- 
voqué par  r  élasticité  rotationnelle  ne  tend  plus  à  ramener  la  petite 
masse  d'éther,  sur  laquelle  il  s'exerce,  à  son  orientation  primi- 
tive ^orientation  qui  serait  définie  par  les  équations  L  =  o,  M  =  o, 
X  =  o)  mais  à  une  orientation  différente  que  l'on  peut  appeler  la 
nouvelle  orientation  d'équilibre  (et  qui  est  définie  par  les  équations 
L  =  L.,M  =  M„  X  =  X,). 

O  couple  n*esl  plus  proportionnel  à  l'angle  dont  cette  niasse 
s'écarte  de  son  orientation  primitive,  mais  à  Tangle  dont  elle 
s'écarte  de  sa  nouvelle  orientation  d'équilibre. 

L'énergie  élastique  conserve  évidemment  la  même  expression. 

On  aura  encore, 

rfy  rf^  _    rf»Z    _        dL 

„^  „,  dydt  dt 

\d%^_d^_d^X  .     rfM 


\ 


dy 

dz 

drt. 

df 

dz 

dx 

dp 

da 

dzdt        ^^^    dt 

d'\  ,     rfX 

4^ 


d.v  dy         dxdt  dt 

de  sorte  que  les  équations  (i)  deviennent, 


\ 


d'où. 


dL 

dt   ~ 

=??+• 

df 

dt  ' 

./M 

<tfi 

dt    ~ 

=  ?A + 

dt  ' 

d^S 

dk 

di 

=?^+ 

dt 

1^ 

dL„ 

r 

dt 

■< 

dSl 

t  '■' 

dt 

•^ 

f 

,A-„ 

dt 

doii  oollo  conclusion  : 

Diins  fcthcr  libre  la  u  noii\'cllc  orientation  (f\'vjnilihre  »  ne  varie 
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pas;  elle  ne  varie  //iis  non  plus  dans  un  îon  en  repos;  mois  elle 
varie  dam  les  ions  en  moiifement. 

Je  n'ni  pas  û  revenir  sur  les  écjuiitîutis  (S)  qui  exprimeiil,  diiits 
lu  maiilère  de  voir  de  Larmor,  que  l'accélération  de  l'êther  est 
pnipurtioancUe  ii  la  force  produite  par  l'action  des  couples  élas- 
tiques. 

Mîiis  il  l'iiiil  revenir  sur  riritê^riilr  (ri;  ;  celte  inlêgrale  est  égale 


_  /  (/L„4-/HM,H-HN„)r/i.,, 

elle  varie  donc  quand  I.„,  M„  et  .\  varient,  c'osl-ii-dirc  qiuinil  un 
ion  porteur  d'électricité  traverse  In  surface  ii  laquelle  Tintéffrale 
est  étendue  ;  c'est-à-dire  etilin  quand  on  fait  varier  la  charge 
électrique  totale  située  à  l'intérieur  de  la  surface.  Ou  s'explique 
ainsi  commenl  celle  intégrale  peut  ^trc  proportionnelle  il  celte 
Charge. 

En  résumé,  d'après  l'hypothèse  de  l.arnior,  le  passage  des  ions 
'  à  travers  l'éther  modifie  les  conditions  de  l'élasticité  rulalionnclle 
L  de  cet  éthcr. 

Celte  action  de  l'ion  sur  l'éther  doit  Être  accompagnée  d'une 
réaction  de  l'éther  sur  l'ion.  C'est  sans  doute  il  cette  réaction  que 
I  sont  dues   les  forces  mécaniques  subies  par   la  matière  dans  un 
champ  électromagnétique. 

Il  resterait  il  expliquer  datis  le  détail  le  mécanisme  de  cette 
action  et  de  cette  réaction. 

C'est  ici  que  la  dillicullê  commence.    Pas  plus  que   Lorentz, 

I.armor  ne  respecte  le  principe  de   l'égalité  de  l'action  et  de  la 

,  réaction.  La  difficulté  s'est  même  accrue.    Loreutz  pouvait  s'en 

zv  en  supposant  que  le  principe,  violé  en  apparence  si  l'on 

y  envisageait  la  matière  seule,  se  trouverait  rétabli  si  l'on  consi- 

'  dérait  à  la  fois  la  matière  et  l'éther. 

Cela  pouvait  aller,  parce  que  Lorentz  ne  faisait  aucune  hypo- 
thèse sur  la  vitesse  de  l'éther.  Mais  Larmor  en  fait,  puisque  cette 
vitesse  est  d'après  lui  représentée  en  sens  et  en  grandeur  par  la 
force  magnétique.  H  est  aisé  de  constater  alors  que  ta  compen- 
sation qui  devrait  se  faire  entre  les  actions  et  réactions  mutuelles 
de  la  matière  et  de  l'éther  ne  se  fait  pas. 

Nous  avons  vu  plus    haut,    dans    les  chapitres  consacrés  ii    la 
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théorie  de  Lorentz,  quelles  valeurs  devaient  avoir  les  compo- 
santes de  la  vitesse  de  Téther  pour  que  cette  compensation 
ait  lieu  et  ces  valeurs,  loin  d'être  proportionnelles  à  a,  p,  y> 
étaient  proportionnelles  à 


Un  exemple  simple  fera  d'ailleurs  mieux  comprendre  lu  na- 
ture de  la  difficulté.  Considérons  un  corps  quelconque,  par 
exemple  un  morceau  de  verre,  il  sera  entraîné  par  le  mouve- 
ment de  la  Terre  ;  si  l'éther  n'est  pas  entraîné,  notre  corps  sera 
en  mouvement  relatif  par  rapport  à  l'éther.  Tout  devrait  donc  se 
passer  comme  s'il  était  traversé  par  un  courant  d'éther.  Mais, 
d'après  la  théorie  de  Larmor,  un  courant  d'éther,  c'est  un  champ 
magnétique.  Notre  morceau  de  verre  devrait  donc  se  comporter 
comme  dans  un  champ  magnétique,  il  devrait  par  exemple  pré- 
senter les  phénomènes  de  la  polarisation  rotatoire    magnétique. 

Dira-t-on  que  l'effet  ne  se  produit  pas,  parce  que  la  vitesse  de 
Téther  étant  très  grande  dans  un  champ  magnétique,  une  vitesse 
de  3o  km  :  sec.  correspond  à  un  champ  très  faible  ?  Mais,  d'après 
une  expérience  de  Lodge  citée  plus  haut  (p.  Sgi)  la  vitesse  de 
l'éther  dans  un  champ  magnétique  devrait  au  contraire  être  très 
faible. 
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